¢}

Ein anschaulicher Beweis der ersten Pliickerschen Formel.

Von GYULA Sz.-NAGY in Szeged.

Nach dieser bekannten Formel hat eine algebraische Kurve C n-fer
Ordnung mit d Doppelpunkten und mit r Riickkehrpunkten die Klasse
(1) k=n(n—1)—2d—3r.

Der hier gegebene anschauliche Beweis dieser Formel ist eine wesent-
liche Vereinfachung des Beweises von H. G. ZEUTHEN').

Man kann annehmen, daf der unendlichferne Pankt Y_ der y-Achse
des rechtwinkligen Koordinatensystems nicht auf der Kurve C liegt, und daB
keine singuldre Tangente, keine durch einen singuldren Punkt gehende Tan-
gente und keine der Verbindungsgeraden von je zwei singuldren Punkten der
Kurve C zur y-Achse parallel sind. Widrigenfalls kdnnte man diese Lage von
C beziiglich der y-Achse durch eine geeignete Projektion immer erreichen.

Bezeichnet g eine zur y-Achse parallele beliebige Gerade, so hat man zu
zeigen, daB die Kurve C von k Geraden g beriihrt wird. Aus den Annahmen
folgt, daB hbchstens zwei Treffpunkte einer Geraden g mit C in einem Punkt
P zusammenfallen kdnnen. Trifft dies fiir eine Gerade g zu, so weichen ihre
iibrigen n—2 Treffpunkte mit C von P und voneinander ab.

Sind P und P’ zwei beliebige Treffpunkte von C mit einer beliebigen
(zur y-Achse parallelen) Geraden g, so verschiebt man die Sehne PP’ soin
g, daB ihr Halbierungspunkt in die x-Achse filit. Die Endpunkte aller so ver-
schobenen Sehnen liegen auf eine algebraischen Kurve K von n(n—1) = N-ter
Ordnung. Diese Kurve wird namlich von einer Geraden g den n—(n; S, Kom-
binationen der Punktpaare PP’ entsprechend in N Punkten getroffen.

Die Kurve K ist symmetrisch in bezug auf die x-Achse. Die Konstruktion
ihrer Punkte ist der bekannten STEINERschen Symmetrisierung®) dhnlich.

Die Kurve K wird von der x-Achse in N Punkten X, (i==1, 2,...,N)
getroffen. Bezeichnet g; die Gerade g durch X;, so ist g; entweder eine Tan-
gente der Kurve C, oder sie geht durch einen singuldren Punkt von C. Ein
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Punkt der Kurve K fillt nimlich dann und nur dann auf die x-Achse, also
mit einem Punkt X, zusammen, wenn zwei Treffpunkte P, und P; von g; mit
C in einem Punkt P, zusammenfallen, Dies trifft dann zu, wenn P, ein Be-
rithrungspunkt von C mit g;, oder ein singuldrer Punkt von C ist.

Die Richtigkeit der Formel (1) folgt daraus, dal X, ein einfacher, zwei-
facher bzw. dreifacher Treffpunkt der x-Achse mit der Kurve K ist, je nach-
dem P, ein Beriihrungspunkt (mit g), ein Doppelpunkt bzw. ein Riickkehr-
punkt der Kurve C ist. Dies 146t sich leicht einsehen, wenn man die Kurve
K in der Umgebung des Punktes X; konstruiert.

Ist P, ein Beriihrungspunkt (mit der Tangente g;) oder ein Riickkehr-
punkt der Kurve C und bezeichnet y einen geniigend kleinen und P; enthal-
tenden Bogen von C, dessen Endpunkte auf eine Gerade g fallen, so wird
y von einer beliebigen Geraden g entweder in zwei Punkten oder in keinen
getroffen. Durch die STEINERsche Symmetrisierung des Bogens y (beziiglich
der x-Achse) erhdlt man offenbar einen durch X; gehenden Teilbogen x der
Kurve K. Ist g; die Tangente von y in P;, so wird % in X; von g offenbar
beriihrt und von der x-Achse (senkrecht) geschnitten. Ist P, ein Riickkehr-
punkt, so hat auch der Bogen x einen Riickkehrpunkt in X;, dessen Tan-
gente die x-Achse ist.

Schneidet sich ein geniigend kleines Bogenpaar 7,, 7, der Kurve C im
Doppelpunkt P. und wird es von einer Geraden g in 2 oder O Punkten ge-
troffen, so fiihrt die Symmetrisierung das Bogenpaar 7,, y, in ein Bogenpaar
#,, %, der Kurve K iiber, das sich im Doppelpunkt X; von K schneidet. Ist
P, ein isolierter Doppelpunkt von C, so ist X, ein isolierter Doppelpunkt
von K.

Damit ist die Formel (1) bewiesen.

Anmerkungen. Ein Selbstberiihrungspunkt P, von C ist in der
Formel (1) als ein Zusammenfallen von zwei Doppelpunkten zu betrachten.
Beriihrt sich das Bogenpaar y,, y; von C in P,, so beriihren die Bogen x,
und %, von K in X, einander und die x-Achse. X, ist dann ein vierfacher
Treffpunkt von K mit der x-Achse.

Besifzt die Kurve in P, einen s-fachen Punkt mit verschiedenen Tan-

genten (s=2), so ist P, in der Formel (1) als ﬂ"f—;—l—)-
weil X, ein s(s —1)-facher Punkt der Kurve K ist. Eine zu P, geniigend nahe
liegende Gerade g hat nimlich in der Umgebung von P, s Treffpunkte mit
s(s—1)

2
also in der Umgebung von X; s(s—1) Treffpunkte mit X, die in X, zusam-
menfallen, falls g durch P, geht.

Doppelpunkte zu rechnen,

C, die auf der Geraden g

Sehnen bestimmen. Diese Gerade g hat

(Eingegangen am 15. Januar 1949.)



