Uber das Newtonsche Verfahren zur Anndherung
von Wurzeln algebraischer Gleichungen.

Von BELA BARNA in Debrecen.

Einleitung.

Eine, auch praktisch wichtige Methode der Anndherung der Wurzeln
einer algebraischen Gleichung ist die NEwTonsche Methode Bekanntlich
besteht sie darin, dafl man ausgehend von dem Naherungswert x, der Wur-
zel der Gleichung

f(x)=0
durch Anwendung der Funktion
SN,
| W
die Folge
=N =128 ,.7)

bildet. Wenn die Folge konvergiert, so hat sie als Grenzwert eine Wurzel
der Gleichung f(x)=0. Beachtet man die Ergebnisse der Iterationstheorie,
so kann man dies einfach ableiten. Wenn nédmlich f(x) wenigstens zweimal
differenzierbar und f”(x) stetig ist, so fillt jede Wurzel der Gleichung mit
einem der ,Fixpunkte“ der Funktion N(x) — der iterativen , Grundfunktion*
— zusammen, wie dies aus der Gleichung

folgt, und jeder dieser Fixpunkte ist ,anziehend“ (attraktiv)'), weil
: SO (x)
N'x)=—"F——
®="rc
den Wert O hat, wenn f(x) =0 ist. Es folgt also, dafl der Grenzwert einer
konvergenten Folge (x,) mit einer der Wurzeln der Gleichung f(x) =0 iden-
tisch ist, weiterhin, dall wir fiir einen angendherten Wert einer gewissen

1) Die fiir uns notigen Grundbegriffe der Iterationstheorie findet man z. B. in der
Arbeit?) von A. RExvr,
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Wurzel jede Zahl x, wéhlen kdnnen, die sich in einer Umgebung der be-
treffenden Wurzel befindet, wo |N'(x)| <1 gilt.

Eine anregende Untersuchung des aus dem beliebigen Punkt x aus-
gehenden NEwTONschen Algorithmus, wo auch der Fall der Divergenz in
Betracht gezogen wird, befindet sich in einer Arbeit*) von Herrn A. RENYL
Insbesond:re wird in der erwdhnten Arbeit der NeEwTONsche Algorithmus
fiir Polynome f(x) mit genau drei reellen einfachen Nullstellen und mono-
ton wachsendem f”'(x) ausfiihrlich behandelt. Ein Anfangspunkt, dessen
Iterationsfolge nicht zu einer Wurzel fiihrt, wird von RENyYI als ein
singuliirer Punkt bezeichnet. Uber singuldre Punkte gewinnt RENyI folgen-
den merkwiirdigen Satz: Ist x ein singuldrer Punkt. so gilt enweder x, — ~
fiir eine natiirliche Zahl m (singuldrer Punkt ,erster Art), oder es ist %~ x,
(singuldrer Punkt ,zweiter Art“). Es gibt immer genau zwei singulire Punkte
2weiter Art. Die singuldren Punkte erster Art bilden zwei beschrinkte un-
endliche Punktfolgen, die zwei Haufungspunkie — die beiden singuléren
Punkte zweiter Art — haben. So ist die Menge der singuldren Punkte ab-
zdhlbar unendlich. Eine, aus einem nicht-singuliren Punkte ausgehende
Iterationsfolge fiihrt immer zu einer Wurzel. Am Ende seiner Arbeit wirft
RENYI zwei interessante Probleme auf:

' 1. Das beliebige Polynom f(x) soll nur reelle Nulistellen haben; ist
dann die Menge der singuldren Punkte immer abzdhlbar?

2. Gibt es Polynome mit reellen Nullstellen, bei denen die Menge der
singuldren Punkte ein Intervall enthdlt?

Die folgenden Betrachtungen stehen mit diesen Fragen in engem Zu-
sammenhang. Wir werden uns hier mit dem NEwTONschen Algorithmus in
dem Fall gewisser Polynome vierten Grades beschiftigen.

§1.

Wir setzen im Folgenden voraus, daB f(x) ein reelles Polynom mit
vier verschiedenen reellen Nullstellen ist. Wir konnen ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, dall die Funktion f(x) nur ein Maximum besitzt,
das sie an der Stelle x=50=0 annimmt. Die Nullstellen des Polynoms f(x)
seien £ < &<y <, die der Ableitung a <b <ec.

Der aus dem beliebigen x =X, ausgehende Newtonsche Algorithmus
besteht in der Iteration der Grundfunktion

N(Xx)=x— -f,(i) ~
f'(x)

) A. RExvyl, A Newton-féle gyokkozelitd eljarasrdl. (On Newton’s method of approxi-
mation.) Mat. Lapok. 1. (1950), 278—293. — Wir erwdhnen aus den Ergebnissen dieser
Arbeit nur die einschldgigen Resultate; was die anderen, mit der Niherungsmethode ver-
kniipften Fragen (z. B. Konvergenzkriterien) betrifft, weisen wir auf die Abhandlung
selbst hin.
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Die dadurch erhaltene Folge
X...=N(x) (r=0,1,2...))
ist die [Iterationsfolge von x,. Im Folgenden verwenden wir noch die ge-
brduchlichen Bezeichnungen
Ne(X)=x N(X)=N(x),:.i N.aE)=NN. [

Diejenigen Wurzeln der Gleichung

N,(x) — x==0,
die keine der Gleichungen

N(x)—x=0 (1=0,1,2,...,k—1)
befriedigen, nennen wir Fixpunkte k-ter Ordnung. Die in der Einleitung er-
wihnten Fixpunkte sind in diesem Sinne Fixpunkte erster Ordnung. Wenn
z ein Fixpunkt k-ter Ordnung ist, dann sind »,=z, »,..., %, k ver-
schiedene Fixpunkte k-ter Ordnung und sie bestimmen einen k-gliedrigen
Zyklus. Die zu demselben Zyklus gehorigen Fixpunkte nennen wir konjugierte
Fixpunkte.

Wir wollen jetzt den Begriff der inversen Iteration erkldren. Bezeichne
N_,(x) die (im allgemeinen mehrdeutige) inverse Funktion von N(x). Dann
sind die Punkte -

X e ol (n=0,12,...)
die invers-iterierten Punkte von x=x,. Im folgenden verstehen wir unter
lteration schlechthin immer die Iteration mit positiven Indexen. Diese, wie

auch die inverse lteration ist im Fall des NewToNschen Verfahren sehr an-
schaulich (Figur 1):

X\E o £ : ” XiC /’?

Fig. 1.

Bei der [teration schneidet die Tangente der Kurve f(x) mit dem Be-
rithrungspunkt [x, f(x)] die x-Achse in dem Punkt x,. Bei der inversen
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Iteration ziehen wir aus dem Punkt x die Tangente an die Kurve f(x): die
Abszissen der Beriihrungspunkte sind die x ,-Werte.

Wegen der Annahmen, die wir beziiglich der Funktion f(x) gemacht
haben, ist die Funktion N_,(x) wenigstens zweiwertig, stellenweise drei-

wertig.?) Fiir x <& und x > 7 hat sie aber vier Werte. Die Funktion
N_y(x) = N_,[N_,(x)]

ist also wenigstens vierwertig, u. s, w. Wenn der Punkt x in einem Intervall
liegt, wo die Funktion N_,(x) zweideutig ist — was in den spiteren Betrach-
tungen immer zur Geltung kommen wird — so haben die eindeutigen Zweige
dieser Funktion, wegen b=—0, verschiedene Vorzeichen, und sie werden
denselben entsprechend mit

xH=N%x) und x-,=N7,(x)

bezeichnet. Die inverse Iterationsfolge (x_,), bei der nur eine der Funktionen
N_, und N, angewandt wird, nennen wir positive, bzw. negative inverse
Iterationsfolge. '

Es werde ferner eine k gliedrige Vorzeichenfolge (¢, ..., &) (¢ bedeutet
das Zeichen -+ oder —) Grundperiode genannt, wenn sie nicht nur aus
lauter 4+ oder — besteht. Wenden wir nun bei dem m-ten inversen ltera-
tionsschritt fiir m=1,2,..., k die Funktion N“ (x) an, und widerholen wir
nach dem k-ten inversen Iterationsschritt dieses Verfahren periodisch! Die so
erhaltene Folge wird dann als periodische inverse Iterationsfolge bezeichnet,

Der Punkt x, ist ein Konvergenzpunkt, wenn ihre Iterationsfolge kon-
vergiert; im entgegengesetzten Fall nennen wir ihn Divergenzpunkt. Die
iterierten Punkte und die invers-iterierten Punkte eines Punktes x, haben
offensichtlich denselben Konvergenzcharakter. Konvergenz- und Divergenz-
intervalle sind Intervalle, die nur Konvergenz-, bzw. Divergenzpunkte enthalten.

Wir wissen schon, dall jede geniigend kleine Umgebung der Wurzeln
ein Konvergenzintervall ist. Unser nichstes Ziel ist zu untersuchen, wieweit
diese Intervalle verldngert werden konnen.

Es ist leicht einzusehen, dali die Endpunkte der Konvergenzintervallen
in den Umgebungen der Wurzeln & und 7% die Punkte — oo, @, bzw. b, 4 ~
sind.

Die Untersuchung der Konvergenzintervalle der beiden anderen Wurzeln
& und 7 kann wie folgt geschehen. Wir wiéhlen einen beliebigen Punkt x in
der Umgebung von & fiir den |N’(x)| <1 ist, und der nicht auf derselben
Seite von £ liegt, wie die Abszisse i des Inflexionspunktes. Bilden wir die

%) Dies trifft in geniigend kleinen einseitigen Umgebungen der Wurseln § und 5
zu, wenn diese keine Inflexionspunkte sind. (Z. B. in der Figur 1 rechts von § bis zum
Schnittpunkt der Inflexionstangente und der x-Achse.)
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negative inverse Iterationsfolge von x, dann befinden sich

XXX e W X R X sh
auf entgegengesetzten Seiten des Punktes £, und bilden je eine von & sich
monoton entfernende*) Punktfolge zwischen a und b. (Figur 2.) Die Grenz-
werte seien @ und 53, mit @ <& < 3. Man sieht leicht, daf « und & von der
Wahl von x unabhéngig und jeder Punkt zwischen « und # ein Konver-

Fig. 2.

genzpunkt ist. Aus der Stetigkeit der Funktion N(x) in dqm Intervall (e, 3)
folgert man weiterhin durch die Gleichungen

lim x—2n+2 ryt lim N(x—-'ln*l) e N(Iim x-—'! u+'.|)!

dall @ und 3 konjugierte Fixpunkte zweiter Ordnung sind. Wir gewinnen
durch ein dhnliches Verfahren die Endpunkte y und J des Konvergenzinter
valls der Wurzel #, die gleichfalls konjugiert sind. (Figur 3.)

Die so entstehenden vier Intervalle (— oo, a), (a, ), (7, ), und (¢, + o)
bezeichnen wir als die unmittelbaren Konvergenzintervaile. Die Endpunkte
dieser Intervalle sind natiirlich Divergenzpunkte.

§ 2.

Wir kdnnen noch weitere Divergenzy unkte durch das folgende Verfahren
erhalten. Wir gehen von den Punkten a und ¢ aus, und bilden wir die in-
vers-iterierten Folgen mit den Grundperioden (—+) bzw. (4 —). Es gilt

1) Dies folgt aus der Monotonitit der Funktion in den Intervallen (a,§) und (i, b).
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dann fiir die gewonnenen Punkte die Anordnung:
[ Ly A (PR )
g e X e R KR
woraus die Existenz der Grenzwerte
lima_,,=lime¢_4,.;, =4 und lima_,,_,=limc_y,,—u
folgt. Es ist leicht zu beweisen, dall 4,—u, w,= 4 ist und dafi die offenen
Intervalle
(ﬂ, c—l)r (C-H a..._g), (0—21 C—-—S)l ottt |
(c,a.,). (a,¢.4), (€5,85),:..
Konvergenzintervalle sind; man kommt nidmlich aus jedem dieser Intervalle
durch Iteration in das unmittelbare Konvergenzintervall von & oder 7. Es
sind also in den Intervallen (a, £) und («,c) alle Divergenzpunkte gewisse
invers-iterierte Punkte von a und ¢, die gemeinsamen Endpunkte von Kon-
vergenzintervallen, also isolierte Divergenzpunkte sind. Diese Punkte bilden
zwei abzdhlbare Mengen in den Intervallen (a, 4) und («,c), weshalb die
beiden Intervalle punktierte Konvergenzintervaile genannt werden kdnnen.

Fig. 3.

Wir werden unter dem iterierten Intervall eines beliebigen Intervalls
dasjenige zwischen den iterierten Punkten der Endpunkte verstehen; in
dhnlichem Sinne sprechen wir {iber das inverse Iterieren von Interva len, wo-
bei die invers-iterierten Punkte der beiden Endpunkte nach derselben Vor-
schrift gebildet werden. Man gewinnt damit eine Methode zum Aufsuchen
neuerer punktierten Konvergenzintervallen. So ergeben sich unmittelbar durch
die negati e und positive inverse Iteration der Intervalle (a, Z2), bzw. (u, ¢
die punktierten Konvergenzintervalle (Z_,, a_,) und (c_,. x7,). Die dazwischen-
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liegenden Intervalle (aZ,, b) und (b, ¢t,) sind Konvergenzintervalle, weil die
ersten iterierten Intervalle (— ~, a), bzw. (¢, -+-~) sind. Der Punkt b ist also
auch ein isolierter Divergenzpunkt. Die isolierte Divergenzpunkte werden
wir Divergenzpunkte erster Art nennen.

Durch die angegebenen Verfahren ist der grofite Teil der x-Achse er-
mittelt; es bleiben noch die vier Intervalle (4, @), (3 422,), («&,, ) und (9, «)
iibrig, die wir als Ergdnzungsintervalle bezeichnen. Zum Aufsuchen der Kon-
vergenzpunkte in diesen Intervallen besitzen wir eine verldfiliche Methode.
Es gibt ndmlich fiir jedes Konvergenzintervall 4x einen lterationsindex [ so,
dafi (dx), mit einem der unmittelbaren Konvergenzintervalie identisch ist.
Umgekehrt, erhalten wir durch inverse Iteration der unmittelbaren Konver-
genzintervalle auch alle iibrigen Konvergenzintervalle. Vor der Ausfiihrung
dieses Verfahrens miissen wir eine spdter zur Anwendung kommende Eigen-
schaft der Grundfunktion kennen lernen.

§ 3.
Wir beweisen nun den folgenden

Satz: Fiir jeden, auperhalb der unmittelbaren Konvergenzintervalle lie-
genden Punkt x gilt |[N'(x)| > 1.

Zum Beweis bendtigen wir drei Hilfssitze.

Hilfssatz 1. Es sei F(u) ein reelles Polynom vierten Grades mit den
Eigenschaften ;

B,. F(o0) =+ <.
B,. F0)=1, F(—1)==—p, p>0; F/(0)=1, F'(—1)=p.
B;. Es gibt zwei Zahlen, o und o, fiir die F(o) —=F(c =0, 0<ao< 0
gellen.
Dann sind die vier Nullstellen des Polynoms
G(u)=Q2u+1)F' (2)— F(u)
reell, und drei von ihnen liegen in dem Intervall —1--u=0.

Beweis: Nach B, ist

GO0)=F'(0)—F©0)=0, G(—1)=—F'(—1)—F(—1)=0.
Es gibt aber auch eine dritte reelle Nullstelle. Wegen B, und B, gelten
namlich die Ungleichungen

F (0) <0, F'(5) >0,
sodal 3
G(o) =(26+1F'(v) <0, G(0)=(20+1)F'(0)>0

bestehen. Folglich hat das Polynom G(u) in dem Intervail (o, ¢) eine re-
elle Nullstelle von ungerader Ordnung. Diese kann aber nur einfache Null-
stelle sein, und so folgt die Existenz der vierten reellen Nullstelle.
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Wir wollen noch zeigen, dafj diese sich in dem Intervall —1<u<0
befindet.

Es folgt aus den Bedingungen B,— B, dafi F(u) die Form

Flu)=Au*4+QA—p—1Nu*+(A—2p—1Nu24u+1
hat, wo A >0, p >0 gilt, und daher
Gu)—=TAu'+(14A—5p—5)u*+ (9A—9p—6)u*+(2A—4p—1)u

ist. Hier ist G'(—1)=—(2A+4p-+}+4)<0, woraus folgt, dall die vierte
Wourzel nicht links von — 1 liegen kann. Es ist weiter G'(0)=2A—4p—1.
Ist G'(0)=0, so gibt es nur eine positive Wurzel, also liegt die vierte

Wurzel in dem Intervall (—1,0). Wire nochh G’(0) >0, d.h. A > 2p+—;2-, S0

wiirden fiir # > 0 die Relationen
F(u)>(2p+%]u*+3pu"g%u’+u+l >

}%u*mé—ug—i—u—i—l =(u-}-])(l—{--l u—1)u?

g (
gelten, also wire F(u) >0, was den Voraussetzungen widerspricht. Damit
ist Hilfssatz 1 bewiesen.

Transformieren wir jetzt unser urspriingliches Polynom f(x) durch die
Substitution

x=(f—a)u+s,

f1x)
F(u) = 1)
Diese Funktion geniigt den Bedingungen B,—B, im Hilfssatz 1. Es gilt
ndmlich F(oc)= f(o0) = o0, Weiterhin sind
M)
)
und durch Differenzieren von F(u) folgen aus
1 df(x) dx ' (x)
F=er—dx —aa~ 7@ ¢

und sei

F(0)=1, F(—1) =—p, p>0,

wegen

3 — f(2) und f—a, = f(a)

4
a'__',;l:.-.', e iptitiaan

fa)

F®)
die Gleichungen
LB) o 5 f'(a) o kel
FO)=28 (—a)=1, F(—)=L270¢-a=—25-=p.
Schliefilich ist

=
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d. h. gilt wegen 0 < 8—ea und 0 < n—p3< np—4 auch B, mit

b 1?'1" ?}——,)’
b T

0<ao= =a.

Auf Grund von Hilssatz 1 folgt jetzt, dal die Gleichung
2x—a—-2)f (x)—f(x)=0
vier verschiedene reelle Wurzeln hat, und drei von diesen in dem Intervall
a@=x =7 liegen. Durch Anwendung der Transformation
—x=(y—d)u+ty
stellt man in dhnlicher Weise fest, dafi sich Hilfssatz 1 auch auf das Poly-
f(—x)
1)
Wurzel der Gleichung
(2x—y—d)f' (x)—f(x =0
in dem Intervall y=x=d liegen.
Schreibt man diese Gleichung in der Form.
: Nx)+x—(y+d)=0
und bemerkt man, dafl die hier auf der linken Seite stehende Funktion im
Intervall (y,d) differenzierbar ist, so folgt, dal N’(x) zwischen @ und 7 zwei-
mal den Wert —1 annimmt; dasselbe gilt auch in dem Intervall (y, d).
Diese Ergebnisse fassen wir zusammen im

Hilfssatz 2. Die Ableitung der Grundfunktion N(x) nimmt den Wert
—1 in den Intervallen («, 3) und (y, d) je zweimal an.

nom F(u)=—- anwenden‘lﬁﬁt, und so folgt, dafi drei der vier reellen

Wir bendtigen noch den

Hilfssatz 3. Die Ableitung der Grundfunktion nimmt den Wert —1 in
den Intervallen (a, %), (5, b), (b,n) und (n,c) je einmal an

Beweis: Das Polynom 7-ter Ordnung f(x)‘.f’(x) hat die Nulistellen
g a,&b,m,¢ 7, und zwischen zwei aufeinanderfolgenden dieser Punkte
besitzt es genau ein Extremum. Es hat also in jedem der genannten Inter-
valle die Gleichung.
[7(0).f (X)) =0

eine und nur eine Wurzel, woraus auf Grund der Identitit

[fG) . f(x ] =f(x) . [ () +F2(x) =f*(x)[N"(x) + 1]
die Richtigkeit des Hilfssatzes 3 folgt, wenn man noch bemerkt, dafi im
Inneren dieser Intervalle f'(x) +- 0 gilt.

Die Gleichung N’(x)=—1 hat nach diesem Hilfssatz zwischen b und
¢ zwei verschiedene Wurzeln, die aber zufolge des Hilfssatzes 2 in dem
Teil (y,d) des Intervalls (b,c) liegen. In den Intervallen (b,y) und (d,¢c)
kann also die Funktion N’(x) den Wert —1 nicht annehmen. Dies ist, we-
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gen der Stetigkeit der Funktion und
lim N'(x, = lim N'(x)=—

-+ b+0 rre=1)
gleichbedeutend damit, daf in den beiden Intervallen N’(x) < —1 ist. Die-
selbe Ungleichung gilt auch in den Intervallen (a, @) und (8, b). Wir haben
damit den Beweis unseres Satzes beendet.

§ 4.

Mann kann nach diesen Resultaten einfach beweisen, dali es nur die
bekannten drei Zyklen von zweiter Ordnung gibt.

Wenn ndmlich z. B. zwischen den Punkten 42 und @ der Punkt x ein
Fixpunkt zweiter Ordnung wire, so konnte sich %, nicht im Intervall (4, u?,)
befinden, weil hier, mit Ausnahme des Punktes b, nur solche Divergenz-
punkte liegen, welche aus @ und ¢ durch inverse Iteration entstanden sind,
also keine Fixpunkte sein kdnnen. Der Punkt %, aber kann auch nicht im
Intervall («*,, ) liegen, denn sonst wire x,>d >z im Gegensatz zur An-
nahme x-—x,. Es kann also x, nur in einem der beiden Intervalle (2 4_,
und (d, ) liegen. lterieren wir entsprechend den zwei Fiéllen das Intervall
(%, @), bzw. (4, %), so miilte das zweite iterierte Intervall mit dem Anfangs--
intervall identisch sein. Dies ist aber unmdoglich, weil in den iterierten In-
tervallen unser Satz (§ 3) gilt, und so (nach dem LAGRANGEschen Mittel-
wertsatz) die Intervalle bei der Iteration verlingert werden kdnnten.

Mit gleicher Methode beweisen wir jetzt, dalb es kein Divergenzinter-
vall gibt.

Wire ndamlich ein solches Intervall 4x vorhanden, so kdnnte dies zu-
sammen mit seinen iterierten Intervallen (#x), nur in den Ergdnzungsinter-
vallen liegen. Hier gilt aber nach unserem Satz die Ungleichung N’(x)| > 1
und die Funktion N’(x) ist in diesen abgeschlossenen Intervallen stetig. Es
gibt also eine Zahl ¢ mit

IN’(x)|=¢>1.
Somit ergébe sich fiir die Lange der iterierten Intervalle
|(4x),| =gq"|dx]|

d. h. [(dx),| >0, was unmdglich ist.

Wir wollen jetzt noch die Ergidnzungsintervalle untersuchen. Bemer-
ken wir zuerst, dal die Endpunkte dieser Interval'e keine isolierten Diver-
genzpunkte sind Fiir 2 und w« folgt dies aus dem Verfahren, wodurch diese
Punkte bestimmt wurden: 2 und x sind ndmlich Hdufungspunkte von Diver-
genzpunkten erster Art. Die Behauptung ist aber auch fiir die anderen Fix-
punkte zweiter Ordnung l¢icht beweisbar. Wenn wir z.B. die invers-iterierten
Punkte von 5 mit der Funktion N, bilden, so hat diese Punktfolge die
Héufungspunkte @ und 2. Ferner kann man leicht sehen, dafl jeder invers-
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iterierte Punkt eines nicht-isolierten Divergenzpunktes auch ein Punkt solcher
Art ist.
Bezeichnen wir einfachheitshalber die Intervalle (e, 2) und (3,d) mit

A& bzw. dy und das Intervall (47, u*,) mit 4b. Die Endpunkte sind nicht
zu den Intervallpunkten zu zdhlen. Bilden wir jetzt die invers-iterierten Inter-
valle von 45 und 47, so bekommen wir nur zwei neue Konvergenzinter-
valle, weil

(48),=4dE, (dn) =4y

gelten. Durch die inverse Iteration der Intervalle (4%)°, und (/7)_, erhal-
ten wir aber vier verschiedene neue Konvergenzintervalle, und die Anzahl
der neuen Konvergenzintervalle wichst mit dieser Multiplizitit weiter. Die
so erhaltenen Intervalle (J5)_, und (49)_, (n==1,2,3,...) liegen in den
- Ergédnzungsintervallen, und haben die Eigenschaft alle Konvergenzpunkte zu
enthalten, deren Iterationsfolge zu der Wurzel £ oder # fiihrt. Mit dem He-
rausnehmen dieser Intervalle aus den Ergédnzungsintérvallen nimmt man also
“alle, zu diesen Punkten fiihrende Konvergenzpunkte heraus. Ebenso ver-
fahren wir mit den Intervallen (Jb)_,: nimmt man diese heraus, so fallen
dadurch die zu den Wurzeln £ und 7 fiihrenden Konvergenzpunkte und
alle isolierten Divergenzpunkte aus den Ergdnzungsintervallen heraus. Die
in dem ganzen Intervall (4, @) zuriickbleibenden Divergenzpunkte bilden also
einen Teil der Menge der Divergenzpunkte, welcher keinen Divergenzpunkt
erster Art enthait.

Die Priifung dieser Menge wird durch die folgenden Betrachtungen
vorbereitet.

Es ist zu bemerken, dall die Intervalle (J4Z)_,, (45)_, und (4b)_, keinen
gemeinsamen inneren Punkt haben. Aus der entgegengesetzten Annahme folgt
ndmlich, dali im [nneren eines (eventuell punktierten) Konvergenzintervalls
wenigstens eine der Endpunkte eines anderen solchen Intervalls fallen wiirde.
Dies ist aber unmoglich, weil die Endpunkte keine Konvergenzpunkte, oder
isolierte Divergenzpunkte sind, wie wir soeben gesehen haben. Die Un-
moglichkeit des Zusammenfallens zweier solcher Intervalle folgt weiter daraus,
daf} die herausgenommenen Intervalle keine gemeinsame Endpunkte haben
konnen. Bezeichnen wir mit R(x) die Menge aller invers-iterierten Punkte
von x. So sind die Elemente von R(a’,) voneinander und von @ verschieden.
Die beiden ersten invers iterierten Punkte von «', sind voneinander ver-
schieden ; sie haben ndmlich entgegengesetzte Vorzeichen. Nehmen wir nun
an, da% die Punkte («,)_, fiir n=0,1,2,..., k—1 verschieden sind. Wir
zeigen, dall das mit den Punkten (e*,)_, erweiterte System nur voneinander
verschiedene Elemente enthidlt. Hétte ndmlich die Folge der k-ten invers-
iterierten Punkte zwei identische Punkte, wire also z. B.

Aat)) = (a))_;
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so folgt durch Iterieren

(€¢5) i =(a;) i1,
im Gegensatz mit der Annahme. Bestdnde ferner

(et =(a%) i
fiir eine Zahl [ der Folge 1,2,3,..., k—1, so ergidbe sich hieraus durch
k-maliges Iterieren
al, == (al);.

Folglich wire af, ein Fixpunkt /-ter Ordnung. Das ist aber wegen

. { @ fiir ungerades /,
(@50 = ) 5 fige gerades |

unmdoglich Die Anwendung der vollstindigen Induktion fiihrt jetzt auf die
Behauptung, dali die Menge R(«’,) nur voneinander verschiedene Elemente
besitzt. Ergdbe sich noch ein invers-iterierter Punkt, fiir den

(af) =«

gilt, so hitten wir die Gleichung «*, = «,, deren Unmdglichkeit wir soeben
festgestellt haben. Derselbe Gedankengang ldft sich auch auf die Mengen
R(3"), R(»=,), u.s.w. anwenden. Daf R(a*,) und R(3") fremde Mengen
sind, ist auch einfach zu beweisen: aus einer Gleichung
(.‘9:)—&-—: = (af,)_;
folgt durch Iteration
at, fir =0
(@) =(et),={e fiir ungerades I,
¢ fiir gerades [ >0,
wo aber, wegen
a<p<0<gi <at
alle drei Fidlle unmoglich sind. Wir konnen auch leicht beweisen, dal die
invers-iterierten Punkte der nicht-konjugierten Fixpunkte auch voneinander
verschiedene Zahlen representieren.

Wir wollen jetzt alle diese Teilergebnisse folgendermalien zusammenfassen
und weiterfithren: Die Intervalle (J&)_,, (d7)_, und (#b)_, (n=0,1,2,...)
sind offene Intervalle, die getrennt liegen und auch paarweise ohne gemein-
same Endpunkte sind. Wenn also diese Intervalle aus dem abgeschlossenen
Intervall (4, «) herausgenommen werden, so ist die Restmenge perfekt. Damit
ist gezeigt, dall die Menge der Divergenzpunkte nicht abzdhibar unendlich ist.
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§ 5.

Wir sind nunmehr in der Lage die Divergenzpunkte auf Grund ihren
Iterationsfolgen klassifizieren zu konnen.

I. Die Iterationsfolgen von Divergenzpunkten erster Art enthalten — wie
wir gesehen haben — nur endlich viele Punkte.

II. Eine andere Art von Divergenzpunkten bilden die Fixpunkte zweiter
Ordnung und alle ihre invers-iterierten Punkte. Diese Punkte haben die
Eigenschaft, dafi jede ihrer Iterationsfolgen beschrdnkt ist und nur endlich
viele verschiedene Elemente hat. Es gibt aber noch andere Punkte mit dieser
Eigenschaft. Wir zeigen ndmlich, dall Fixpunkte jeder beliebigen Ordnung k
existieren. Bilden wir die invers-iterierten Intervalle z. B. des Intervalls (d, u)
mit der k-gliedrigen Grundperiode (— — ... —-}). So ist es leicht zu be-
weisen, dafi die Intervalle (J, u)_,, (n==0,1,2,...) in dem Anfangsintervall
(d, u) liegen, und dal der (einzige) Haufungspunkt der Punkten d_,, und
w_.. ein Fixpunkt k-ter Ordnung ist.

Durch eine, auf die k-gliedrigen Grundperioden bezogene kombinato-
rische Methode kann man die Anzahl der Zyklen k-ter Ordnung bestimmen®).

Wir nennen die Fixpunkte hoherer Ordnung und deren invers-iterierte
Punkte Divergenzpunkte zweiter Art. Die Menge aller diesen Punkte ist ab-
zdhlbar unendlich, denn jeder Fixpunkt ist eine Wurzel irgendeiner Gleichung
N,(x)==x und besitzt nur eine abzdhlbare Menge von invers-iterierten Pukten.

[II. Die Menge der Divergenzpunkte erster und zweiter Art ist also ab-
zdhlbar unendlich, und so gibt es gemd3 dem Ergebnil des vorigen §
Divergenzpunkte, die nicht Elemente dieser Menge sind. Diese Punkte sollen
als Divergenzpunkte dritler Art bezeichnet werden. Sie haben beschridnkte
Iterationsfolgen, die unendlich viele verschiedene Elemente enthalten. Wir
konnen aber noch mehr behaupten: Die [terationsfolge eines jeden Diver-
genzpunktes dritter Art hat unendlich viele Haufungspunkte. Es kann ndmlich
einfach bewiesen werden, daB, falls eine solche Iterationsfolge nur endlieh
viele, etwa k& Hdufungspunkte hidtte, so wiren diese Hdufungspunkte anzie-
hende oder indifferente Fixpunkte k-ter Ordnung. In den Ergénzungsinter-
vallen — wo diese Punkte liegen kdnnen — gibt es aber, wegen des Satzes
in § 3., nur ,abstossende“ (repulsive) Fixpunkte. Die Haufungspunkte der
von einem beliebigen Divergenzpunkt ausgehenden, nicht-periodischen in-
versen lterationsfolge sind offensichtlich Divergenzpunkte dritter Art.

Es ist uns bisher nicht gelungen, die Frage zu entscheiden, ob die
Menge der Divergenzpunkte eine Nullmenge ist, oder nicht.

%) Eine solche SchluBfolge fiihrt z. B. darauf, daB sich fiir die Anzahl der Zyklen
3-ter Ordnung 2, die der 4-ter, 5-ter und 6-ter Ordnung der Reihe nach 3, 6, bzw. 9 er-
gibt. Ist k eine ungerade Primzahl, so ist die Anzahl der Zyklen k-ter Ordnung (2"—-2)ﬂr.
Im Fall einer zusammengesetzten Ordnungszahl gibt eine verwickeltere rekursive Formel
die Anzahl der Zyklen. :
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Endlich wollen wir noch auf die von Herrn RENYI gestellten zwei Fragen
zuriickkommen, Auf die erste Frage konnen wir eine bestimmte Antwort
geben: im Falle von Polynomen vierten Grades, die vier verschiedene reelle
Nullstellen haben. ist die Menge der Punkte, deren Iterationsfolge nicht zu einer
Nullstelle fiihrt, nicht abzdhlbar unendlich. Zur zweiten Frage kdnnen wir
nur soviel sagen, dali es in dem erwdhnten Fall kein Divergenzintervall gibt®),

Es ist noch bemerkenswert, dafl es doch Gleichungen f x)—0 mit
Divergenzintervall gibt, wenn man von dem Polynomcharakter der Funktion
f(x) absieht. Eine solche Gleichung ist z. B.

Vix]=0.
Hier ist — den Nullpunkt ausgenommen — jeder Punkt ein Fixpunkt zweiter
Ordnung, denn es gilt N(x) — —x.

(Eingegangen am 22. November 1950.)

[ ]
8) Wir vermuten, daB auch im Fal'e eines beliebegen reellen Polynoms kein Diver-

genzintervall existiert.



