Bemerkungen iiber nicht-meBbare Punktmengen.

Von D. KRALIK in Budapest.

Im folgenden konstruieren wir auf Grund des ZermeLOschen Wohlord-
nungssatzes eine im LEBESGUEschen Sinne nicht-mefibare Punktmenge und
mit Hilfe der so konstruierten Menge beweisen wir den bekannten Satz, dafi
jede Punktmenge, die keine Nullmenge ist, nicht-mefibare Teilmengen besitzt.

Es sei / ein beliebiges Intervall des (n-dimensionalen) euklidischen
Raumes. Die Gesamtheit aller perfekten Teilmengen von / hat die Méchtig-
keit des Kontinuums. Denken wir diese Gesamtheit wohlgeordnet und zwar
so, dafl diese Wohlordnung durch die Ordnungszahl o, charakterisiert sei,
wo , die kleinste unter den Ordnungszahlen bedeutet, welche die wohlge-
ordneten Mengen von der Michtigkeit des Kontinuums kennzeichnen. So
gewinnen wir die transfinite Reihe aller in / enthaltenen perfekten Teilmengen:
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Wihlen wir aus P, zwei verschiedene Punkte aus, den einen reihen
wir in eine Menge A, den anderen in eine Menge B ein. Dann wihlen wir
aus P, zwei, von den vorigen verschiedene Punkte aus, den einen reihen
wir wieder in die Menge A, den anderen in die Menge B ein. Nehmen wir
an, diese Auswahl sei fiir jede Menge P, deren Index Kleiner als die Ord-
nungszahl &< ., schon gelungen. Dann gelingt die Auswahl auch fiir die
Menge P:. Denn die Menge der Mengen P, deren Index kleiner als & ist,
hat eine kleinere Michtigkeit, als das Kontinuum und wir haben ja aus jeder
Menge P zwei Punkte ausgewdhlt. So konnen wir aus der Menge P: auch
zwei, von allen vorigen verschiedene Punkte auswihlen und den einen wieder
in A, den anderen in B einreihen. Diese Auswahl gelingt also fiir jedes Glied
der transfiniten Reihe P, P, ..., Py, ... .

Es sei A die Komplementirmenge von A, d.i. A—/—A (Bc A). Auf
Grund der Konstruktion ist es klar, daf die Mengen A und A keine perfekte
Teilmenge besitzen (sie sind total imperfekte Mengen) und infolgedessen ist
ihr inneres Mafi Null. c

Das dufiere Mal von A und auch von A ist also gleich dem Maf von
I selbst. Daraus folgt, daf die Puntmengen A und A (im Lebesgueschen Sinne)
nicht-mefibare Punktmengen sind.
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Die oben beschriebene Konstruktion ist schon lange bekannt [siehe zum
Beispiel: SCHOENFLIES, Mengenlehre (1913), HAUSDORFF, Mengenlehre (1935);
KuraTtowski, Topologie | (1933)], aber nur bei KuraTowski findet man
einen kurzen Hinweis darauf, da die so gewonnenen Mengen A und A nicht-
mefibar sind (Seite 268).

Das vorige Verfahren kann auf den ganzen Raum ausgedehnt werden,
indem man statt vom Intervall / von dem ganzen Raum ausgeht. Die so er-
haltenen Mengen bezeichnen wir wieder mit A und A. Wenn nun / ein
beliebiges Intervall bedeutet, so stimmt das dufiere Maf von A/ und A/ mit
dem Maf von / iiberein (die Mengen A und A haben beide das innere Maf
Null.)

Der Kiirze halber bezeichnen wir das duliere Maf einer beliebigen Punkt-
menge M mit uM, das innere Mali mit mM. Dann ist:

uA =lim u(/A),

uA -~ lim u (fA),
wenn sich das Intervall / zum ganzen Raum ausdehnt. Infolgedessen sind
uA und wA gleich + .

Es gibt also Punktmengen, die zugleich mit ihrer Komplementirmenge
den Gesamtraum als mafigleiche Hiille und das innere Maf Null haben.

Nun zeigen wir, dafl jede Punktmenge, deren &dufieres Mafi nicht Null

ist, eine nicht-mefibare Teilmenge besitzt.
Es sei also die fragliche Menge M; es sei zundchst 0 < ¢ = uM < + ~.

Es sei € >0 eine beliebige Zahl, fiir welche & < : ist. Nach Definition des

duferen Malfies gibt es eine offene Punktmenge O, so dalb

O <uM--¢
ist. Die Menge O kann als Summe abzdhlbarer, nicht {ibereinandergrei-
fender, abgeschlossener Intervalle dargestellt werden:

0= i.
k=1
(Die Intervalle i,,i,,... kobnnen also nur Randpunkte gemeinsam haben.) Fiir

die Mafie besteht die Gleichung

x

w0 = _: i,
k=1

(Fiir mefibare Mengen bedeutet das dufiere Mali das Mal selbst.)
Es ist klar, dab fiir eine geeignete natiirliche Zahl n die folgende Unglei-
chung besteht:

E‘ H1 y
w0 — a;_\_,;m.
' S
Mit den Intervallen i,, i, ...,{, kann man konzentrische Intervalle

!131'.’1---!”'
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konstruiren, so dali die Ungleichung

—

nwO— —;— < :.\: iy
noch gilt und je zwei von den letzten Intervallen eine positive Entfernung
voneinander haben.
Wenn nun die Menge M nicht-mefibar ist, so bezeichnet zum Beispiel M

selbst eine nicht-mefibare Teimenge; im entgegengesetzten Falle gilt offenbar
w(O—M)=—u0—uM < =
Fiihren wir die Bezeichnung

ein, so wird
uw(LM)+u(l,—1,M) = ul,,

wu(l,—I,.M)<¢
und
u(Al) = :‘F(Al}}) = l‘ pil = ul,.
k=l &=l
Es gilt
Al, = AILM+-(AlL,—ALM).
Da
w(AL) = u(ALM) -+ u(Al,—AILM)
und
AlL—AIMcO—M
ist, so wird

w(AlL,—AILM)=u(O0O—M)<e.
Wir wissen, daf

u(AlL)—=ul, > JnO—i > a——f- = i «,

2 R 4
und daraus folgt
a (¢4

WALM)= p(AL)—w(AL—ALM)> 3 a—e>Sa— b — 2.

Andererseits ist
m(AILM) - 0,

weil mA-—0 und ALMcA ist
Es stellt also A/,M eine nicht-mefibare Teilmenge von M dar.
Wenn uM— -} ~ ist, so gibt es ein Intervall /, so dall
O<u(MI)< + =~
ist und unsere ganze vorige Beweisfiihrung auf die Menge M’ M/ ange-
wandt werden soll.

(Eingegangen am 31. Mai, 1952)



