Eine Behauptung, die mit der verallgemeinerten
Kontinuumhypothese dquivalent ist.

Von [. KETSKEMETY in Szeged.

A sei eine Menge mit der Machtigkeit 2%<(« = 0). Jede nicht leere end-
liche Teilmenge von i sei mit genau einem Element der Teilmenge repra-
sentiert. Eine solche Reprédsentation der endlichen Teilmengen von 2 bezeichnen
wir mit R. Wir zeigen, daf die folgende Behauptung (B) mit der verallgemei-
nerten Kontinuumhypothese (H) gleichwertig ist.

(B): Es gibt eine solche Reprdisentation R,, bei welcher jedes Element
x€W hochstens eine Anzahl = N. der endlichen Teilmengen von ) repri-
sentiert.

Beweis. 1. Aus der verallgemeinerten Kontinuumhypothese (H) folgt (B).
Nehmen wir an, daB 2% — N.,1. Sei ®..: die. Anfangszahl von N..; und
{x:}: w,,, eine transfinite Folge sdmtlicher Elemente von Wi:

(1) R Xa e g ™ Xy s Xay iy Ky oo 0

Bezeichne R, diejenige Reprdsentation, bei welcher jede endliche Teil-
menge von M durch jenes Element reprisentiert wird, welches den grofiten
Index in (1) hat. Wir zeigen, dall R, die in (B) formulierte Eigenschaft
besitzt. Ein beliebiges Element x;: € ) reprdsentiert namlich so viele Teilmengen
von M, wie grofl die Anzahl sdmtlicher endlichen Teilmengen der Menge

C:={x,},-: ist. Da €;: = N, ist'), ist (H)— (B) bewiesen.

2. Aus (B) folgt (H). Nehmen wir an, dall es eine Repridsentation R,
existiert, die verallgemeinerte Kontinuumhypothese aber falsch ist. In diesem
Falle gilt

Ne < Va1 < 23".

Bezeichnen wir die Vereinigungsmenge der durch x reprdsentierten endlichen
Teilmengen von M mit (x). Die Menge der Elemente y¢ Wi, fiir" welche
x& G(p) ist, wird mit N (x) bezeichnet. Wir zeigen, dafl N mindestens ein
solches Element x, hat, fiir welches Yi(x) > N. ist. Sei ndmlich angenommen,
daff M kein solches Element hat. In diesem Falle ist J(x) = N. fiir jedes
Element x von 2i. Sei nun Z eine beliebige Teilmenge von M mit Z = N...:.
Die Menge £ — :‘: Yi(x) hat offenbar die Méchtigkeit = N..,. Folglich ist die

rE=
Menge Wi —% nicht leer. Jedes Element y von 2Wi— 9 hat die Eigenschaf’

1) Mit ¢ bezeichnen wir die Miichtigkeit einer Menge €.
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2 G(y). Somit ist G(¥) = Neiy fiir ye(—9), was ein Widerspruch ist.
Im Falle einer Reprédsentation /2, reprdsentiert namlich ein beliebiges Element
x von Wi hochstens N, endliche Teilmengen, weswegen G3(x) = N. gilt.

Wi hat also ein Element x,, fiir welches (x,) > N. ist. Betrachten wir
nun die offenbar nicht leere Menge A = Ji(x,)— (M (x,)NG(x;)). Die endlichen
Teilmengen von Wi der Form {x,, y:,...,¥:) mit y;€ sind bei R, nicht
reprasentiert, was der Definition von R, widerspricht. Damit ist unser Satz
bewiesen.

Korollar. Istdie Kontinuumhypothese richtig, so kann der n-dimensionale
Euklidische Raum in die Summe von n disjunkten Mengen ¢; (i —1,2,...,n)
derart zerlegt werden, dafp C; in jedem zur i-ten Achse orthogonalen (n—1)-
dimensionalen Hyperplan abzdihibar ist’)

Der Beweis des Korollars folgt aus unserem Satze. Betrachten wir ndmlich
die Menge %' der reellen Zahlen und die Menge %" simtlicher Punkte des
n-dimensionalen Raumes. Sei nun jedem Element P-— P(x,, x.,...,x,)eN"
genau ein Element x(P) von %' folgendermaBen zugeordnet :

Bezeichne R, eine Reprisentation der endlichen Teilmengen von ', bei
welcher jedes Element von ' hochstens abzihlbar viele endlichen Teilmengen
von W' reprisentiert. Ist die 'Kontinuumhypothese richtig, so gibt es nach
unserem Satze eine solche Reprdsentation. Die Koordinaten von P bilden eine
endliche Teilmenge von )N':

P=A{X,%.: X%}

Bei R, wird diese Teilmenge It von %' durch ein x; — x(P) représentiert. Wir
ordnen also jedem Element P£ )" genau eine seiner Koordinaten zu.

Wir definieren die Mengen G" (i— 1, 2, ..., n) folgendermafen: Sei ¢/ die
Menge samtlicher Punkte P€N", fiir welche x(P) gleich der i-ten Koordinate
von P ist. Ferner definieren wir die Mengen €; folgendermafien :

G1=C61; €=C6— D ENE; (j=2,3,...,n).
Man kann leicht einsehen, daB X @, = Y67 — )", ist. Wegen der Definition von
¢; ist ¢;N¢; =0, wenni - jist. Andererseits ist ¢; in einem mit der Gleichung
x; = x" definierten (n—1)-dimensionalen Hyperplan abzihlbar. Die beliebige
reelle Zahl X' reprasentiert namlich bei R, hochstens abzahlbar viele Teil-
mengen  von N, folglich ist sie hochstens abzahlbar vielen Punkten des
Euklidischen Raumes zugeordnet. Die Zerlegung X¢;— 9" entspricht also
«den Bedingungen des Korrollars.

(Eingegangen am 2. Juni, 1952.)
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