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Uber die Funktionalgleichung f(aj)-f(bi)—f(b.ag).
Herrn Professor O. Varga anlésslich seines 50. Geburtstoges gewidmet.
Von M. KUCHARZEWSKI (Katowice).

Einleitung,

‘Die Gleichung
(0.1) f(@)-f(bi)=f(baat) i kae=12...,n,

wo X =/||xi|| eine quadratische Matrix und f eine skalare Funktion ist, wurde
von K. STEPHANOS [1] unter der Voraussetzung geldst, daB f(xi) nach allen
Verdnderlichen xj differenzizrbar ist. S. GOLAB hat dann diese Gleichung bei
der Annahme gelost, daB f fiir diejenige Systeme xi stetig ist, far welche
Det (x}) #= 0 ist. Dieses Ergebnis wurde von dem Verfasser nicht verdffentlicht.
Nachher gelang es S. GOLAB die Gleichung (0.1) fiir n=2 zu l9sen ohne
iiber die gesuchte Funktion irgendeine Regularititsannahme zu machen [2].
Gleichzeitig hat er die Vermutung ausgesprochen, daB die von ihm filr n=2
bewiesene Formel auch fiir jede beliebige natiirliche Zahl n giiltig ist. Die
vorliegende Arbeit bringt gerade den Beweis dieser Vermutung.

§ 1. Der Hauptsatz und das Leitmotiv des Beweises.

In der erwdhntén Arbeit [2] hat S. GOLAB folgenden Satz formuliert und
fir n= 2 bewiesen.

Satz. Jede der Gleichung (0. 1) geniigende Funktion f(xi) kann man in
der Form

(1.1) f(i) = 9(d)

darstellen, wo 4 die Determinante ||xx|| bedeutet, und ¢(u) eine Funktion ist,
welche die Gleichung

(1.2) o) - p(v)=9(-v)
erfiillt.
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In der vorliegenden Arbeit will ich diesen Satz fiir eine beliebige natiir-
liche Zahl n beweisen.

BEMERKUNG 1. Wenn die Funktion f(xi) entweder identisch gleich Null
oder identisch gleich Eins ist, so kann man leicht nachpriifen, daB der Satz
richtig ist und darum konnen wir diese zwei Spezialfille aus den weiteren
Uberlegungen ausschlieBen. Im weiteren setzen wir also voraus, daB die
Relationen

(1.3) fea)#1
(1.4) (i) #0
gelten.

BEMERKUNG 2. Bezeichnet man mit A die Matrix ||ai|| und mit B die
Matrix | k|, so kann man die Gleichung (0. 1) in der Form

(1.5) f(A)-f(B)=f(B-A)

schreiben, wo B-A das Produkt der Matrizen A und B bedeutet. Im folgenden

bediene ich mich stets der Gleichung (0. 1) in der Form (1. 5).
Zwecks Vereinfachung der spiteren Darlegung fiihre ich zuerst einige

Bezeichnungen und Definitionen ein.

Definition 1. Eine diagonale Matrix nenne ich eine Matrix, welche von
Null verschiedene Elemente nur in der Hauptdiagonale besitzt, d.h. eine
Matrix von der Form

i 0 0 ww e LI
0 us O v ava. B
(1.6) | - _+ ||=||uxdi|| (nicht summieren tiber k!)
o - - 0 Us-1 0
0o --- 0 0 u,

wo die u; beliebige reelle Zahlen darstellen. Die diagonale Matrix (1.6) werde
ich im folgenden mit E(u, ue, ..., u.) bezeichnen.

BEMERKUNG 3. Die diagonale Matrix, in welcher alle Elemente auf der
Hauptdiagonale gleich 1 sind, ist die Einheitsmatrix. Die Einheitsmatrix werde
ich kurz mit E bezeichnen.

E=E(,1,...,1)=|di.

Definition 2. Wird das in der i-ten Zeile und in der i-ten Spalte stehende
Element der Einheitsmatrix durch u ersetzt, so entsteht eine neue Matrix,
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welche ich i-fe spezielle Matrix nenne. Diese Matrix bezeichne ich mit
=B Y oo Ll i 1)

Definition 3. Die diagonale Matrix, in welcher die auf der Haupt-
diagonale stehenden Elemente gleich O oder 1 sind, heife ich die normale
diagonale Matrix.

GemaB den in der Derinition 1 eingefiihrten Bezeichnungen kann man
die normale diagonale Matrix in der Form

E(y,0s. ..., d,)

schreiben, wo die d; entweder gleich Null oder Eins sind.
Jetzt will ich das Leitmotiv des Beweises des Satzes anfiihren. Ich zeige
zuerst (Hilfssatz 1), da man jede Matrix
A=||ak|

mit Hilfe der in § 2 definierten, elementaren Umformungen entweder auf die
normale diagonale Matrix

(1.7) E(d1,d5, ..., 0ua4, 0)

(falls die Determinante von A gleich Null ist

(1.8) A4d=Det A=0)

oder auf die n-te spezielle diagonale Matrix,

(1.9) E,(a)

(falls die Determinante von A von Null verschieden ist
(1.10) 4=Det A5 0)

tiberfiihren kann. In dem letzten Falle ist die in (1.9) auftretende Zahl a
gleich + 4, da die elementaren Umformungen so definiert werden, dall sie
den absoluten Wert der Determinanten 4 nicht &ndern. Nachher folgt es aus
den Hilfssdtzen 2,4 und der Bemerkung 4, daB man jede elementare Um-

formung einer Matrix durch die Multiplikation dieser Matrix mit einer der
s

sog. typischen Matrizen tE.-k, Ex(u), E.-(u)-Ek(%)] ersetzen kann. Weiter

zeige ich (§3), daB die den typischen Matrizen entsprechenden Werte der
Funktion f, gleich 41 oder —1 sein miissen, wenn f der Gleichung (1. 5)
geniigt. Aus diesen Betrachtungen ist es leicht zu sehen, daB sich nur das
Vorzeichen der Funktion f bei den elementaren Umformungen der Matrix
andern kann. Daraus folgt sofort, daB man die Werte der Funktion im Falle
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(1. 10) in folgender, einfacher Weise

(1.11) f(A)= £ f(E«(£ 9))
ausdriicken kann, also durch diejenigen Werte von f, die der n-ten speziellen

Matrix entsprechen. Endlich ergibt sich (§6), da die in (1.11) auftretenden
vier Moglichkeiten sich zu einer einzigen

(1.12) f(A)=Jf(E(d)

reduzieren. Wird jetzt die rechte Seite von (1.12) mit ¢(4) bezeichnet, so
wird der Satz im Falle (1. 10) bewiesen, wenn wir zeigen, daB die Funk-
tion ¢ der Gleichung (1.2) geniigt. Aber dies folgt sofort aus der Matriz-
engleichung

E.(u)-E.(v)= E.(u-v).

Um den Satz im Falle (1.8) zu beweisen, zeige ich einerseits, daB

(1.13) f(A)=0
ist und anderseits, daB

(1.14) ¢(0)=0
gilt.

Aus (1.13) und (1.14) folgt, daB die Formel (1. 1) auch fiir Matrizen
mit verschwindenden Determinanten besteht. Auf diese Weise wird der Satz
vollstandig bewiesen.

§ 2. Ein Hilfssatz iiber die Umformung der Matrizen.

Um die Formulierung des Hilfssatzes zu erleichtern, gebe ich zuerst
folgende Definition an:

Definition 4. Ich nenne die unten angefiihrten Umformungen einer Matrix
elementare Umformung (vgl. M. BOCHER [3] s. 59, Erklarung 1)

a) Transposition der Zeilen (Spalten);

b) Multiplizieren beliebiger Zeile (Spalte) durch eine beliebige Zahl und
Addieren zu einer anderen Zeile (Spalte);

¢) Multiplizieren einer Zeile (Spalte) durch eine beliebige von Null
verschiedene Zahl und gleichzeitiges Dividieren einer anderen Zeile (Spalte)
durch dieselbe Zahl.

Hilfssatz 1. Jede Matrix _
A=||a|
kann man mit Hilfe der elementaren Umformungen entweder auf die normale
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diagonale

2.1 E(6,,0,, ..., 0.4,0)
oder auf die n-te spezielle

(2.2) E.(1 4)

Matrix iiberfithren. Genauer gesagt:

Ist 4=Det A=0, so kann man die Matrix A auf eine Matrix von der
Form (2.1), ist dagegen 4= Det A0, so kann man sie auf die Form (2. 2)
iiberfiihren.

Bewels. Es sei eine beliebige Matrix A= ||ai|| gegeben. Wir setzen
voraus, daB

(2.3) 4=Det A0

ist. Ich werde zeigen, da man diese Matrix mit Hilfe der elementaren Um-
formungen auf die n-te spezielle diagonale Matrix E.(+ 4) iiberfilhren kann.
Infolge der Voraussetzung (2.3) konnen nicht alle Elemente der ersten Reihe
von A gleich Null sein. Durch geeignete Transposition der Spalten der
Matrix A konnen wir erreichen, daB

a;+0

ist. Multiplizieren wir jetzt die erste Spalte mit
——= fir k=2,3,...,n
und addieren wir sie zu der k-ten Spalte, so erhalten wir die Matrix, in

welcher alle Elemente der ersten Zeile auBer der ersten gleich Null sind,
d. h. die Matrix

T G A SRR (|

a BBy B
(2.4) '

a &8 %8

Nach der Voraussetzung sind nicht alle Elemente & fir k=2,3, ..., n
in dieser Matrix gleich Null. Mit Hilfe der Transposition der Spalten (ohne
die erste Spalte zu rithren) kdnnen wir eine solche Matrix erhalten, in welcher

b0
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ist. Multiplizieren wir dann die zweite Spalte der Matrix (2. 4) mit

bi
-— fiir k=3,4,...,n
b:
und addieren wir sie zu der k-ten Spalte, so kann man diese Matrix in
der Form

lai 0 0 0
2 2
a bg 0 0
aa b o P
(2.5) .
a b cge- - - Cy

darstellen. Auf diese Weise kdnnen wir weiter die Matrix (2. 5) behandeln.
Nach (n—1) Schritten erhalten wir endlich die Matrix, die alle Elemente {iber
die Hauptdiagonale gleich Null hat:

a, 0 0 0
a b 0 0
a K & «++ 0
(2. 6) e p
a? b; C; P " d:

Auf der Hauptdiagonale besitzt sie dagegen, infolge (2.3), nur von Null
verschiedene Elemente. Multiplizieren wir nun die Zeilen der Matrix (2. 6)
mit den geeigneten Zahien und addieren wir sie zu den anderen Zeilen, so
kdnnen wir (2.6) in eine Diagonalmatrix {iberflihren. Hier genfigt es, die
multiplizierten Zeilen nur zu jenen mit groBeren Indizes zu addieren, damit
die Elemente iiber die Hauptdiagonale sich nicht dndern. Die Matrix bekommt
also die Form

aqa 0 0 ~-+ 0
0 b 0 --- 0
0.0 &g +++ D
2.7 b v b =E(ai, b3, cs, ..., dn).
0l RS | O -

Jetzt dividieren wir die erste Zeile der Matrix (2.7) durch a} und multipli-
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zieren gleichzeitig die letzte Zeile mit aj. Behandeln wir ahnlich die tibrigen
Zeilen dieser Matrix, dann erhilt sie die gesuchte Gestalt E.(+ 4).
Jetzt betrachte ich den Fall

(2.8) 4=Det A=0.

Um in diesem Falle die Matrix |lai|| in der Gestalt (2.6) darzustellen, be-
handeln wir sie dhnlich wie vorher. Jetzt lassen wir aber jene Zeilen ungedndert,
die auf der Hauptdiagonale und {iber diese lauter Nullen besitzen. Weiter
wollen wir die Matrix (2.6) in der Form (2. 7) darstellen. Zu diesem Zwecke
kénnen wir so fortfahren:

Sind alle Elemente der ersten Spalte von (2.6) gleich Null, so dndern
wir diese Spalte nicht. Ist aber

ar+0
das erste von Null verschiedene Element der ersten Spalte, so multiplizieren
wir die i-te Zeile mit
e 8 e b b L E R B

at

und addieren sie zu der i-ten Zeile. Nach dieser Operation erhalten wir
folgende Matrix

8 D Oeees P
O NG uvs il
0

(29 at b8 cf 0|
0
0 B & - dy

die in der ersten Spalte nur das einzige Element a von Null verschieden hat.
Mulfiplizieren wir jetzt die erste Spalte dieser Matrix mit den geeigneten Zahlen
und addieren wir sie zu den Spalten mit den Indizes, die nicht groBer als i sind,
so werden auBer ay alle Elemente in der i-ten Zeile der Matrix (2. 9) gleich
Null. Ahnlich konnen wir andere Spalten behandeln. Nach diesen Umfor-
mungen entsteht eine Matrix, die in jeder Zeile und jeder Spalte hochstens
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ein von Null verschiedenes Element besitzt. In einer solchen Matrix kann man
die Zeilen und Spalten so transponieren, daB von Null verschiedene Elemente
nur in der Hauptdiagonalen auftreten. Auf diese Weise stellen wir die
Matrix A in der Diagonalform (2.7) dar.

Da die Determinante der Matrix A in dem betrachteten Falle (2.8) ver-
schwindet, muB eine der Zeilen wenigstens aus lauter Nullen bestehen. Durch
Transposition der Zeilen und Spalten kann man aus dieser eine solche diago-
nale Matrix erhalten, in welcher eben alle Elemente der letzten Zeile gleich
Null sind. Um jetzt die so erhaltene Matrix in der Form (2.1) darzustellen,
geniigt es die Zeilen, in welchen ein von Null verschiedenes Element steht,
durch dieses zu dividieren und gleichzeitig die letzte Reihe mit demselben zu
multiplizieren. Also ist unser Hilfssatz auch im Falle (2. 8) richtig.

§ 3. Das Ersetzen der elementaren Umformungen durch gewisse
typische Matrizen.

Jetzt werde ich zeigen, daB man jede elementare Umformung der Matrix
durch das Multiplizieren dieser mit den unten definierten typischen Matrizen
ersetzen kann.

Definition 5. Mit E; bezeichne ich die Matrix, die durch Vertauschung
der i-ten und der k-ten Zeile in der Einheitsmatrix entsteht.

Definition 6. Wenn man das in der i-ten Zeile und k-ten Spalte stehendes
Element der Einheitsmatrix durch u ersetzt, so entsteht eine neue Matrix,
welche ich mit Ei(u) bezeichne.

GemaB der Definition 2 ist: Ej(u) = Ei(u).

Mit Hilfe der in den Definitionen 2,5 und 6 eingefithrten Bezeichnungen
kann man foigende Hilfssdtze formulieren, die ich ohne Beweise antiihre (vgl.
z.B. A. C. AITKeN [5], S. 44—45).

Hilfssatz 2. Die Vertauschung der i-ten mit der k-ten Zeile (Spalte)
einer Matrix kann man durch das linksseitige (rechitsseitige) Multiplizieren
dieser mit der Matrix Ey ersetzen.

Hilfssatz 3. Das Multiplizieren der i-ten Zeile (Spalte) einer Matrix
mit u kann man durch das linksseitige (rechtsseitige) Multiplizieren dieser mit
der Matrix E;(u) ersetzen.

BEMERKUNG 4. Um die i-te Zeile (Spalte) einer Matrix mit u==0

und gleichzeitig ihre k-te Zeile (Spalte) mit % zu multiplizieren, miien wir,
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gemiB dem Hilfssatz 3, diese zuerst linksseitig (rechtsseitig) mit E;(z) und
dann linksseitig (recntsseitig) mit Ek(%] multiplizieren. Da das Assoziati-
vitatsgesetz fiir die Multiplikation der Matrizen gilt, kann man diese Opera-
tion durch linksseitiges Multiplizieren mit der Matrix Ek(%)-E,-(u) (rechts-

seitiges Multiplizieren mit der Matrix E.-(u)-Ek[%)) ersefzen.

Hilfssatz 4. Das Addieren der mit u multiplizierten k-ten Zeile (Spalte)
zu der i-ten Zeile (Spalte) einer Matrix kann man durch das linksseitige
(rechtsseitige) Multiplizieren dieser mit der Matrix Ei(u) ersetzen.

§ 4. Die Werte von f, welche den typischen Matrizen
zugeordnet sind.

Jetzt bestimme ich die Werte der Funktion f, welche den typischen
Matrizen Ei, Ei(u), Ex [-;—)-E.-(u) entsprechen miissen, wenn diese der Glei-
chung (1.5) geniigt. Zuerst bestimme ich f(E) und dann f(Ex). Zu diesem
Zwecke setze ich in der Gleichung (1.5)

A=E und B=E
ein. Dann erhdlt man die Relation
F(EY' = J(E),

aus welcher entweder f(E)= 0 oder f(E)=1 folgt. Da aie erste Moglichkeit,
infolge der Beziehung
f(A)-f(E)=f(A),

zu der von uns durch (1. 4) ausgeschlossenen Losung
f(A)=0
filhren wiirde, kann nur die zweite Moglichkeit gelten. Es ist also
4.1) f(E)=1.
Aus (4.1) und aus der leicht nachzupriifenden Matrizengleichung

Ey-Ex=E
folgt die Beziehung

(4.2) f(Eay=1.
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Ich werde zeigen, daB die Funktion f eine und nur eine der beiden
Bedingungen

(4.3) f(Ex)=1 fur alle ik=1,2,....n
(4.4) f(Ea)=—1 firalle i k==1,2,...,n ik

erfilllen muB. Um dies zu beweisen, bemerken wir zuerst, daf wir eine jede
Transposition der beliebigen Zeilen (Spalten) einer Matrix stets durch eine
ungerade Zahl von Transpositionen der benachbarten Zeilen (Spalten) erhalten
konnen (vgl. z.B. W. SiErPINSKI [4] S. 4, Satz 1.). Daraus folgt, dab wir
eine jede Matrix E (i< k) durch das linksseitige (rechtsseitige) Multiplizieren
der Einheitsmatrix £ mit einer ungeraden Zahl der in der Folge

{4' 5) Elﬁl E‘Zﬂ: reey El-l,u
auftretenden Matrizen erhalten konnen. Z. B.
Em=EgsEmEgsE=EmEgs'Eer u. s. w.

Um die Relationen (4. 3) bzw. (4.4) zu beweisen, geniigt es also, diese
nur fiir die Matrizen (4.5) zu zeigen, d.h. es ist zu zeigen, daB entweder

(4. 6) KEiv)==1 f0r e Tw1,3, . .s Dol
oder
4.7 f(Eiin)=—1 fiir alle i=1,2,...,n—1

ist. Fiir den indirekten Beweis nehme ich an, dal weder (4.6) noch (4.7)
richtig ist. Es muB dann weningstens ein solcher Index [ existieren, daB
beide Relationen

f (E:, l+l) = B
f(Em, !+2) =—g WO &=l,

gleichzeitig bestenen. Mit Hilfe dieser Beziehungen konnen wir die der
Matrix E; 1,2 entsprechenden Werte von f auf zwei verschiedene Weisen be-
rechnen Einerseits haben wir ndmlich

J(Eivz)=f(Ey,131) [(Et31,142)  J(Et1s1) f(E) = — ¢
und anderseits erhalten wir
J(Er, 142) = f(Eusr, 142) f(Ei, 101) f(Ersr, 100) f(E) = #

Da die Funktion f eindeutig definiert ist, konnen die obigen Relationen
gleichzeitig nicht vorkommen. Unsere Voraussetzung, daf weder (4. 6) noch
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(4. 7) giiltig ist, erweist sich also als unrichtig. Daraus folgt, daB entweder
(4.3) oder (4.4) gelten mub.

Fiir die Berechnung der Funktionenwerte f(Ei(u)) bezeichne ich sie
kurz mit

(4.8) gi()Ef(E(u)) fir i=1,2,..., n

und ich zeige, daB die Funktion ¢ von dem Index i nicht abhédngt. Dies folgt
ohne weiteres aus der Matrizengleichung

Ev(u)=Ea-Ei(u)-Ex fir ik

und aus der Beziehung (4.2). Wir konnen also auf der rechten Seite der
Gleichung (4.8) den Index i weglassen und diese in der Form

4.9) g(u)E&f(Ei(u)) fir i=1,2,...,n

schreiben. Aus der Matrizengleichung Ei(u)- Ei(v) = E:(u-v) folgt dann, daB
die Funktion ¢ der Gleichung

(4.10) P (@) -9 (v)=gp(u-v)
geniigt. Da die Matrix Ei(1) = E ist, muB die Funktion ¢ die Bedingung
(4.11) e(1)=1

erfiillen. Wird in die Gleichung (4.10) u=v=0 eingesetzt, so ergibt sich
daraus die Relation

¢(0)'=¢(0)
aus welcher folgt, daB

(4. 12) entweder ¢(0)=0 oder ¢(0)=1

gilt. In dem §6 wird gezeigt, daB (infolge der Bemerkung 1) nur die zweite
Maoglichkeit vorkommen kann.

Endlich will ich die Funktionenwerte f(Ey(u)) bestimmen. Zu diesem
Zwecke setze ich

(4.13) vi() & f(Ei(u)) fiir ik

und zeige, daB die Funktion v auch in diesem Falle von den Indizes i, k
nicht abhdngt. Wir ziehen die Matrizengleichungen

(4.14) Ex(u) = EaEx(u) - Eq
(4.15) Ex(t) = EpxEn(t) - Em
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in Betracht,? die fiir i~ k, [+ k und /5= m giiltig sind. Aus den Beziehungen
(4.14), (4. 2) und der Gleichung (1.5) folgt die Relation

(4.16) Ya(u) = f(Ex(w)) = f(Ea) f(Ex(@)) = i ().
Ahnlich ergibt sich aus den Beziehungen (4.15), (4.2) und aus der Glei-
chung (1.5)

(4.17) Vi(t) = Y (u).
Die Gleichungen (4.16) und (4.17) geben uns die Relationen
(4.18) V() = Ym ()

die fiir i~ k, Is~k und /s&m giiltig sind. Die Ungleichungen i<k und
[#m kann man nicht weglassen, da die Funktionen v, nur dann definiert
sind (vergl. (4.13)), wenn der obere Index von dem unteren verschieden ist.
Um die Relationen (4.18) auch im Falle k=1[ zu beweisen, bendtigen wir
die Matrizengleichungen

(4.19) Ei(u) = ExE{ (u)+ Ea
(4. 20) Ef ()= EinEn(4)Eim
aus welchen dhnlich wie vorher

4.21) () = vh (1)
folgt.

Die Gleichungen (4.18) und (4.21) zeigen, daB die Funktion y; von
den Indizes i, k unabhingig ist. Darum kann man in den weiteren Uber-
legungen diese Indizes weglassen und kurz

(4.22) w()yi(u) fir L k=1,2,...,n i+k
schreiben. Infolge der Matrizengleichung

Ex(u)- Ex(v) = Ex(u+v)
erfiillt die Funktion v die Gleichung

(4.23) Y(u) p(v) = p(u+o).
Weiter werde ich zeigen, daB die Funktion v identisch gleich 1 ist:
(4. 24) Y(u)=1.
Da die Matrix E5(0)= E ist, muB die Relation

(4. 25) w(0)=1

1) In diesen Formeln soll mann iiber gleiche Indizes nicht summieren.
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gelten. Setzen wir in der Gleichung (4.23) v=—u ein, dann erhdlt man,
wegen (4. 25), die Identitat

Y yp(—u)=1,
die besagt, daf die Funktion in keinem Punkte verschwindet, d. h.
(4. 26) Yw(u)s=0 fir jedes u
ist. Aus der Matrizengleichung

E%..(1)=E. [_%-J E\(2u) Ex(2)

ergibt sich noch folgende Beziehung
1
@2 v =9(5) ve0-9@.

Wegen (4.10) und (4.11) haben wir (p(%]-99(2)= 1. Infolgedessen erhdlt
man aus (4. 27)

(4. 28) Y(u)=y(2u).
Anderseits ist aber
(4. 29) Y(u)y = y(2u),

wenn wir in der Gleichung (4.23) u=v einsetzen. Durch Vergleichen der
linken Seiten von (4.28) und (4. 29) erhalten wir die Identitét

() = ()
aus welcher, wegen (4. 26), die Gleichheit (4.24) folgt.

§ 5. Das Verhalten der Funktion f bei den elementaren
Umformungen der Matrix.

Die vorigen Uberlegungen lassen uns jetzt die nichststehenden Folgen
gewinnen:

Folge 1. Geniigt die Funktion f der Funktionalgleichung (1.5), so
dndert sich bei jeder elementaren Umformung hdchstens das Vorzeichen dieser
Funktion. — Genauer gesagt,

a) bei der Transposition der Zeilen (Spalten) bleibt der Wert von f un-

gedindert (falls diese die Eigenschaft (4. 3) hat) oder es dndert sich das Vor-
zeichen von f (falls sie die Eigenschaft (4.4) hat);
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b) multipliziert man eine beliebige Zeile (Spalte) mit einer Zahl und
addiert man sie zu einer anderen Zeile (Spalte), so dndert sich der Wert
von f nicht,

¢) multipliziert mdn eine Zeile (Spalte) mit einer von Null verschiedenen
Zahl und dividiert man gleichzeitig eine andere Zeile (Spalte) mit derselben
Zahl, so dndert sich der Wert von f nicht.?)

Folge 2. Geniigt die Funktion f der Gleichung (1.5) und hat sie die
Eigenschaft (4.3), so ist aie durch (4.9) definierte Funktion ¢ eine gerade
Funktion, hat dagegen f die Eigenschaft (4. 4), so ist ¢ eine ungerade Funktion.

BEwEIs. Ich werde zeigen, daB die Funktion ¢ fiir jedes u entweder die
Beziehung

(5.1) ¢(—u)=o(u)
oder
(5.2) p(—u)=—o()

erfiillt, wenn die Funktion die Eigenschaft (4. 3) bzw. die Eigenschaft (4. 4) hat.
Es sei eine beliebige von Null verschiedene Zahl u gegeben. Dann kann
man vier Zahlen e, 8, y, ¢ finden, die den Relationen

af
U= ’d #+0
e#+0 und B8+£0

geniigen. Hat die Funktion f die Eigenschaft (4. 3), so geniigt sie der Glei-
chung?)

1 1
5.3 LA o = BT 0
(5.3) f s f .
70 gy
Hat dagegen die Funktion f die Eigenschaft (4.4), so muB sie die Identitat
1 1
5.4 T ) T A9
(5.4) J o 4 ¥
o dy

erfiillen.

2) Der Beweis folgt ohne weiteres aus den Uberlegungen der § 3 und 4.
3) In diesen Formeln sind die nichtausgeschriebenen Elemente der Matrizen gleich Null.
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Auf Grund des Hilfssatzes 1 erhalten wir noch

1 1
(5. 5) f i =f R =g (u)
walB 1
y O u
und
1 . s
(5-6) f lﬂa =f 1 ; = g(—u).
dy —u

Aus (5. 3), (5.5) und (5.6) folgt (5.1). Die Beziehungen (5.4), (5.5) und
(5.6) geben uns (5.2). Auf diese Weise ist die Folge 2 bewiesen worden.

§ 6. Der Beweis des Satzes.

Zuerst beweise ich den Satz im Falle
(6.1) | 4=Det(xi) #0

GemiB dem Hilfssatze 1 kann man die Matrix X = ||xi| durch elementare
Umformungen in die Gestalt E.(4) bzw. E.(—4) iiberfilhren. Es sind nur
zwei Fille moglich. Die Funktion f hat die Eigenschaft (4. 3) oder sie hat
die Eigenschaft (4.4). Im ersten Falle &ndert sich f bei den elementaren
Umformungen nicht (Folge 1). Es muB also entweder

(6.2 J(X)=[(Ex(4)) = (4)
oder
(6.3) [(X)=f(Es(—4)) = 9p(—4)

sein. In dem betrachteten Falle ist aber die Funktion ¢ gerade (Folge 2).
Darum kann man (6.2) und (6. 3) in einer einzigen Gestalt

(6.4) f(X)=9¢(4)
ausdriicken.

Falls die Funktion f (4. 4) erfiillt, so &ndert sie thren Wert nur bei der
Transposition der Zeilen (Spalten) (Folge 1). Infolgedessen kdnnen nur zwei

Mboglichkeiten,
f(X)=f(E.(4))=9(4)
f(X)=—HEL—4))=—g(—4),

oder
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vorkommen. Jetzt ist ¢ eine ungerade Funktion (Folge 2) und beide Moglich-
keiten geben uns wieder (6.4). Der Satz ist also fiir die Mairizen, welche
(6. 1) erfiillen, bewiesen. :

Es soll noch gezeigt werden, daB dieser Satz auch dann richtig ist, wenn

(6.5) 4= Del(x;)=0

ist. Zu diesem Zwecke beweise ich, daB im Falle (6.5) die Relationen
(6.6) f(4)=0

6.7 9(0)=0

giiltig sind. %)
Zuerst beweise ich noch den folgenden

Hilfssatz 5. /st die durch (4.9) definierte Funktion identisch gleich 1,

(6.8) pu)=1,
so mup die Funktion f auch identisch gleich 1 sein:
(6.9) fX)=1.

BEWEIS. Ist 4=Det(X)s0, so folgt (6.9) aus der bewiesenen Be-
ziehung (6. 4) und aus der Voraussetzung (6.8). Es geniigt also diesen Hilfs-
satz nur filr Matrizen mit verschwindender Determinante

(6.10) 4=DetX=0

zu beweisen. Es sei eine solche Matrix X gegeben. Infolge des Hilfssatzes 1
kann man diese Matrix durch die elementaren Umformungen in eine diago-
nale normale Matrix

6.11) E(3.,3s, ..., 3.1, 0)

iberfithren. Bei den elementaren Umformungen &dndert sich aber der Wert der
Funktion f nicht, weil wir aus dem ersten Teil dieses Beweises die Beziehung

(6.12) f(Ea)=1

erhalten haben (Det E;=0), die besagt, daB f die Eigenschaft (4. 3) hat.
Also genligt es, die Identitit (6.9) nur fiir die Matrizen von der Form (6. 11)
zu zeigen, d. h. es soll die Relation

(6.13) J(E@y, ..., 0n1,0))=1
bewiesen werden. Diesen Beweis fiihre ich mit Hilfe der vollstindigen Induk-

4) Dieses Resultat hat Prof. S. Gotas schon vorher erhalten.
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tion hinsichtlich der Zahl der Nullen, die in der Folge
(6.14) Os, 05, o058

auftreten. Gibt es in (6. 14) keine Nullen, so folgt (6. 13) aus (6. 8). Ich nehme
also an, daB (6.13) auch dann richtig ist, wenn genau p Nullen 0=p<n—1
in der Folge (6.14) vorkommen, und ich zeige, daB (6.13) richtig bleibt,
wenn (p+ 1) Nullen in (6. 14) auftreten. Infolge von (6.12) kann man vor-
aussetzen, daB die p ersten Elementen von (6.14) gleich Null sind, d. h.

(6. 15) EQ,...0 ), ..., 1,0)) =1
1 P pHl n-1
ist. Aus der Matrizengleichung
Boia() B0, ooy U 1, covp T0) s »oos B0 1,050 50D
1 r p+l n-1 1

»
P P+l pi2 n-1

folgt die Beziehung
POAED; ;0 1, o LO)=HBWQ . 50,05 .31, 00)
1 p p+l n-1 1 P p+l p42 n-1
Auf Grund der Voraussetzungen (6.8) und (6. 15) erhdlt man daraus
(6. 16) NEG,...,0,0,1,...,1,0)=1.
1 P pHl p42 n-1

Also gilt (6.13) auch dann, wenn die Folge (6.14) (p+ 1) Nullen besitzt.
Durch vollstindige Induktion ergibt sich, daB (6.13) fiir eine beliebige Zahl
von Nullen in (6. 14) richtig ist. Der Hilfssatz 5 ist auf diese Weise bewiesen.

Im folgenden will ich (6.6) und (6.7) zeigen. Zundchst beweise ich
(6. 7) auf indirekte Weise. Fiir den indirekten Beweis nehme ich an, daB
(6. 7) nicht richtig ist, d. h.

6.17) P(0)#0
ist. Auf Grund von (4. 12) muB dann
(6.18) 9(0)=1

sein. Setzt man v=0 in die Gleichung (4.10) ein, so erhidlt man die Relation

¢(@)-9(0) = ¢(0),
aus welcher, wegen (6, 18),

(6.19) p(u)=1
folgt. Aus (6.19) und aus dem Hilfssatz 5 ergibt sich dann die Beziehung
(X)=1

die der Voraussetzung (1.3) widerspricht. Also kann (6. 17) nicht richtig sein
und es muB (6.7) bestehen.
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Um die Beziehung (6.6) zu beweisen, nehmen wir eine Matrix X mit
verschwindender Determinante in Betracht, und bezeichnen mit « den der
Matrix X entsprechenden Wert von f:

(6. 20) f(X)=e.
Mit Hilfe der elementaren Umformungen kann man diese Matrix in der Form
(2.1) darstellen (Hilfssatz 1). Nach der Folge 1 dndert sich bei den elemen-
taren Umformungen hochstens das Vorzeichen von f. Es ist also

(6. 21) AE@y, ..., 04-1,0)) =+ e.
Aus der Matrizengleichung
E,.(U)'E(dl, ooy du-l: O)EE((’], sy d“-h 0)

bekommen wir die Relation
p(u)-c=e,
welche in der Form

(6. 22) (@) —1)-¢=0

geschrieben werden kann. Wire ¢(u)=1, so miifite auch die Funktion f
identisch gleich 1 sein (Hilfssatz 5). Aber dies ist unmoglich, weil die Losung
f(X)=1 aus unseren Uberlegungen ausgeschlossen wurde (Bemerkung 1). Also
kann ¢(u) nicht identisch gleich 1 sein. Nach der Gleichung (6. 22) muB dann

a=0

sein. Die Beziehung (6.6) wurde also bewiesen. Die Relationen (6.6) und
(6.7) zeigen, daB unser Satz auch im Falle (6.5) richtig ist. Also ist der
Beweis des Satzes vollendet.
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