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Uber die Cremona-Transformation von zwei Ebenen.

Herrn Prof. Dr. Otto Varga zum 50. Geburtstag gewidmet.
Von WOLFGANG ENGEL (Halle Saale).

Im Band 4 der Mathematischen Annalen hat CLEBSCH [1] eine Reihe von
Sitzen iiber die Cremona-Transformation von zwei Ebenen hergeleitet, die
aber alle zur Voraussetzung haben, dali sich die Fundamentalpunkte der
Transformation in allgemeiner Lage befinden, d.h. getrennt liegen sollen.
H. W. E. JuNG hat dann einige dieser Sitze fiir die Cremona-Transformation
mit beliebigen Fundamentalpunkten aufgestellt und bewiesen [3]. In den vor-
liegenden Arbeit will ich den letzten Satz ([1], S. 496) von CLEBSCH fiir die
Cremona-Transformation mit beliebigen Fundamentalpunkten zwischen zwei
funktionentheoretischen Ebenen formulieren und beweisen. Es handelt sich
um den Satz, daB die Anzahlen der Fundamentalpunkte mit gleicher Mul-
tiplizitit in den beiden Ebenen bis auf Anordnung gleich sind (§ 3). Die
angewandten Methoden findet man in dem Buch [4] von JUNG dargestellt.

Die durch die vorgelegte Cremona-Transformation zunichst bestimmten
Stellendefinitionen dndere ich so ab, dali keine Unbestimmtheitsstellen mehr
auftreten. Die vorgegebene Cremona-Transformation ist dann ohne Ausnahme
ein-eindeutig. Man mull bei diesem Vorgehen allerdings auch Primdivisoren
2. Art (Punkte) mit beriicksichtigen, die bei der vorliegenden Cremona-Trans-
formation nicht ausgezeichnet sind. Der Cremona-Transformation wird dann
eine orthogonale Matrix zugeordnet, die das Analogon zur Kantorschen cha-
rakteristischen Matrix ist [6]. Fiir die Cremona-Transformationen einer Ebene
in sich hat schon Herr MEINHARDT [5] eine dhnliche Matrix benutzt. Aus den
Orthogonalitatseigenschaften gewinnt man sehr einfach die fiir ein Cremona-
Transformation geltenden Relationen, und es lassen sich zwei Ergebnisse von
JUNG verbessern.
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§ 1. Bezeichnungen.

K sei der Korper der rationalen Funktionen von zwei Veranderlichen
iiber dem komplexen Zahlkorper K. Die Stellen dieses Korpers lassen sich
auf verschiedene Weise definieren, jenachdem welche Verdnderlichen als Er-
zeugende des Korpers ausgewihlt werden. Sind x und y Erzeugende, so be-
zeichnen wir Ki(x, y) mit K. Fiir zwei andere Erzeugende x" und )’ miissen
dann die Gleichungen

(1.1) X =Gu(x,)G.'(x,y), ¥ =H(x, ) H\'(x, ),
(1. 2) X= G;.(x', J”)GI l(x’, y’), y H‘l(x’s y’)Hll 1(x’) Jf')

mit teilerfremden Polynomen Gu(x,y), Gi(x,») u.s. w. bestehen. Wir bezeich-
nen K,(x',y) mit K'. K und K’ sind also Bezeichnungen fiir den Korper K,
die die verschiedenen Stellendefinitionen ausdriicken sollen.

Die Stellendefinitionen von K und K’ dndern wir nun so ab, daB die
rationalen Funktionen G,G,', H,H,' bzw. G,G,", HyH,™" nicht mehr un-
bestimmt werden. Diese gewiinschte Stellendefinition ldlt sich durch eine Folge
von (lokalen) E-Transformationen erreichen. Ist etwa x = x,, y =y, eine Un-
bestimmtheitsstelle von G,G," (ausgezeichnete Stelle der Transformation (1. 1)),
so setzen wir

Ei:x—xo=—uw, Yy—yo=uwry fiir |w|<r, |1 =1,
(1.3) 2 _ 1
Es:x—Xxo=uyry, y—Yo=—1u fiir |u|<r, r1|>7.

Die positive Zahl r werde dabei so grofi gewdhlt, dali bei E, hochstens die
Stelle u; = 1 =0 noch Unbestimmtheitsstelle fir GG, wird. Ist eine Stelle
uy ==0, ry =1,y nach der Transformation E, oder die Stelle u; = »; =0 nach
der Transformation E. noch Unbestimmtheitsstelle fiir GoG,', so wendet man
auf sie erneut die Transformationen E, und E. an usw. Wie JUNG [4] gezeigt
hat, kommt man nach endlich vielen Schritten zu einer Stellendefinition, bei
der die rationalen Funktionen in (1.1) nicht mehr unbestimmt werden. Bei
dieser Stellendefinition bezeichnen wir K mit K*. Eine entsprechende Be-
deutung hat K.

Deuten wir x,y und x’,)" als Kkartesische Punktkoordinaten in zwei
funktionentheoretischen Ebenen £ und E’, so liefern (1.1) und (1. 2) eine
Cremona-Transformation zwischen £ und E’. Die Abbildung wird durch je
zwei Kurvenbiischel in den Ebenen E bzw. E’ erzeugt. Die Kurvenbiischel

(1.4) Gn""‘;le:Ot Hi'_"'.“HI:O

in der Ebene E haben einen beweglichen Schnittpunkt. Das ist eine notwen-
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dige und hinreichende Bedingung fiir die Birationalitit der Abbildung. Die
Folge der Transformationen (1.3) erzeugt eine abstrakte Ebene E®, auf der
die Biischel (1. 4) keine Basispunkte, die Kurven also nur noch einen be-
weglichen Schnittpunkt haben. K bzw. K* ist der Korper der auf E bzw. E*
rationalen Funktionen.

Im Korper K konnen wir Primdivisoren definieren, die eindimensionalen
Exponentenbewertungen aquivalent sind. Die Art eines Primdivisors (einer
Bewertung) hidngt von der gewdhlten Stellendefinition ab. Ein Primdivisor,
der etwa in K von 1. Art ist, kann in K’ von 2. Art sein usw. Die
Primdivisoren 1. Art sollen durch grolie, die Primdivisoren 2. Art durch
kleine Frakturbuchstaben bezeichnet werden. Den Primdivisoren 1. Art ent-
sprechen in der Ebene E irreduzible algebraische Kurven, die wir mit den-
selben Buchstaben bezeichnen wie die Primdivisoren. Wird bei der zu
einem Primdivisor 2. Art gehtrenden homomorphen Abbildung der Korper
K so auf einen algebraischen Funktionenkorper einer Verdnderlichen abge-
bildet, daB x in x, und y in y, {ibergehen, so sagen wir, der Prim-
divisor gehore zur Stelle (x,, y,) von K. Geometrisch entspricht ihm also
ein Punkt. Beim Ubergang von K zu K*, der eine einseitige Stellentransfor-
mation ist, konnen endlich viele Primdivisoren 2. Art von K in solche 1.
Art von K* iibergehen. Es seien ay, a,...,q, die Primdivisoren 2. Art von
K, die in K* von 1. Art sind

(1.5) =, r=12...,0.

Ist o(*0) der Divisor 2. Art, der alle Primdivisoren 2. Art genau in der
Potenz enthdlt, mit der sie in dem Primdivisor 1. Art % enthalten sind, so gilt

(1.6) Rl ' =%,
wobei 1* der dem Primdivisor } in K* entsprechende Primdivisor ist.

In gleicher Weise behandelt man den Korper K’ — K, (x’, y"). Es sei hier
(] \ 7) “.:1 — ﬂ[;!‘! .u e ]t 2! "oy {”; \‘B,[g(‘ll')]_l — \'Bm-

Da beim Ubergang von K* zu K™ keine Primdivisoren ihre Art dndern
— da die Stellen in geeigneter Form im Hinblick auf die Transformations-
formeln (1.1) und (I.2) definiert sind — kommt man durch Zusammen-
setzen der o.a. Divisorengleichungen zu

oo %
REYCT

Li &= 3E0)’

(1.8) oder

IL: g,==qa;
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mit
L s()=1ITo. ", osQL)=TTa;"
[ ”

I. epu=a;y=1, a,,=0 fir ity a,=0 flir sy

bei entsprechender Bezeichnung. Der Fall II tritt immer dann ein, wenn die
Primdivisoren ;. und ;" identisch sind. Aligemein gilt

(1.9) Rls(R)] = Rls(B)] "
Andert ein Primdivisor 1. oder 2. Art beim Ubergang von K zu K’ seine
Art (Fall I in (1.8)), so heifit er ausgezeichneter Primdivisor (1. bzw. 2. Art)
in bezug auf die Transformation. Die von uns hier betrachteten Primdivisoren
2. Art brauchen nicht alle ausgezeichnet zu sein.

Die folgenden Bezeichnungen und Gleichungen werden wir i.a. nur fiir
den Korper K angeben, fiir K” sind sie analog zu bilden. Um anzudeuten,
dab aufer einer angefiihrten Gleichung noch die Entsprechende fiir K gilt,
die durch Vertauschung der gestrichenen mit den ungestrichenen Groben
entsteht, ist dem Formelzdhler ein Strich (") angefiigt.

Jeder Funktion r(x, y)#0 aus K ist ein Divisor 1. Art zugeordnet, der
angibt, wie diese Funktion null bzw. unendlich wird. Wir bezeichnen ihn
mit 2(r) und nennen ihn den Divisor von r. Fiir einige Funktionen aus K
geben wir im Folgenden die Zerlegungen dieser Divisoren in Potenzprodukte
von Primdivisoren an

(1. 10y D)=L ", D(y)=MW".
Ferner sei mit einer Unbestimmten 4 in K(4)

(1. 11y D(Go—iG)=066;", D(Hi—iH)=9HH'
und

(1. 12y G~ G ~LM, H~H ~L"M,

d.h. die Kurve & ist in x vom Grad k¥ und in y vom Grad /. Mit einer
oben eingefiihrten Bezeichnung sei noch

(1.13) 6(®)=[[a,", (D)= [[a)”
und fiir einen der in (1.8), | auftretenden Primdivisoren 1. Art
(1. 14y Ay ~ LM,

Gilt nach (1.8), Il a,,=a;, so setzen wir a,—b,—a,=b,=—0. Aus den
Gleichungen (1. 1) und (1.2) findet man noch

(1. 15) = [s(®)] T, W= Hi[s(D)] .

D 16



242 W. Engel

Fiir zwei Divisoren 1. Art R und Q ist eine Schnittzahl (%, Q) mit
folgenden Eigenschaften definiert

1. (.Br “:) = (Q, “B)’
(1. 16) 2. (B,QN)=(H Q)+ (%N,
3. (B{,Q)=CEK N, wenn P~ Q.

Sind  und Q zwei verschiedene Primdivisoren 1. Art, so stellt (§, Q) die
Anzahl der Schnittpunkte der zugehorigen Kurven dar. Die Schnittzahl eines
Divisors 1. Art mit einem Divisor 2. Art ist null. Die Schnittzahl von zwei
Primdivisoren 2. Art aus K kann man durch Ubergang zu K* definieren,
namlich

(0, ) = (3, Ay) = (ay, Q).

Dann ist auch fiir Divisoren 2. Art

(a, aua,) = (i, au) 4 (., a,).
Fiir das Folgende ist die Matrix
(1. 17) a=—(au, a,)

von Wichtigkeit. Von ihr hat Jung gezeigt, dali sie sich als Produkt Ah”
schreiben 14Bt, wo /& eine Matrix der Ordnung o ist, die in der Hauptdiago-
nale nur Einsen, unterhalb der Hauptdiagonale nur Nullen und oberhalb der-
selben nur die Zahlen O und —1 enthilt.

Im ,allgemeinen Fall”, bei dem die Fundamentalpunkte getrennt liegen,
sind die Matrizen a und o’ Einheitsmatrizen, da dann zu einer Unbestimm-
theitsstelle nur ein ausgezeichneter Primdivisor 2. Art mit der Eichfunktion
r—ru gehdrt. Damit sind auch die Matrizen 2 und A" Einheitsmatrizen. Im
Folgenden erhilt man also die klassischen Sdtze und Relationen, wenn man
fiir 2 und & Einheitsmatrizen einsetzt.

Ist 8 ein Divisor 1. Art, fiir den a(L)= [/, gilt, so bezeichnen wir
(1. 18) —O0Th= T = (1, M2, . . ., TTp).

Uber die Bedeutung der Zahlen -, ldlt sich Folgendes sagen. Die Primdivi-
soren ay, az, ..., q, mogen in dieser Reihenfolge beim Auflosen der Stelle
Si(x=2x),y=yp) von K durch E-Transformationen auftreten. Ihnen sind
Stellen hoherer Ordnung So, zugeordnet, und zwar ist Sy= S8, eine Stelle
0-ter Ordnung, S», (¥r==2,3,...) ist eine Stelle (v—1)-ter Ordnung, die auf
A3, liegt und zu der a, gehort. Man kann dann so verfahren, als hitte die
Kurve P die Stellen Sy, als Stellen der Ordnung :7, mit getrennten Tangen-



Uber die Cremona-Transformation. 243

ten. Es ist :ty =212 = -+« =:1,. Entsprechendes gilt fiir die anderen Unbe-
stimmtheitsstellen.

Der zu den Primdivisoren ay, a2, ...,q, gehorende kanonische Divisor
[4] sei

(1.19y a=J[a,".

Dabei ist —x, die um eins verminderte Summe der Gradzahlen der Eich-
funktion von a,. Ist () die kanonische Klasse von K, d.h. die Klasse der
den Doppeldifferentialen von K zugeordneten Divisoren, so ist die kanonische
Klasse von K*

(1. 20y (K%)= (Sta).
Dann ist nach [4]
(1.21) (R, R°)=(], K)—o

und wegen §— ¢ "0
(1.22) (W, %)= 8—o.

Da beim Ubergang von K* zu K™ kein Primdivisor seine Art dndert, ist
(K%)= (8"™), also

(1.23) o=
Fiir die Zahlen x, aus (1. 19)" gilt
(1. 24) (e, 23,0 s )= 2T = —¢T== = (1,1,..., 1).

§ 2. Relationen.

Der durch (1. 1) gegebenen Transformation ordnen wir die quadratische
Matrix

k I n e 1,
m o A

(2. 1y a b an < @y | =32
a b, an - @y

-~

zu. Die Matrix I’, die die entsprechenden gestrichenen GroBen enthalt, hat
wegen (1.23) dasselbe Format.

Ist ‘R ein beliebiger Divisor 1. oder 2. Art aus K und s() = I,
s0 setzen wir ¥

2.2y 2T (R)= (%, 1, 01, 02, .. ., O,).
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Dabei sind die Zahlen » und u durch ¥ ~ ¢ 0“ bestimmt, falls ¥ von 1.
Art ist, oder es ist x=u =0, wenn L von 2. Artist. Aus den Gleichungen
(1.9) ergibt sich unter Beriicksichtigung von (1. 8)

\ =T

N — ¥ 7( -
¥ =505 11| QL)

9"

oder mit (2. 2)
(2.3) 2(B)=T"x(P).

Da die Transformationen (1.1) und (1.2) zueinander invers sind, folgt aus

der letzten Gleichung
T =G,

wobei ¢ die Einheitsmatrix der Ordnung o2 ist, also
(2. 4) T =T
und

0 —1 0 0
—1 0O 0 0
(2.5) 0 0 =F
: : a
0 0
ein. Aus ‘
BB ) wy (a2 e
s s = (8 9+ (), s()
folgt dann mit (2. 2)" und (2. 5)
‘ B BN et
(2.6) s sy )= — 7 W52,

Da die Beziehung zwischen K* und K'* ohne Ausnahme ein-eindeutig ist,
ergibt sich aus

SL{ ~‘L1 ; P*PRFY — (P hl.m:’_:!sr _N‘LL
(g(\l&) ’ 5(1{)’ (l ’ ’L ) (‘L ’ 'L ) tﬁ(’l;’) ’ G(‘;'))’
2T F2(B) = 1" () F 2 (¥).
Setzt man hierin die Relationen (2. 3)" ein, so findet man

(2.7 TFIT=F.
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Wegen a- hh" konnen wir auch § zerlegen

(2.8) 5 = VBT
mit
1 vs @5
5 V2 > V2 0 0
1 5 @5
——2~| 2 o Y2 0 0
(2.9) LB = 0 0 s ¥
: g h
0 0
Die Matrix der Ordnung o2
, 1 [ Lo
(2. 10) -2-(k—l—m+n) 2—(k+{—m—n) 5]-"'2(1""—3“")!1
tavm / 1 [ e _
B'TV= —%(k—!—}-m—n) 2(k-|—1—|—m+n) —%l.'z(r’!“.{_si‘)k =9
; V21" (a—b) % V20 (a+b) B ah

mit (vgl. (1.8), (1. 13), (1. 14))

r?'=(r1,rg,...,r9), ST-—_‘-—(SI,S‘.!,---;SQ):

.11y » ‘
at=(a, 03, ...,4,), BT=(by, bs, ..., b;), a=(a,s)

ist wegen

(2. 12y R = WTPRTWY =8'F® )Y =¢

orthogonal. Sie ist die Verallgemeinerung der charakteristischen Matrix einer
Cremona-Transformation, die durch Verwendung imagindrer Elemente ortho-
gonal gemacht werden kann [6].

Aus der Orthogonalitit folgen sofort zahlreiche Relationen. Wegen
B =W ="=" ist
(2. 13) k=n', I=I, m=m, n=k.
Weiter ergibt sich
(2. 14) KW' (a—b)=h"(r—s), W '(a+b)=—K"("+5)
und

(2.15) Wlagm—i"S =g, K 'b——W'r=p
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oder
(2. 16) a=—a's’, b=—a'r.

Setzen wir weiterhin 2’ 'eh —f, so konnen wir die Matrix 28 auch in der
Form

—;—(k—f——m-f-n) é (k4+1—m—n) — ; /2(pT—q")
2.17) W= —'% (k—1+m—n) é—(k-;’-f-;um—i-n) é | 2(p* +q7)
I s f ¥ vz » ’
— 5 V2P —9) 7If2(p +q) f

schreiben. 2 enthdlt also in den ersten beiden Zeilen und Spalten auier den
Zahlen, die die Ordnung der Transformation bestimmen, bis auf Zahlfaktoren
Summen und Differenzen der Multiplizititen der festen Stellen nullter und
hoherer Ordnung der Divisoren 5, H, ®" und £'. Die Untermatrix f von
enthdlt keine Multiplizititen in so einfacher Weise.

Wegen . bt "
f'zh_](f,h’:f? 'h?(if(h’-l)r
ist ferner
(2.18) «'o =ae’,

und aus der Normierung der ersten beiden Zeilen von 0 folgen die Rela-
tionen
P'P—2p"q+q7q+2(k—m)(n—h) =2,

(2. 19y ;
—p'p —2pTq—q"q+2(k+m)(l +n)=2

oder

(2. 20) plg=kn+Ilm—1.

Aus (2. 19) ergibt sich noch
(2.21y p'p+q'q—2(kl+mn) =0

und aus der Orthogonalitit der ersten beiden Zeilen von 20

(2. 22) p'p—qTq—2(kl—mn)=0.
Damit ist
(2.23) p'p=2kl, q'q=2mn.

Dieselben Relationen folgen aus der Normierung und der Orthogonalitat der
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ersten beiden Spalten von . Wegen der Orthogonalitit der ersten und
zweiten Zeile (Spalte) mit den restlichen ist

%(k—!—m +n)(p'—q)+ 21, (k+1—m—n)(p'+q)+f(p—q)=0,

; (k—l4-m—n)(p'—q)+ 2 (k+14+m+n)(p'+q)+f(p+9)=0
oder
(k—m)p'+(I—n)q'+ f(p—¢) =0,
3 (k+mp +({+n)q +f(p+q) =0
un
kp' + 1 = —fp,
(2. 24y p+lg fr

mp'+nq’ —— fq.

Wegen (2. 15)" sind diese Beziehungen gleichbedeutend mit
nat+mb= —eada,

la+ kb= —ab'.

Aus W' — ¢ folgt noch die Relation

(2. 25)

l ’ » . » l 13 . ’ 'L ']
5 (P —=)P"—4)— 5 (P + )P +qT)+ff =e
(e ist die Einheitsmatrix der Ordnung o) oder

(2.26) FF=prq'+qp" +e.
An Stelle der Charakteristik y(1) fiihren wir jetzt ein

@2 W= W8 =5 26—, 5 V2042, —),
so dab aus (2.3)
(2. 28y ¢ (F) — Weq (L)
wird. Im Fall eines ganzen Divisors ! sind die letzten o—2 Elemente aus
¢" (L) die Multiplizititen der zu den Primdivisoren a, gehorenden Stellen in
bezug auf L.

Somit ist der vorgegebenen Cremona-Transformation in einem (o 2)-

dimensionalen euklidischen Raum eine dquiforme Transformation mit dem
Fixpunkt (0,0, ..., 0) zugeordnet. Da wegen (8*)— (&) und nach (1. 20)

(2. 29) (Sta) = (\X'a")
ist, bleibt auch die Gerade durch die Punkte (0,0,...,0) und
(0, —2i)2,1,...,1)=g¢T(Ra) = ¢T(K'a)
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fest. Invarianten der Transformation sind

(2. 30y 3 = (e 2P D
r—1
und
(2.31) 2(x+24)— D, 7.
r=1

Fiir zwei entsprechende Divisoren (ohne Singularititen) aus den kanoni-
schen Klassen ist

(2. 32) p(W'a’) = Weg(Ka).
Durch Vergleich der ersten beiden Zeilen findet man
2(k4+1—m—n)—(pT"—q")e =0,

(2. 33y e
2(k+1+m-+n)—(p"+qT)e —4
mit
eT=(1,1,...,1).
Hieraus ergibt sich
(2. 34y 2(k+4+1—1)=p'e, 2(m+n—1)—q"ec.
Durch Vergleich der weiteren Zeilen der Gleichungen (2. 32)" folgt
(2.35) 200 +q)+fe=y¢,
also
(2. 36) 20 +q)tfe=2(p+ @+

Das sind die Gleichungen (5) bei CLEBSCH. Aus den Relationen (2.20)" und
(2. 23)" ergibt sich noch, dall dall Geschlecht der Primdivisoren der Biischel
5, 9 bzw. ', " gleich null ist. Fiir das Geschlecht g((%) von & gilt ndmlich

(2.37) 20(6)—2 = (6, G R)—2d(),

wo d(®) der Divisor der mehrfachen Stellen von & ist. Da das Geschlecht
bei Stellentransformation invariant ist und die Primdivisoren &* (nach dem
Satz von BERTINI) keine mehrfachen Stellen haben, ist

".\n-:m: @k -_’:m;-:'
6(®) 7 s(®)at)’

2g(G)—2= (6", G*'K*) =
also
(2. 38) 20(G)=2(k—1)({—1)—p"p+pTe=0.

Der Determinante der Transformation entspricht |f|=|h"'¢h/ und
nicht, wie JuNG annahm, '«|. Die Werte dieser beiden Determinanten sind
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allerdings wegen /A —1 einander gleich. JUNG berechnete {ibrigens nur
«/|«'| und nicht |¢ . Man kann aber |f| = |e«| sehr leicht bestimmen.

Zunichst sei 4= kn—Im=0. Dann konnen wir p’ und ¢’ aus (2.24)
berechnen, ndmlich

(2.39y dp' = —f(np—1lq), 4q'=—f(kq—mp).

Setzen wir diese Matrizen in die Determinante |28 ein, so erhalten wir nach
elementaren Umformungen der Spalten

1 3 - fi * ol ia
5 h-l-m+u)+ 34 (p!—u;:rllimvu),l- (k+) 4] _I-’—(J.',-l'-m ")+ '_".I ”nT -;’][lm n)p-(k=1)gq) ««-

i
4
i [

. (k=14ue—u)- -_-,%’.“.IT:.:"f[lm-i—n”a-|I.'-\—J']r.;| 3 (k+I+m4n)+ 3 (;r’w’-THuu -1t} (I'.-l')-;] can

- XF

f |

i
und unter Beriicksichtigung der Relationen (2.20)" und (2.23)" nach dem
Laplaceschen Satz

W= L (kn—Im)|f| =+ 1
also

(2. 40) J|=l|e|= + (kn—Im).

Ist 4=kn—Im =20, so folgt aus (2.24), dali entweder p und ¢ linear
abhingig sind oder |f| =0 ist. Im ersten Fall wiren die ersten beiden Zeilen
von (2.17)" linear abhdngig, was der Orthogonalitit von 2 widerspricht.
Also ist |[f =0 und (2.40)" gilt auch jetzt.

§ 3. Der Satz.

Sind p, und ¢, die Multiplizititen der festen Stellen der Divisoren-

biischel (5> bzw. {%>, so nennen wir (‘3 "l die Multiplizitit der entspre-

chenden Stelle in bezug auf die vorgelegte Cremona-Transformation. Uber sie
wollen wir den folgenden Satz beweisen.

Sind von den Multiplizitditen (f; . ] je o, (u ='I, 2, ..., 1) einander gleich,

und sind von den Multiplizititen "3 f'} je o (u=1,2,...,u}) einander gleich,

so stimmen die Zahlen o. und o bis auf Anordnung iiberein.
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Dieser Satz ist dquivalent mit folgender Aussage: Sind in der Unter-
matrix

[,
— /' 2(p"—q")
_i" T T
5 1 2(p"+q"),

von W je o, (u=1,2,..., 1) Spalten gleich, so gilt Entsprechendes von
den Zeilen der Untermatrix

(:— —;— V2(p'—q), —,} V2(p+ q’):)-

Es sei etwa o] = 2. Die Matrix 2 ldfit sich dann so umordnen, daf
die dritte bis (oi--2)t¢ Zeile von 2 die of gleichen Zeilen

(_ :lz V2(pi—qi), —; V2(pi + q:’)‘)

enthalten. Aus (2. 26) folgt dann

2pigi+1  2pigi -+ 2piqi

2piqi 2piqi+1 .
: ; c o7 Zeilen

G0 fF=I=]| 2pgi r 2B

o Spalten

Die iibrigen Elemente dieser Matrix interessieren hier nicht. Die ganzzahligen
Elemente f., der Matrix f miissen also die Gleichungen

e
Do =2pigi+1, u=12,...,0,
=1

3.2
—2D finfir=4piqi, Afu; lu=12,...,0
¥ =]

erfiillen. Daraus ergibt sich
3.3) > (fr—ful =2

In zwei von den ai Zeilen in f kann es also hdchstens je ein Element geben,
das von den iibrigen verschieden ist, und zwar kann es sich von ihnen nur
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um - 1 unterscheiden. f hat daher bei geeigneter Spaltenordnung die Gestalt

fu Tl fi: fl:; flu; flr_]
fll Jot 1 fig oo flrr; ETE /™
(3.4) f= w2 B Jy
‘fm:—h] ............................... fw{”]?
B | kA v s s AR L

Aus den Gleichungen (2. 35)

2 +q)+fe=e
folgt dann, dali in (3.4) entweder nur +1 oder —1 steht. Durch Subtrak-

‘ten

tion der zweiten bis o, . Zeilen der Gleichungssysteme (2.24)

kp'+1¢=—fp, mp'+nq=—fq

von den ersten Zeilen finden wir, dall auch die ersten o{ Zeilen von p und
g einander gleich, etwa gleich p; bzw. ¢, sein miissen. Sind o, Multiplizititen

(g :, vorhanden, so gilt also
e 0y = 0.

Gehen wir von den o, gleichen Multiplizitﬁten(f;: ,aus, vertauschen also
gestrichene und ungestrichene Grofien, so erhalten wir éntsprechend

01 = 0y,

also
(3.5) o1 = 0.

Sind weitere Zahlen o, = 2, so verfahren wir wie oben. Es bleiben also
nur die einfachen Multiplizititen iibrig, womit alles bewiesen ist.

Da fiir f dasselbe gilt und f’ = f7 ist, enthilt die Matrix f bei geeig-
neter Anordnung liangs der Hauptdiagonalen quadratische Untermatrizen der
Ordnung o, von der Form

Pt l a2
(3.6) _:fll A . f;ll

_}n -f:n'_’ 1
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§ 4. Ein Beispiel.

Wir wollen hier noch einmal das Beispiel behandeln, das JUNG in sei-
ner Arbeit [3] angefiihrt hat.

.x:(yr_“xa-_j)xv -_a’ y :(yi_xrz)(yr_xa)xf_g’
X =(xA)x (D) Y =G+
Im Korper K’ werden x oder y fiir X’=—=)"=0 und x'=)"= o un-

bestimmt. Fiir diese Stellen ist die Stellendefinition durch E-Transformationen
abzudndern (die Stellen sind aufzuldsen). Bei x’ =)' =0 setzen wir

X=u;, yY=wuw fiir |4|<1, B2,

2. X=wmn, yYy=u fir |u|<1, |n|<1
und erhalten

L x=@—wa',  y=(—m)(n—Du’,
2. x=(l—w)ui'e®, y=(—upd)(1—r)ur'ei™.

x bzw. y werden im Fall 1. noch unbestimmt bei 1.) u, = +,—0, 2.) u,=0,
= 1. Auf diese Stellen wenden wir erneut E-Transformationen an.

1. my=u, vi=wmy ir K<, |v|=l,
12. uy=tvs, v',=—1y fir |w| <1, |v<]

und finden
L x=n—1, , y=(u—1)r—1),

12. x=(0—w)r3", y=0—w)(us—1)v3".
Fiir u,—0, v, =1 setzen wir
2. uy=u,, uv—l=uv, flir |u|<1, |m|=1
22, ih=laty, v\,—1=u, fiir |us| <1, |n<1
und bekommen
2. x=((—u,+wv)u;', Y= (1—u,+4 uvsy)es,
22. x=(14u,—uv)us'vi?, y=(14u—usr)r3'.
Die Unbestimmtheitsstellen sind damit verschwunden.

Bei der ersten Transformation ist ein Primdivisor 2. Art ai mit der
Eichfunktion r—u in einen Primdivisor 1. Art A{*, der durch u« =0 defi-
niert wird, iibergegangen. Im Korper K ist A;* ein Primdivisor 2. Art, der
zur Stelle x=-y -~ gehort. Er ist mit a; identisch (siehe Tabelle). Bei der

zweiten Transformation ist der Primdivisor 2. Art o) mit der Eichfunktion
r—au* in einen Primdivisor 1. Art iibergegangen, der in K durch x+4y=0
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definiert wird, also ebenso von 1. Art ist. Wir bezeichnen ihn mit A:. So
erhalten wir folgende Tabellen

Stelle von K Ortsfunktionen imdivisor | .. X :
e e R e e e
0 ‘ 0 X ; Yy ay | v—rtu | Q,

i el Y 1) X ‘ y s | v —1l2 Ay x+4+y=0
olol|l x| ¥y 0 | v—a—rm Az, o
~ | oo o | y ay | i A, x+1=0
oc oo =i y'_' a _ v—ri A, y=n=x¢
o ‘ e = L a | 0=t =11 ‘ A, x=0

Stelle von K |Ortsfunktionen $om A iand i = % (RS- ot

Site e Kioratbonn] Primtirece | iomanton | Erepcimr, | Zuries
0 0 | «x y a v—ra | A y—ax2=0
—1 1 [x4+1| y—1| as v—sa A, y =0
—1 1 X1 y—1 ay IR A X =00
~ ~ x4 =¥ ay v—1U 0,
< | o S M a, r—ri? . A y =n0c
oo | ~ X1 y ag 2 —1 Ar =0

Die Berechnung der Matrizen a,a’, h, A’ ergibt

G SR ¢ R < o B RO O S ¢ M
O 2—-1 0 0 O —1 1 0 0 o0 ©O
0—-1 1 0 0 O : o DS | N RN ¢ N ¢ I

LG Sl e W g el o el -
0 9 0@ 2=l 0O 0 0—1 2 —1
O 0 0—1—1 1 0O 0 0 0—1 1
P o SR ST | 1 R i 1 -1 -1 0 0 O
O 1—1 O 0 O D & ¥ -0 0. 9
& S | O T ¢ R | T ¢ . | SR | A S ¢ O ¢ OB ¢

et VRN U O RE) Sl EET O B e O
0O 0 0 0 1—1 0O 0 0 0 1—1
0 -0 9 4 ¢ 1 ¢ SR ¢ SN ¢ S | R
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und fiir r,s,a, b,r', s, a’, b, e finden wir

M=(—1,—-1,—1,—1,—2,—-3), s"=(—2,—1,—2,—2,—3,—6),
gfal W L )y Oy Ay P00 L G B 1 O
rr=(—1,—2,—1,—1,—2,—2), s7=(—2,—3,—3,—2,—3,—4),
¢ A R W RN W TR TR . (R (R PR ¢ T R FA )

i} SO L S ) R
-1 -1 —1 —1 —1 -2
0O 0 0—1—1 -2
0—-1-2 0 0 O}
0O 0 0—1-—2-3
=] g A A 000

=

So werden p,q,p’, ¢, W
pr==(1,1,0,1,1,0),
Pr=(1,1,0,1,1,0),
gT=(2,1,1,2,1,1),
g7T=(2,1,1,2,1,1),

1 L - 1
0 ity Y2 00 2 a2 0 =12}
31—~ BT | (ORI g
- sl / 2 I/« [ =53,
i 4 512 2 V2 5VZ if2 512
gy Blips
?tz 51«2 —] = 0 =1 —1 =
0 if2 —1 =1 0 =1 0 0
a0 —
¥ ) e P
3-t-z 2[2 0 0 0 =3 0 0
1 .= 3i
--2—1.2 2—L-2 =1 =l =1 = -1 0
0 if2 =4 0 0 -1 —1 0
1vys 0 ys
E|2 212 —1 0 0 0 0 0
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Vertauschen wir in 28 die Zeilen durch die Permutation (6457) und die
Spalten durch die Permutation (3845)(67), so erhalten wir

15 1y 1y Lys
0 — 212 ?12 0 0 -21.-2 2l2
i s 3w Blys
—i 4 = |2 F2 2 AdA¥2 -2—}2 2—|.2
b < NE S
212 52 0 =1 =1 =1 =1 =1
1 yre 34 T~ - X I~ __
i — 2|-2 2-12 1 0 1 1 1 1
if2 0 —1 0 -1 —1
if2 0 -1 —1 —1
Youm 0=
> 12 5 /2 0 0 0 D - 0
P "
als Beispiel zum Satz des § 3.
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