Eine Matrixmethode zur Losung linearer
Differenzengleichungen

Von A. PETHO (Budapest)

In einer fritheren Arbeit [1] haben wir i{iber eine Anwendung des
Matrizenkalkiils zur Losung der Anfangswertaufgaben (im allgemeinen parti-
eller) linearer Differenzengleichungen in dem Falle berichtet, wo die Koeffi-
zienten von einer Verdnderlichen unabhingig sind. Diese Methode lieB —
was ihre Ausfiihrung anbetrifft — die wesentlichen Ziige derjenigen der
erzeugenden Funktionen [2] erkennen; es bestand jedoch ein prinzipieller
Unterschied der letzteren gegeniiber: bei unserem Kalkiil traten keine Schwie-
rigkeiten der Konvergenz auf. Derselbe ist wohl — wie es in der vorliegenden
(und einer nachfolgenden) Arbeit dargetan wird — als eine Matrixdarstellung
der Operatorenrechnung von J. MikusINsky [3] anzusehen, wenn diese auf
die Losung von Differenzengleichungen angewendet wird. Diesmal wollen wir
die Matrixdarstellung zur Losung der gewbdhnlichen linearen Differenzen-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten darlegen, wobei es sich heraus-
stellen wird, dali unser Verfahren sowohl mit der klassischen Methode der
erzeugenden Funktionen, als auch mit der von MIKUSINSKI formal vollstindig
iibereinstimmt; die folgenden Darlegungen kodnnen mithin als eine elementare
Begriindung der Theorie der Operatorenmethode zur Losung gewdhnlicher
linearer Differenzengleichungen gelten.

§ 1. Uber den Ring der Zahlenfolgen in Matrixdarstellung
1. Wir betrachten die unendlichen Matrizen (mit komplexen Elementen)
(1.1) A = [0, i-ikil;  §j=0,1,...,
wo o, das Kroneckersche Symbol bedeutet, das heilit

\Ai; fir i—j=0

(1.2) Visjli-iki-i= o fur i—j<0,
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also sind die Matrizen (1.1) unendliche Matrizen folgender Form (im fol-
genden 4-Matrizen genannt):

0 0
;-I /-u 0
A = ‘Eﬂ ;-l ;»Ln

Grundlegend ist folgende Bemerkung: wird in (1. 1) Zo==/do— Ag= -
«-+=0, 41 =1 gewdhlt, d. h. die 4-Matrix

(1.3) Z=[0:;1]; ij=0,1,...

definiert, so konnen die ./-Matrizen als Potenzreihen mit numerischen Koeffi-
zienten von Z dargestellt werden (definitionsgemaf gilt Z"=FE — [d;_;4]):

@
-l

(1.4) A= 322",

k=0
Es gilt namlich fiir die Potenzen von Z (Beweis siehe weiter unten)
(1.5) Lr= [f),'__;_f.]; ka0 1,.,:3

die rechte Seite von (1.4) liefert mithin

@

m
2 A ZF = ZT A [da'—.f.k] ==
)

k=0 k=t

@
k=0 :

hierbei ist nach der Definition des Kroneckerschen Symbols
2. Ai-i, wenn i—j=0
\ ’.-J'.'(’t—,i.f: . I\ ’ o j— 4
) ‘ 10 wenn  i—j<0,

kel

wodurch — unter Beriicksichtigung von (1.1) und (1.2)—(1.4) Dbestitigt
worden ist.
Um nun (1.5) zu beweisen, sei der k-te Basisspaltenvektor

e — [0:.4]; P==0"1sq. k=0, 15 o4
definiert. Offenbar gilt

Zev=e,, Ze,=¢,
folglich

Zieye=gs, L% i=¢y,...
und allgemein

Z¥ey €, Z'.'L’l'— L A
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Dies bedeutet aber eben das Bestehen von (1.5). (Betrachtet man einen Haupt-
minor vom Grade n der Matrix (1.3), so ist dieser eine nilpotente Matrix,
namlich verschwindet ihre (n--1)-te Potenz [4].)

Es ist nun leicht zu sehen, dafi die ./-Matrizen einen (kommutativen)
hyperkomplexen Ring iiber dem Ring der komplexen Zahlen [5] definieren,
in dem die folgenden Rechengesetze gelten

(1.6) A MZ =D (A Z,
k=0 =0
(1.7) DMz D W 2= D M+ ) Z¥,
k=1l k=i) k=1
(1.8) D MZE D ZEF = D (Aihe + -+ + AA) 2",

k=1 k=0

b

(1.6)—(1.7) ist trivial und (1.8) wird wie folgt bewiesen: das Element in
der i-ten Zeile und j-ten Spalte des Produktes in der linken Seite ist
a) im Falle /= folgendes skalare Produkt:

0 -
: J Zeilen
0

(A0 Ricjs oo 40,0, ] & |=2i-;40 + +++ 4 A6hi;,
A;

b) im Falle i</ offenbar 0.

Wir bemerken nunmehr Folgendes: ordnet man der ./-Matrix (1.1) die
Zahlenfolge 4., 4,, 4, ... bzw. ihre erzeugende Funktion g(2)= 4,442+
~+ 4,2+ -+ zu, so entsprechen die Regeln (1.6)—(1.7)—(1.8) denjenigen,
welche sich auf die Addition und Multiplikation der erzeugenden Funktionen
beziehen. Solange es jedoch der Fall sein kann, daB g(z) allein bei 2=0
konvergiert und so nicht mehr fahig ist, die Zahlenfolge 4, 4,,... ,darzu-
stellen®, ist die Matrixreprasentation dieser Zahlenfolge per definitionem immer
moglich, was zur Folge hat, dali es auch jeweils die Rede von der Summe
und dem Produkt zweier Zahlenfolgen im Sinne der Matrixzuordnung sein
kann. Wir konnen somit den kommutativen Ring der Zahlenfolgen allgemein
definieren. Unser Verfahren, nach dem die Zahlenfolgen umkehrbar eindeutig
auf die 1-Matrizen abgebildet werden, kann im wesentlichen als eine Matrix-
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darstellung der Operatorenrechnung von MIKUSINSKI angesehen werden, wenn
man dieselbe auf Zahlenfolgen, als spezielle Funktionen anwendet [3], [6].

2. Was die Division im obigen Matrizenring anbetrifft, gilt es, dali die
A-Matrizen im Falle 4,0 (im weiteren sei dann jeweils Z,— 1) ein zu
diesem Matrizenring gehoriges inverses Element besitzen. Dies sieht man
sofort aus der Gleichung (1.8), nach der die Elemente der Inverse rekur-
rierend berechnet werden konnen. Fiir den Fall, wo ./ ein Polynom Grades
n von Z, also wie folgt darstellbar ist:

(1.9) A= 0ZF und =1,
k=0
wollen wir die Inverse auch explizit darstellen.
Es ist leicht einzusehen, dafi

-1_ (E_{_J;’ % Zk)_lz S’ (— ii:.. Z;")r

v=01\ k=1

s o

zutrifft, solange die unendliche Summe > existiert; davon aber kann man

r—
v=11

sich iiberzeugen, indem ,.1"' nach den Potenzen von Z geordnet und auf
diese Weise der Beiwert von Z* (mit 4" bezeichnet) bestimmt wird. Unter
Anwendung des polynomischen Lehrsatzes haben wir

M =D D T A p g,

wo ki, ks, ..., k. nichtnegative ganze Zahlen sind, und mit der Bezeichnung

k=k +2ki+ - +nk,—v+kit ... +(n—1)k,

schliefilich
: k—ki—:--—(n—1)k,)! o ik
(.10 &= 2 :J.( ' klz...,(e:'..! PR (— gt (— 20
=01, o

Dadurch ist die Darstellung von .1 ' als Element des Ringes der ./-Matrizen :
(1.11) A =D W ZE
k=1

bis auf die Auflosung der Diophantischen Gleichung ki 42k =4+ +nk. — k
explizit durchgefiihrt worden.
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. -1 . . . .
Wir konnen .1 auch in einer anderen Weise darstellen, wenn die

Nullstellen z,, ..., z, des Polynoms 2:).,,-2"“ mit den Ordnungszahlen ihres

k=1
Vorkommens «,...,«, (¢ -+ +e«,—n), und somit die Partialbruch-
zerlegung

£ 1 = {. Q ars
\'p“ 7k r=isml (E—22)

L= (e az,

(E—22 &=\ s—i
woraus
m e Tkts—1Y .
U 3 \ d,s I‘.
(]. 12) ’h_l': ‘—ﬂ f; ( S—"] , r
folgt.

§ 2. Losung von gewdhnlichen linearen Differenzengleichungen
mit konstanten Koeffizienten

Wir wollen nunmehr die im § 1 definierte Zuordnung von Zahlenfolgen
und ./-Matrizen auf die Losung gewdhnlicher linearer Differenzengleichungen
mit konstanten Koeffizienten anwenden. Dazu brauchen wir zwei triviale Be-
merkungen ins Auge zu fassen:

1. Die Zuordnung ist eine homogen-lineare, d. h. wenn /4. und 4/
(k=0,1,...) zwei Zahlenfolgen, sowie ¢; und c: zwei Zahlen sind, so gilt

4 @ @
(21) (‘1.&_{-1-(':).;’_'~(‘..f'---(‘-_».!" !':li.?Z’, "":_l;.;:'ZI; '
! =0 E=0 :

wo ~ das Zeichen der Zuordnung ist.
2. Es gilt die ,,Verschiebungsregel”

1] o] -1
(2.2) 2" et = 22— D a2,
k=0 k=0 b=

wo s eine positive ganze Zahl bezeichnet.
Wir konnen nun der Differenzengleichung

(2.3) Al + Quy lyyp-1 + +++ + a0t =b; k=0,1,... (a.=1)
(wo b, eine bekannte Zahlenfolge ist) mit den Anfangswerten
(2. 4) iy o= 1) o=0,1...,n—]
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die folgende Matrizengleichung zuordnen, nachdem wir die beiden Seiten
von (2.3) mit Z" multipliziert und (2. 1)—(2. 2) beriicksichtigt haben:

u‘“Z"'+a, .z( :—z u“‘Z")+ +a0Z" A z"z‘b;.z*.

k=1

(2.5) a( 1
wo |

J::Zm.Z*-

k=

gesetzt worden ist.
Umgestellt ldlit sich (2. 5) in der Form

Zb; ' Lo 2" '+ -4 cE
(2.6) 4= W S YR A R

schreiben, mit
(2.7) Co=a, U+ .. +a, ,u"; =0, 1,...,8—=1,

Es ist nun nach (1.9)—(1.11) erlaubt

@©

! N ) ke
arrE"‘}'(,”_lZ—?—o--__.m}?_zlk Z

k=1

zu setzen (wo ;' gemib (1.10) oder (1.12) berechnet werden kann), wo-
durch man nach Ausmultiplizieren aus (2. 6)

(2.8) ty = by ndh + <+ + 0ol F Coi A1 + o= FCA”; k=0, §,,..

erhalt. Hierbei ist unter einem Ausdruck mit negativem Index Null zu ver-
stehen.
Nach einer Umstellung wird (2. 8)

(2' g) iy, = b"'_" i"";“ -_:L- + bﬂ"‘“ +d I & + Ty -:'_ ‘fﬂuﬂ"; k — 0: 1} R
wo
(2 ]0) dﬁ'——(hr.‘li.;_-”.,q ' Tﬂ,,/;,””; o= 0, 1,.‘., n—I1.

Da nach (2.8) 4", die Losung der Gleichung (2.3) bei b, — u" — .-
= u"-A=0, u"-"=1 ist, gilt die Identitat

a, J';. |‘-—(T. |/l 't

s apht =0y k=0,1,...
oder, was gleichbedeutend ist:

(2 11) ﬂ,.i}‘-’:,ll-r+(ll.,1i;:‘_.‘ + —1— ﬂ.r/}.’_l 1= '0; = 0_. l, i ﬂ:f, [-I l,



Lineare Differenzengleichungen 283

Nach (2.11) kann man fiir /=041 in (2. 9) statt d, auch
(2.12) —o=—(Q0h s+ o+ + A HD); k=0+1,0+2,...

schreiben. Das bedeutet aber, dali sich (2.9) auch folgendermalien darstellen
146t :

(2.13) e = (brn A0 + + -+ + bodL%) + [y ™ 4 oo +-dyu™)—

—(ey-1 8V 4 oo s +eut™),
WO
2v
k=7»,v+1,... und n=
[ 2r 41

je nach dem, ob n eine gerade oder ungerade Zahl ist. Der Vorteil von (2. 13)
gegeniiber (2.9) besteht darin, daf in (2.13) der Koeffizient von o
(6=0,1,..., n—1) ein Ausdruck von hochstens » bzw. »r-+1 Glieder ist,
solange in (2.9) die Anzahl der Glieder auch n sein kann.

Zum Beispiel: es sind die Fibonaccischen Zahlen [2] zu bestimmen.
Zu losen ist also die Differenzengleichung

Upsz—Up — i, =0
mit den Anfangswerten: 4" =0, aV— 1. Nach (2.8) erhdlt man

.(@
U= 5h; k=0,1,...,

wo jetzt

ist.
Wir wollen nun die Zahlen £ durch Partialbruchzerlegung gewinnen,
dal heift:

] 1
iy -2 T
|E— '+l5z| (E 2‘52
1+15 1—|/5
1 2 T 12
I'5 1+15 1—J5
(Bt - B
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woraus
== |- (SE)]s k=0

folgt.
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