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Uber die Divergenz der Orthogonalreihen
Von KAROLY TANDORI (Szeged)

Einleitung

In dieser Arbeit werden wir die folgenden Sitze beweisen.
Satz 1. Damit die Orthogonalreihe

m

(1) > aigi(x)

fiir jedes orthonormierte Funktionensystem {¢.(x)} im Grundinterwall |a, b]
fast iiberall konvergiert, ist es notwendig, daf die Bedingung
(2) 2‘ a-:_: lﬂgi l’ < ool
i=1 a;

gilt.

Satz 2. Damit die Orthogonalreihe (1) fiir jedes orthonormierte Funk-
tionensystem ¢:(x)} in [a, b) fast iiberall (C, 1)-summierbar ist, ist es not-
wendig, daf die Bedingung

st a3
(3 B A.- log~ = 0O
) 2 Hlogs g <

i=1 ]
mit Ai =gy, + - +ay ((=1,2,..) gilt.
Der Satz 1 gibt eine Antwort auf ein Problem von G.ALexiTs”. Nach
dem bekannten Satz von D. MENCHOFF und H. RADEMACHER” folgt aus

(4 D alogti < ~,

=1

1) In dieser Arbeit wird der Logarithmus mit der Basis ¢ verwendet. Es sei weiterhin

. |

\Iog-._, fiir a= >

a 4

g, = ,

% {1 omads 1 oder a0,
2) G. Acexits, Konvergenzprobleme der Orthogonalreihen, Budapest, 1960, S. 101.

9) D. Menchorr, Sur les séries des fonctions orthogonales (Premiére partie), Funda-

menta Math. 4 (1923), 92—105; H. Rapemacker, Einige Sitze iiber Reihen von allgemeinen

Orthogonalfunktionen, Math. Ann. 87 (1922), 112—138.
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dali die Orthogonalreihe (1) fiir jedes orthonormierte Funktionensysten {¢.(x)}
in [a, b] fast iiberall konvergiert und nach dem Satz 1 ergibt sich, dal die
Bedingung (2) aus (4) folgt. Es sei a’=a?, (i=1,2,...). Ist die Bedingung
(2) erfiillt, dann gilt {a;} € %, d. h.

a; < oo,

o

Dann ist aber a;=o0 (i"') und es gilt

7

> atlogi—0(1) X a? IOg%t%ﬂ < oc,
i=1 .

¢

|

Im Falle @ =a; | (i=1,2,...) sind also die Bedingungen (2) und (4) gleich-
wertig. Satz 1 ist also eine Verallgemeinerung eines meiner vorherigen Resultate".
Nach dem bekannten Satz von S. KAczmarz und D. MENCHOFF” folgt aus

(5) > ax(loglog i< ~,

L3

dali die Orthogonaireihe (1) fiir jedes orthonormierte Funktionensystem {¢,(x)]
in [a, b] fast iiberall (C, 1)-summierbar ist und nach dem Satz 2 ergibt sich,
daf die Bedingung (3) aus (5) folgt. Es sei ia?=(i+1)a®, (i=12,...).
Ist die Bedingung (3) erfiillt, dann gilt {A;} € 7. Es kann leicht eingesehen
werden, dab A7=o(i"') ist und die Abschitzung

Atlogti= 0(1) > Atlog? 1, <~

')
Wl

> az(log log iy’ O(1). 4

gilt. Im Falle ia; =(i-+1)a;, (i=1,2,...) sind also die Bedingungen (3)
und (5) gleichwertig. Satz 2 ist also die Verallgemeinerung eines meiner
vorherigen Resultate”.

1) K. Taxpoki, Uber die orthogonalen Funktionen. 1, Acta Sci. Math. Szeged 18
(1957), 57—130, Satz I.

) S. Kaczmarz, Uber die Summierbarkeit der Orthogonalreihen, Math. Z. 26 (1927),
99—105; D. Mexchorr, Sur les séries des fonctions orthogonales (Deuxiéme partie), Funda-
menta Math. 8 (1926), 56—108.

#) K. Taxoori, Uber die orthogonalen Funktionen 11 (Summation), Acta Sci. Math.
Szeged 18 (1957), 149--168, Satz I1.
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§ 1. Hilfssiitze

Wir bendtigen einige Hilfssitze.
Fiir eine endliche und reelle Zahlenfolge c¢y,...,c. wird

M(cs, ... ) =2 E4(, ..., Q)

- ? “n
'3 |

gesetzt, wo

fir xz,+:-+4x.>8x.>0,

) xl + e 45 + xh
;.,'(xl 'EEEE -YH) i——— ‘ log Xi
( 1 sonst
ist. Offensichtlich gilt
Ci+_ kit "f'c:‘-:'-—%M(Cls o.-g(‘u).

Hilfssatz 1. Es gilt die Ungleichung
(1.1) M@, ...,c) =AM, ...,0) (E=¢c; i=1,...,n),

wo A eine von der Folgen |c:}, {¢;} und von n unabhingige, positive Kon-
stante bedeutet.

BeEwkls. Die Ungleichung
(]2) i._,-(xl,...,x,-_,, Xty Kiels ...,x..)’:i,-(xl, PRI o o 9 Xty x.—-..,...,x,.)
(xXi= Xi; l%j)

ist offensichtlich. Ist x4+« b xiy+xi+x -+ +x,=8x;, dann gilt
Xi+ oot Xia+Xi+Xia+-+x,=8x; flir x,=x;, und so hat man

(1.3) XelilXas ooos Xt s Xoi Xovts v s o) S X il 7 o5 50 Tt Xy Xibiinié'as Xn)
fiir X1+ Xict+Xi+Xipy oo X, = 8x; und x;=Xx;.

Da fiir 0<8x=c+x

sc+x) c+x c+x g
4 ; Al (R 2 S
(1.4) (_rlog log - Ilog & 2(__- ' =0

gilt, so ist
CLiD) " Rl s ona s Xt X Xarhy v oy ) 22 A5 5 o5 Xods Mo Xits s S Xn)

flir Xy 4 oo+ X+ XiF X+ oo F X0 >8x: >0, X1 4 oo F X F X+ X oo
cor X0 >8X:, Xi= X,
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Es sei i+ +-+Xiaa+Xia+ -+ +x.=¢>0. Da

: . 1 8
I Xphil Xy ooy Kiaty Koy Xinhy onip Xn) = 7€ log*8
1

s taal)

ist, so folgt aus (1.4)

- ] 7]
Xk UBi oo ip Xiag 3. X5 Xints w0 vy Zn) € :‘,-(x. oo Xic - X+ oo 4 X,) log=8

1
fiir x; < = (xi+ - +Xx.1+ X+ -+ 4 x,). Daraus ergibt sich:

L1 0)  Xohilo0) oo s Xicts Bty Kiids 6 5 B} S IOPOB X ARy <o XAy Xty Xy < vy Xn)
fir xi4--dxigtXxibXat e x08x, xiF X+ XX
co 4 x, =—8X;, X; < X;.

Da ¢+« ¢ 44, + -+ - ¢2 =8¢ hochstens fiir 8 Indizes i erfiillt

sein kann, ergibt sich (1.1) auf Grund von (1.2), (1.3),(1.5) und (1.6)
durch einfache Rechnung.

Hilfssatz 2. Damit

L4 % . 1 .
(1.7) 2 a?log* R
gilt, ist es notwendig und hinreichend, daf
[++]
Yok J.-/;] M(@ui1, - oy Quyyy) <00

Jiir jede Indexfolge (0==)no< ---<n,<--- gilt.

Bewels.  Aus (1.7) folgt (1.8) offensichtlich fiir jede Indexfolge
O=)ny<---<m<---. Es wird angenommen, daf (1.8) fiir jede Indexfolge
O=)ny<+++ < m <. erfiillt ist. Dann gilt {a,} € F, und so kann eine Index-
folge (0=)my< --- <my.<--- angegeben werden, fiir die

IJ!A_’] I
Ay N g (k=1,2,...)
i 2_!.
‘;lfIFI.AI

erfiillt ist. Es wird mit /. bzw. /{ die Menge derjenigen Indizes i(my <1 = my1)
bezeichnet, fiir die |a;/ = A, bzw. a/!>A, gilt. Durch einfache Rechnung
ergibt sich:

— " - — 1 T -‘A. 4
(1.9 2 a |0g'."l., =2 a Iog*—li 4 Datlog— =4 D atlog*= =
o i i jely a: i€n. a;! = ar

— 32M((1n-,_.vl! ' wey u’"]’. -1)
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und
> 2 2 L - 3_1._ - _,!_
(1.10) .%,;“" log? &= A, log A= B

fiir k=1, wo B eine von k unabhidngige, positive Konstante bedeutet. Aus
(1.9) und (1.10) folgt (1. 7).
Damit haben wir Hilfssatz 2 bewiesen.

Hilfssatz 3. Es sei |fi(x); (i 1,...,n) ein im Intervall [0, 1] ortho-
normiertes System von Treppenfunktionen®, «c¢,...,c, reelle Zahlen und
Ii,...,1.(£[0, 1)) paarweise disjunkte Intervalle, fiir die

(1.11) max ¢ fi(x)+ -+ fi.(X)=0(>0) (x€l;5=1,...,0)

1= S0

gilt. Dann gibt es ein in [0, 1] orthonormiertes System von Treppenfunktionen
lg(x)} (i==1,...,n) derart, dap

(1.12) max ¢, (X)+ - +cgi,(x) =1
EE A
auf einer einfachen Menge? E(<(0, 1)) gilt, fiir die
(1.13) mes (£) = min lZ mes (/.), Zo mes (1,)]
\s=1 a=1
ist.

BEweis. Es sei /.- [a,,b) (s=1,...,0). Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kann O=a1<b =---=a,<b,=---=a,<b, =1 angenommen
werden; es seien weiterhin a,=0,=0 und a,.1= b,.1=1.

Ist

> o*mes(l)= > mes(l),
swm] g=1
SO setzen wir:

i, =0 (bo— o) + (@1 —Bo) + -+ - + 05-1(bs-1—8s1) + (@:—05.1) (1=s=0+41),
ry = oa(Bo— ao) + (@ — bo) + + -+ + 05-1(by. 1 — @s-1) + (@ — bs-1) + 05 (0. —a)

(0=s=o0).
Nach der Annahme ist O=r = <v1=- =, <te=Usn=1. Es sei
fi(b,+x) X €(vs, Usr1) (5=0;...,0),
] I -\"""’aul
i(x)= = ff(lh ;R ] X € (U, ry) ) NN - )
, 0 ' sonst

{(i=1,...,n)

_?;Fiir jedes fi(x) kann das Intervall [0,1] in endlich viele Teilintervalle zerlegt
werden, derart, dab in jedem Teilintervalle f(x) konstant ist,
) Die Menge E ist die Vereinigung endlich vieler Teilintervalle.
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Offensichtlich sind diese Funktionen Treppenfunktionen. Ferner ergibt
sich durch einfache Rechnung

1 T+l L

| g dx— X | i (X) g (X)dx J-%| () i () dx =

(1] "
8

Ml

i|f(b fb.4dx+ 3] If(a+ ---—}f,[¢+ =P

s=Il

ag,

| Ff@dx+ 3 ]f(x)ﬁ(x)dx—- lf(x)f,(x)dx.

also ist das System lyi(x)} orthonormiert und fiir
E:-' 0 (un i‘,)
g=1

gilt (1.13) offensichtlich. Ist x€ (u,, »), dann ist a.+(x—a.)o”€ (a.,b.)
und es gilt

1 : g
max C,!(P,'=(X) e gl _-t_c’-sq;f-:(x)' = 0 I"—mj%'- i("’l.f'l(x) + it 7 C a,f"(x) = 1!

15LS0LS
wegen (!. 11). (1.12) ist also erfiillt.
Es sei

D o*mes (1) > > mes (/).

s=1 #=]
Dann konnen positive Zahlen o¢,,..., 0, angegeben werden, fiir die o =o.
(s=1,...,0) und

o o

(1.14) Doz mes (1)=— > mes(l.)
s=1 =1

erfiillt werden. Aus (1.11) folgt, daB
max lC"l.f"l(x) "}' - + C'.I.f'-_v(x) :.; {_’-" (x 6 !'f; & == l! sREY f;)

1= ==

ist. Auf Grund von (1. 14) ergibt sich nach dem obigen, dali es ein in [0, 1]
orthonormiertes System von Treppenfunktionen {¢:(x)] (i=1,..., n) gibt,
derart, dali (1.12) auf einer einfachen Menge E(<[0, 1]) mit

(i g

mes (E) = _:, mes (/.)
1

8=

gilt. Also ist (1.13) auch in diesem Falle erfiillt.
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Damit haben wir Hilfssatz 3 vollstindig bewiesen.

Hilfssatz 4. Fiir die positiven Zahlen c,, ..., c. kannein in |0, 1] ortho-
normiertes System von Treppenfunktionen {q(x)} (i=1,...,n) angegeben
werden, derart, daf
(1.15) max ¢, i, (X)+ - A cLgi(x) =1

1 i

in einer einfachen Menge E(Z[0, 1)) gilt, fiir die
(1.16) mes (E)=Kmin (1, M(c,, ..., c.))

mit einer von der Folge |c;} und von n unabhdingigen, positiven Konstante
K(-1) ist.

BEwEIs. Fir n=1 ist M(c1,...,c.)=¢c. Es seien E—=[0, min(l, ¢})]
und
) (min (1,¢1))" x€[0, min (1, ¢7)),
I 0

¢1(X) sonst.

Fiir ¢1(x) und E sind also (1.15) und (1.16) erfiillt. Im folgenden konnen
wiralso n>1 annehmen. ¢; =1 (i—1,..., n) kann auch angenommen werden.
Ist ndmlich ¢, >1 fiir ein i,, dann gilt die Behauptung fiir £=1[0, 1] und
Fr(x) =r1(X)s ., @1 (X) = Fi1(X), i (X) = 10(X), i1 (X) =73, (%), - o, (X)) =
=TI, 1(X), wo ri(x)=sign sin 2':zzx die i-te Rademachersche Funktion bedeutet.

Es sei ¢c=min(c,...,¢,). Mit m. wird die Anzahl derjenigen ¢; be-
zeichnet, fiir die (k—1)¢* <¢? = ke¢* gilt. Es sei

Ne= 2 kmi.(= n).
=]

Wir beniitzen das Funktionensystem von S. Kaczmarz". Es bezeichne
p den ganzen Teil von N'2. Es sei

1

| g2y
&) =i——F—7

3
. N ¢ T O © . o ORI
514

fiir x
: P

Diese Funktionen sind im Intervall [0, «) ((c fe?N; 4=«=06]| definiert.
Mit By, By, ... werden wir im folgenden von N unabhédngige, pbsitive Kon-
stanten bezeichnen. Durch einfache Rechnung ergibt sich:

«

(1.17) | g2(x)dx = i,—‘ | T TR )

7) S. Kaczwarz, Notes on orthogonal series II, Studia Math. 5 (1934), 103—106.
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und
(1.18) anil= 22 (k)
WO
= | @) @(x)dx
ist. "

Im Intervall [«, 10] definieren wir die Funktionen g,(x) folgenderweise.
Wir teilen das Intervall [e, 7) in N(N—1) Teilintervalle gleicher Linge
b, (1=k=N, 1=I=N,k=1). Es sei

‘N(N—1
]. 257_‘. )) XE !l",fj
. J =
X} = i
Zi(x) _| gg":{.. );“H signa,, x€ 1,
sonst

(k=1,...,N). Aus (1.17) und (1.18) ergibt sich durch einfache Rechnung
m
‘___‘ B::

(1.19) Ig,f(x)dx.-_fw- =t i VY

L]

Es wird

In

g0 =& ‘ gEdx)  (k—1,...,N)

gesetzt.

Es kann leicht eingesehen werden, dali die Treppenfunktionen gi(x) in
[0, 10] ein orthonormiertes System bilden. Aus der Definition von gi(x) und
aus (1.19) bekommen wir nun die folgenden Abschidtzungen. Ist fiir eine

<N) x€ Ip+n1 it ol . dann sind die Funk-

natiirliche Zahl m(0-—-m

i p
tionenwerte g, l(x) : ,g\(x) negativ und es gilt

\

1
= =m-+
(120) I_g!(x) B]l N‘T;\;. m—1/2 (Z m - l),
sind hingegen die Funktionenwerte g,(x), g+(x),..., g.(x) positiv und gilt
'S V 1 b it

(1.21) ég;.(;vc) lN %12 (z<m+1).

Fiir jedes i (1=i=n) bezeichne p; die natiirliche Zahl, fiir die (p,—1)c* <

-¢; = pic* gilt. Offensichtlich gilt p;=1 und p; -+ --- 4+ p,—=N. Es seien sy, ..., s

I
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(0=¢g =8) diejenigen Indizes i, fir die N=8p, gilt. Es seien J, —

P A L -
— 7;.}.? .__..___?"l_ 2 7+p }_ +p') und
5 p )
A c/N x¢J
W, (x) = 12
[0 sonst

(r=1,...,q9). Da 74 :“H—%’ =10 ist,
so gilt [, €[7,10] (r=1,...,q). Da nach der Annahme ¢;=1 (i=1,...,n)

S i RS S it
p P

und nach der Definition von p, ch}% =3¢p,, =6¢2 =6 (r=1,...,q9) gilt,

SO ist
10
B = upf__(x)t{xg -% (r=1,...,9).
Wir setzen
fi(x) = = > &x) (I=i=n; isfEs,..,s)
i k=gt py |-r|
und
; I ==y m*-t'.-:‘,.-r
fi (%)= il . @+ (x) (r=1,...,9).
p"; f;':};[&----'rpsl__l-l

Hier ist | 1—3, = 1/)/2 (r=1,...,q). Offensichtlich bilden die Treppenfunk-
tionen f.(x) (i=1,...,n) in [0, 10] ein orthonormiertes System.

ES Seien_/;f 'l’p;pl)n[]’z),-}‘_|p+p_l_—|‘-_:':+ps_j! p+p|+---"+ pﬂ)

*

P _ p
(I<s<n) und J, = Ip-&-p; '_I;HTPM. p-l—p:—_;---—kp,,)n[z’ 3). Es gelten

mes (j.)--- min";'. 1'], mes (/,) == ‘% (1<<s<n) und mes(/,) = min(‘%’ 3 lJ
und so ist

(1.22) _\_ mes (/.) = 1.

ey |

Im folgenden werden wir mit Cy, Cs, ... von der Folge {¢;j und von n
unabhdngige, positive Konstanten bezeichnen. Ist x € /. (1<s<n), dann gibt
14 gt

>

eseinm (p-b - +pa=m<p +---+p), derart, dah x € [ D
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erfiillt ist. Dann sind die Funktionenwerte g;,.(x). (p+--+p=k=N)
negativ bzw. die Funktionenwerte g:(x) (1=k=p 4+ -----p..;) positiv und
aus (1.20) bzw. aus (1.21) ergibt sich:

N

i ' ke i L}

| ~— = | © G 3 % | -
| 2ef@|=|2 7= I a@lzg| 2 a@|=
i=a+1 li=8+1 Vpl k=pyoeip;_g+1 | k=pyeeetp+1
(1.23) .
_Biys w i ol s A
3 <IN, 2 i—mig =Gl Nlog ==
bzw
s-I‘ 4 ~L Ci ;'n‘_‘:J', ¢ f'l"":'x—l
2af=2= 3 &@z5 3 &M=
i=1 =1 I-'p,' k= pyetpi_1t1 k=1
(1.24)
B o Mt tPya ]
= — \ 9 —
5 ¢ cN pJ —k—l—l2“' cINIog

Ist endlich x € /,, bzw. x € /., dann ergibt sich dhnlicherwiese, dal}
N—m

:l

(1. 25) cf(x)‘_C.clNlog

mit einem m (0=m<p) bzw.

(1.26) ;f( f(x)=Csc'N log ;"

mit einem m (p =m<N) gelten. Aus (1.23), (1. 24), (1.25) und (1. 26) fogt, daB
(1.27)  max |[e,fi(x)+ - +cufulx)|= Csc| N Iog% mit g ~8

150,
(XEJs; I=SS55R, Solesy,..0.i8;)
gilt. Es gilt auch die Abschitzung

(.28)  max_[6,fu(0)+ o+ ful®) = £, ()| = 15e N (x€],; 1=r=q).

1= =u=n

Wir setzen /= J, (1=s=n; s+£s,...,8;) und [, -;j;_, (F=1,...,4)
Aus (1.22) ergibt sich leicht:

(1.29) _}_mesu)_l
N l
Es sei

1
= () =t
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und /. bezeichne das mit der Lineartransformation y l 0 erhaltende Bild von

Intervall /. (s=1,...,n). Aus (1.27), (1.28) und (1.29) ergibt sich:
max ¢, fi(x)+ - +eful®) e (x€l;1=s=n)

und
5 o 4
(1.30) & Mes ()= 10’

WO 0. -Cwl-"NlogN ‘mit J‘:—]AS) Mr" kSISH. F5E%5,4% H1nd

0., —Cic|N fiir r =1 vt it

Unter Anwendung von Hilfssatz 3 ergibt sich ein in [0, 1] orthonormiertes
System von Treppenfunktionen {¢.(x)}, fiir die(1.15) in einer einfachen Menge
E(S[0, 1]) erfiillt ist; dabei gilt

2 mes (1), 2 o° mes (/.) ]
Ss=1 s=1 y,

Nach den Definitionen von ¢. und /, ergibt sich, dab

{1.31) mes (E) — min

o mcs(l)_\.CcPdOg — ‘mlt — 38' 5N, Sals $1, . :058)
ch-p (s: s o Ly vs iy )
gilt, woraus

‘u-meS(!)—C- fpd(pu,--., ) = Cu cw(cﬁn---- p.)

folgt.
Da ¢2=¢p: (i 1,...,n) ist, bekommen wir auf Grund von Hilfssatz 1:

(1.32) Dotmes(l)=C:M(c,...,c).
s=1
Aus (1.30), (1.31) und (1.32) folgt endlich (1.16).
Damit haben wir Hilfssatz 4 volistindig bewiesen.

§ 2. Beweis von Satz 1

Ohne Beschridnkung der Allgemeinheit kann [a, b] — [0, 1] angenommen
werden. Ist die Bedingung (2) nicht erfiillt, dann gibt es auf Grund von
Hilfssatz 2 eine Indexfolge (0--- o<+ <<---, fiir die

(2.1) _M(ul, 1y saiplnp,q) == 0C

ist.
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Wir werden ein in [0, 1] orthonormiertes System von Treppenfunktionen
{®D(x)} und eine Folge von einfachen Mengen E,(Z|[0, 1]) definieren, fiir die
die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

Es bestehen die Relationen
(2.2) max |@, D (x)+ -+ a,Pi(x)|=1 (x€E; k=1,2,..),

M SiE S,y

(2.3) mes (Ex) = Kmin (1, M(@u,+1, ..., Qu,,,)) (k=1,2,..))

(wo K die in (1.16) stehende positive Konstante ist) und die Mengen E,
stochastisch unabhidngig sind.

Es seien wu;,...,u, bzw. m,...,m, diejenigen Indizes i (1 =i=n),
fiir die a;—=0 bzw. a; 0 ist. Wir setzen

D, (x) = ri(x) (k=1,...;p)

Dann konnen wir das Intervall [0, 1] in endlich viele Teilintervalle /. (1=r=0)
einteilen, derart, daf in jedem /. jede Funktion @, (x) (k=1,...,p)
konstant ist.

Mit Anwendung von Hilfssatz 4 auf |a,,|, ..., @,  ergibt sich ein in
|0, 1] orthonormiertes System von Treppenfunktionen ¢;(x) (i—1, ..., @), fiir die
(2.4) o ||, [€50) + -+ + @, |9 (0)| = 1

auf einer einfachen Menge E (£[0, 1]) gilt, wobei
(2.5) mes (E) = K min (1, M(|a., |, . . ., |a,“q|))

ist. Wir setzen
t]

D, (x) =signan, - 2, gu(x; 1) (k=1,...,9)
r=1
und

B le E(1)".

19) Es sei f(x) eine in [0, 1] definierte Funktion und E<[0, 1]. Fiir ein endliches
Intervall J-|u, »] wird

xX—u
163 1)~ \f[;:_-u) H<x<v,
f 0 sonst
gesetzt; mit E(/) wird das mit der Lineartransformation y— u 4 (¢v—u)x erhaltene Bild
von E bezeichnet. Es besteht mes (E(/)) = mes (/)- mes (E). Sind f(x) und g(x) in [0, 1]
guadratisch-integrierbare Funktionen, dann gilt
1

o

J.f(x; I)-g(x;1)dx = mes (/) I f(x)g(x)dx.

" 0
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Die Treppenfunktionen @®;(x) (1=i=n,;) bilden in [0, 1] ein orthonor-
miertes System. Da fiir x € E;
max g @ ()+ -+ @ Do) = max_[law, ;) + e || 9.0
mit y€ E gilt, ergibt sich aus (2.4), dal (2.2) fir k=1 erfiillt ist. Da
M(laa,|, ..., an )=M(ai, ..., a,) ist, folgt aus (2.5), dabi (2.3) fir k—1 gilt.

Es sei z(>1) eine natiirliche Zahl. Wir nehmen an, dafi die Treppen-
funktionen @;(x) (1 =i=n..;) und die einfachen Mengen E,, ..., E. «(£[0, 1])
schon definiert sind, derart, dall diese Funktionen in [0, 1] ein orthonormiertes
- System bilden, diese Mengen stochastisch unabhidngig sind und (2.2), (2.3)
fir k=1, ...,z—1 erfiillt sind. Dann ktnnen wir das Intervall [0, 1] in endlich
viele Teilintervalle /. (1=s= o) einteilen, derart, dali jede Funktion ®;:(x)
(1=i=n,.,) in jedem J. konstant ist. Es seien f,,...,«, bzw. m, ..., m;
diejenigen Indizes i (n.-<i=n,), fiir die a;, =0 bzw. a;5 0 gilt. Wir setzen

Dy, (x) - .._';*;n.(x;j,) (k=1,....P).
Dann teilen wir das Intervall [0, 1] in endlich viele Teilintervalle /, (1 =r=g)
ein, derart, daf in jedem /. jede Funktion ®:(x) (1=i=n..), @;(x)
(k=1,...,p) konstant ist und jede Menge E,(1=k=x—1) die Vereinigung
einiger /. ist.

Unter Anwendung von Hilfssatz 4 auf |a,, |, ..., aj,- ergibt sich ein in [0, 1]
orthonormiertes System von Treppenfunktionen «;(x) (i=1,...,¢q), fiir die
(2.6) max ||z, [0 + -+ + a5, |50 = 1

1= ==

in einer einfachen Menge E (<[0, 1)) gilt, wo

(2.7) mes (E) = Kmin (1, M(la., ..., ;1))
ist. Wir setzen

o

@5, (x) = sign a.‘.,k-‘_i:@k(x; L) (k=1,...,3)

und

L]

Cr:

B

1 E(,).

Die Treppenfunktionen ®@;(x) (1=i=n,) bilden in [0, 1] ein ortho-
normiertes System. Da fiir x € E,

max @, ®@;,(x)+ - +a, Py (x)| = max |[a; (@) + - + a5, [9:.0)

P o s g
b T M i 1=),=050



304 K. Tandori

mit y€ E gilt, so ergibt sich aus (2.6), daB (2.2) fir k—zx gilt. Da
M(a.,|, ..., la5z])= M(a., 1, ..., @) ist, folgt aus (2.7), dab (2.3) fir
k= = gilt. Offensichtlich sind die Mengen E,, ..., E, stochastisch unabhéngig.
Mit vollstindiger Induktion bekommen wir ein orthonormiertes Funk-
tionensystem {®;(x)} und eine Mengenfolge [E.} mit den erwdhnten Eigen-
schaften.
Ist x € lim E,, dann besteht (2.2) fiir unendlich viele & und so diver-

k-»co

giert die Reihe

(2.8) > a:di(x)

=1
im Punkt x. Aus (2.1), (2.3) und aus der stochastischen Unabhdngigkeit
der Mengen E,, ergibt sich unter Anwendung des zweiten Borel-Cantellischen
Lemmas, dal

mes (lim E;) — 1
[ e
ist. Also divergiert die Orthogonalreihe (2.8) fast iiberall.
Damit haben wir Satz 1 vollstindig bewiesen.

§ 3. Beweis von Satz 2

Da im Falle {a,} ¢ * die Rademachersche Reihe

@

> airi(x)

in [0, 1] fast {iberall nicht (C, 1)-summierbar ist", darf {a,} € I angenommen
werden.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann auch [a, b] = [0, 1] ange-
nommen werden. Ist die Bedingung (3) nicht erfiillt, dann gibt es auf Grund

von Hilfssatz 2 eine Indexfolge (O -—)n,<.--<n,<..., fiir die
3.1 ;‘M(A";,'i"“"",‘"f.d} i

ist. Es seien &b (i—1,2,...) rationale Zahlen mit a;<¥b;, |c|=i"

(ci=a:i—b; i=1,2,...). Dannist Ai<B; b;,--l?,—}h---—}b‘j. (f==1,2 .0
Auf Grund von Hilfssatz 1 und (3.1) bekommen wir:

(3.2) D M(Bi s, ..., B, )= os.

k=0

11) A. Zvomunp, On the convergence of lacunary trigonometric series, Fundamenta
Math. 16 (1930), 90 107.
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Wegen (3.2) gibt es nach Satz 1 ein in [0, 1] orthonormiertes System
von Treppenfunktionen {@®.(x); und eine Folge von einfachen Mengen
E. (<0, 1]) derart, dali

(3.3) max (B, @ (x)+ -+ B, Pi(x)| =1 (x€E;k=12...)
und G

(3.4) i mes (E;) — ~

gelten. 7

Wir werden ein orthonormiertes System von Treppenfunktionen [y (x)}
und eine Folge von einfachen Mengen F, (£[0,1]) mit folgenden Eigen-
schaften definieren:

Es gelten
(3.9) max b1, Wai-1,(X) + -« b ¥i(X)| =1 (x€EF;k=12,..),

=Hk41

I iy

(3.6) mes(F,)=mes(Ey) (k=1,2,...)

und die Mengen F, sind stochastisch unabhingig.

Es sei v,(x)=1. Wir schreiben die endlich vielen rationalen Zahlen
b:B” (27 n=2';1=i=n) als Briiche von natiirlichen Zahlen mit gemein-
samem Nenner auf:

Wir teilen das Intervall [0, 1] in ¢ Teilintervalle gleicher Linge /.- [u,, »,]
(1 =r=gq). Es sei

Pyi-1 Ty,

-rl"
<
.

S T |

) =

Lor=pogy

Qixyl)y <=2 isisn)
+1

und
Fi— U E(l).
r=1

Diese Funktionen ,(x) sind Treppenfunktionen und bilden in [0, 1]
ein orthonormiertes System. F, ist eine einfache Menge und (3. 6) ist fiir
k=1 erfillt. Ist x€ F,, so gibt es ein r (1=r=gq,) derart, dab x€ E\(/,)
gilt. Dann ist y — (x—u,) (¢,—u,) "€E;, und so gilt nach (3.3) und nach
D(y)— Di(x:1)

(3.7) max |B;, ®;(x;1)+ -+ B, Di(x; ],)|=1.

Nach der Definition von v, (x) ist aber
Bty Vit A+ -+ by W () = B D4 (x5 1)+ -+ 4 B, D (x5 1)

D 20
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fiir jedes 1=i =/ =n,. Daraus und aus (3.7) folgt, dal (3.5) fiir &1
erfiillt ist.

Es sei »(>1) eine beliebige natiirliche Zahl. Wir nehmen an, dali die
Treppenfunktionen v;(x)(1=i=2""") und die einfachen Mengen Fi, ..., F..,
schon derart definiert sind, dali diese Funktionen in [0, 1] ein orthonormiertes
System bilden, diese Mengen stochastisch unabhingig sind und (3.5), (3.6)
fiir k=1, ..., x—1 erfiillt sind.

Dann kann das Intervall [0, 1] in endlich viele Teilintervalle /. (1=s=0)
zerlegt werden, derart, daB in jedem /. die Funktionen w;(x) (1=i=2"")
konstant sind und jede Menge F, (1=k=xz—1) die Vereinigung gewisser
J. ist. Wir schreiben die endlich vielen rationalen Zahlen 6,8
(2-'<n=2%n.,,<i=n,) als Briiche von natiirlichen Zahlen mit gemein-
samem Nenner auf:

i - B

BT

Wir teilen jedes /. in ¢ Teilintervalle gleicher Lange /., —|u. ., . ]
(1=s=0,1=r=g¢q) ein und wir setzen

Pyi-1 g+t

A
(x) =7 _)_] W S D A
L r'=p2;_1.l+,..l_ll”_1-—l

2= A <iS ) und

AU, 0 ECo)

Die Treppenfunktionen w,(x) (1=n=2") bilden in [0, 1] ein orthonormiertes
Funktionensystem, die einfachen Mengen F,,..., F, sind stochastisch un-
abhidngig und (3.6) ist fiir k-—x offensichtlich erfiillt. Ist x € F,, dann gibt
es Werte 5,7 (1=s=0,1=r=gq), derart, dal x € E.(/.,) gilt. Dann ist
y—(x—u.,)(r., —u,,) € E; und so gilt nach (3. 8) und nach @;(x; /.,.)= @P(y)

(3.8) max | B, @(x; Jo )+ o+ + B @i(x; Je.) | = 1.

W | ==y

Nach der Definition von w,(x) ist aber
Byi-1, Wair-1,, (X) + =+ + b, Woin(x) = Bi, @i (x5 . ) + ++ + + Bi, Dy, (x5 ], )

fir jedes n..<i; =i =n,.. Daraus und aus (3.8) folgt, da (3.5) fiir k- »
erfiillt ist.

Mit vollstindiger Induktion ergibt sich ein orthonormiertes System
{vi(x)} und eine Mengenfolge {F.} mit den erwihnten Eigenschaften.
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Ist x € lim F,, dann gilt (3.5) fiir unendlich viele k, also divergiert

k-

die Folge der 2'-ten Partialsummen der Reihe
(3.9) > bai(x)
t=1

in [0, 1] fast iiberall. Aus (3.4), (3.6) und aus der stochastischen Unabhédngig -
keit der Folge {F.} ergibt sich, dai mes(lim F,) — 1 ist. Also divergiert die

k-»co

Folge der 2'-ten Partialsummen der Reihe (3. 9) fast iiberall. Da nach unseren
Annahmen {b;} € I* ist, folgt daraus auf Grund eines bekannten Satzes™, dals
die Reihe (3.9) fast iiberall nicht (C, 1)-summierbar ist. Aus unserer Annahme
folgt, dafi die Reihe

\‘/9

(@ — b)) wi(x)

a

fast iiberall konvergiert. So bekommen wir, daB die Reihe

o
al

(3. 10) > aipi(x)
iml

in [0, 1] fast iiberall nicht (C, 1)-summierbar ist.
Damit haben wir Satz 2 vollstindig bewiesen.

Bemerkung. In obigen haben wir folgendes gezeigt. /st die Bedingung
(3) nicht erfiillt, dann gibt es ein orthonormiertes Funktionensystem {v;(x)]
derart, daf die Folge der 2'-ten Partialsummen von (3.10) fast iiberall
divergiert.
Ahnlicherweise kann die folgende, allgemeinere Behauptung bewiesen
werden. Fiir eine Indexfolge (0=—)ug<---<p<--- wird Ai({w))—
@, e —i—a;{m (i=1,2,...) gesetzt.

_u‘-,|

Satz 3. Damit die Folge der w.-ten Partialsummen der Orthogonalreihe
(1) fiir jedes orthonormierte System {¢.(x)} fast iiberall konvergiert, ist es
notwendig, daf

_:r: A ({e)) log A ({u)) < oo
I=
gilt.

(Eingegangen am J30. Januar 1961.)

12) A. N. KoLmocororr, Une contribution a I'élude de la convergence des séries de
Fourier, Fundamenta Math. 5 (1924), 96—97.



