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Uber die Konstruktion iiberall stetiger, nirgends
differenzierbarer Funktionen I

Von S. KANTOR (Debrecen)

§ 1. Einleitung

In der Theorie der reellen Funktionen wurden auch noch in der letzten Zeit
mehrere reelle Funktionen konstruiert'). die iiberall stetig und nirgends differen-
zierbar sind. Bei jeder der so konstruierten Funktionen f(x) ergibt sich, daBB der
Unterschied #,(x) zwischen der grolten und der kleinsten unter den Dinischen
Ableitungszahlen in jedem Punkte x groBer als eine gegebene Zahl bleibt.

Solche Funktionen werden wir stetige und stark nicht-differenzierbare Funk-
tionen nennen.

Wir werden in dieser Arbeit eine Konstruktion geben, wodurch jede stetige
und stark nicht-differentierbare Funktion mit passend gewiéhlten Parametern dar-
stellbar ist.

Wir haben den Grundgedanken aus der Untersuchung der auch historisch
interessanten®) Funktion von ZoArD Gedcze gewonnen [1). GeGcze konstruierte
schon im Jahre 1905 eine Funktion, von der er bewies, daB} sie in einem gegebenen
Intervall stetig ist, wobei es jedoch keinen rektifizierbaren Teilbogen ihres graphi-
schen Bildes gibt. Im § 2. beweisen wir, dal} diese Funktion nirgends differenzier-
bar ist [2]. So bekommt die Funktion von GeGCzE unter den iiberall stetigen und
nirgends differenzierbaren Funktionen einen vornehmen Platz, denn sie kommt
in Hinsicht auf Einfachkeit jeder verwandten Konstruktion gleich und indem GeGCzE
mit allgemeinen Parametern arbeitet, hebt er das wesentliche hervor und gibt auch
ein einfaches Beispiel fiir eine nicht-rektifizierbare Kurve.

Die hier behandelte Klasse der stetigen und stark nicht-differenzierbaren
Funktionen ist enger, als die Klasse der stetigen und nicht-differenzierbaren Funk-
tionen. Ich méchte mich mit den Problemen der letzteren Klasse und mit der Kons-
truktion der betreffenden Funktionen in dem zweiten Teil dieser Abhandlung be-
schiiftigen.

- Wir wollen die Funktionen — ohne Beschrinkung der Allgemeinheit — in
dem Intervall®) [0, 1] definieren.

1) S. das Literatur von [3].

2) Auf diese Funktion hat mich Herr Dr. B. SzinAssy aufmerksam gemacht, wofiir ich
ihm meinen herzlichen Dank aussprechen mdéchte.

3) Die offenen und die abgeschlossenen Intervalle werden — wie gewohnlich — mit runden,.
bzw. mit eckigen Klammern bezeichnet.
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§ 2. Uber die Funktion von Gedcze

GebGcze definierte seine Funktion folgenderweise:*) (Figur 1).

,,Es sei z=/f, linear und mit x monoton wachsend, und in [0, 1] sei ihre Linge
G. z=f3 besitze dieselben Eigenschaften, sie soll aber die Linge 2G haben. Ist
gegeben, so sicht man leicht ein, daB es eine solche Funktion z=/, gibt, deren
geometrisches Bild ein aus einer geraden Anzahl von Strecken bestehender Linien-
zug ist, dessen gerade Strecken abwechselnd mit den Geraden z=f, und z= —f,

/| ; f

—_— | v,

0 és‘z Ié)‘.& X :é;‘o" é;‘z"

.

™

Figur 1

parallel laufen und jede zweite Bruchstelle des Polygonzuges (von x =0 bis x=1)

auf der Geraden f, liegt.
Die Abszissen der Bruchstellen seien

0=.Y0{.\‘1<...{.\'2,.T-' l.

Dabei kann 0=/, —f, <d sein, wenn nur r geniigend groB und [x;, x,, ;] geniigend
klein ist. Ebenso wie f; zu f; im [0, 1], gibt es zu f; in jedem [x;, x;, ] ein f, dessen
gerade Strecken mit der steigenden, bzw. sinkenden, in [0, 1] 4G langen Geraden
z=f4, z= —f4 parallel laufen, wobei im ganzen Intervall [0, 1] 0=/, -fz-c-%

4) Wir zitieren — abgesehen von umwesentlichen Anderungen — den Originaltext von GEGczE
in deutscher Ubersetzung. Vgl. [1] und [5].
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gilt. Man bildet dhnlicherweise f;, usw.

f=limf.”
= o
Die Funktion f(x) ist stetig und die Linge der von ihr definierten Kurve ist
in jedem noch so kleinen Intervall unendlich.
Wir wollen die Beweise wegen ihrer Einfachkeit und der Vollstindigkeit halber
mitteilen.
Offensichtlich ist fiir jedes i die Funktion f;(x) stetig und aus den Bedingungen

M 0= /01 ()£ <5

folgt, daBB die Folge f;(x) gleichmiBig konvergiert und so f(x) stetig ist.

Das Bild von f;(x) besteht aus Geradenstiicken, die entweder mit der Geraden
y=f{(x), oder mit y= —f/(x) parallel sind. Die Linge dieser Strecken und so
die Linge des Bildes von f;(x) betrdgt in jedem Teilintervall [u, v] des Intervalles
[0, 1] (v—u) 2i-1'G.

Das Bild von f(x) ist also in keinem einzigen Intervall [u, v] rektifizierbar,
weil die Linge eines eingeschriebenen Polygons des Bildes von f;(x) fiir geniigend
groB3e i groBer als jede konstante Zahl ausfillt.

Die Tatsache, daB eine gewisse Funktion nicht differenzierbar ist, werden
wir in dieser Arbeit immer mit Hilfe des folgenden, im Wesentlichen, wenn auch
nicht in dieser Form, bekannten®) Lemma beweisen:

Lemma. Die Funktion f(x) ist in dem Punkt x, nicht differenzierbar, wenn es
eine Zahl ¢ =0 gibt, so daf zu jeder beliebigen Zahl n =0 die Zahlen «, f, o, p’ exis-
tieren, die den Bedingungen

a=xo=p, ' =x=p, p—a=n, p'—a'=n,
S@)—fB) &) —f(F) e
a—p o«—p |
geniigen. Dann gilt #,(xy) =e.

Das Lemma driickt folgendes aus: wenn der Unterschied der Differenzen-
quotienten in einer beliebig kleinen Umgebung des Punktes x, iiber eine positive
Schranke bleibt, dann ist #,(x,) positiv.

Nun beweisen wir, dall die Funktion von GeOcze nicht differenzierbar ist.
Es sein die Abszissen der Bruchstellen von y=f;(x)

O=x<x;<..<x,=1
(i) (i) (i)
Es gilt fir beliebiges x,€ [0, 1]

2) O=X}, =X, = ... SX= ... =X, 41 =X, 41 = 1.
(1 (2 (2) 1)

Wir werden unter diesen Abszissenwerten die Zahlen x, f, «’, f” wihlen. Die Rich-

s) Vgl. [4].
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tungstangente der Geraden y =/ (x) ist m; =} (2-'G)> — 1. Aus den Ungleichungen
2m, =V(2iG)? —4</(2G)* -1

folgt

(3) Mmy=m;_;<m;—m;_,

und nach (1) bekommt man:

F:’ Xpo41— Xg | (my—my_y)
() (i)
Es ist also
d
Xt = X <=1
Ln ml 2m
das heilt
(4) lim xk‘,,i—.}',”):O.
i=ee (i) (i)

Es gibt also fiir jedes # =0 ein von n abhingiges n, wofiir

(5) :—\':.-,.+1 — X

(n) (n)
besteht.
Die Zahlen

’ s - —_—
X=Xy B=Xp 41, €= X0 B'= X, 41, E=mMy
(n) (n) (n+1) (n+1)

=1

geniigen — wegen (3) und (5) — den Bedingungen des Lemmas. Also gilt der

Satz 1. Die Funktion von Gedcze ist iiberall stetig und nirgends differenzierbar.

§ 3. Konstruktion fiir alle steige und stark nicht-differenzierbare
Funktionen

Definitionen. Es wird die Funktion f(x) eine stark nicht-differenzierbare
Funktion genannt, wenn es eine Zahl 4 =0 existiert, so daB fiir jedes x #,(x)=4
gilt, wo #,(x) die Differenz der groBten und kleinsten Dinischen Ableitungszahlen
im Punkt x bezeichnet.

Die Polygonfunktion der nach wachsenden Abszissenwerten geordneten Punkte
P(p:,,p)(i=1,2,...,n) wird als

@(x)=.01 _EE‘E(x_Pi)‘T"P!'s IZX=Ppyy

i—Pi+1

definiert. Die Punkte P, sind die Eckpunkte, die Strecken PP, ., heissen die Strecken
der Polygonfunktion.
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Ist #,(x) eine Polygonfunktion und ist jede ihrer Eckpunkte auch ein Eckpunkt
von t;4,(x), so wird die Funktion

t(x)=1lim,(x)
[

eine Polygongrenzfunktion genannt.

Die Funktion #(x) wird eine Polygongrenzfunktion mit den Parametern 4, g,
genannt, wenn siec den folgenden Bedingungen geniigt:

by t(x)=lim7,(x) ist fir x€[0,1]
i=eoa

eine Polygongrenzfunktion;
27 es gilt
|f;+1(.r)—fi(X)I'¢Qi (IZI’ 2: '")s
und Zp; ist konvergent;

3° ist die orthogonale Projektion einer Strecke AB von ¢;,,(x) auf die x-Achse
ein (nicht unbedingt echtes) Teilintervall der Projektion der Strecke A"B” von 7,(x),
so fillt die Differenz der Richtungtangenten von AB und A'B° fiir jedes i nicht
kKleiner als 4=0 aus. Wir werden die Richtungstangenten der Geradenstrecken
((, t(w), (v, t(v))) und UV mit tg, (u, v), bzw. tg UV bezeichnen.

Die Funktion von Ge6cze ist ebenfalls eine Polygongrenzfunktion mit den

d
i-i*

Wir konnten die Eigenschaft der Funktion von GeGcze, dafl simtliche Eck-
punkte von f;,,(x) auf dem Bilde von f;(x) liegen, bei der allgemeinen Konstruk-
tion nicht behalten. Es ist aber unnétig statt Polygonfunktionen kompliziertere
stetige Funktionen zu verwenden,®) denn im Raum der stetiger Funktionen bilden
die Polygonfunktionen eine iiberall dichte Menge.

Parametern A=m,, g;,=

Satz 2. Die Polygongrenzfunktion t(x) mit den Parametern i, ¢; ist stetig und
stark nicht-differenzierbar.

BEweErs. Es ist 7,(x) (i=1, 2, 3, ...) offenbar stetig und so konvergiert wegen 2°
die Folge f;(x) gleichmiBig, also ist 7(x) eine stetige Funktion.

5 et L SR .
O-X‘ x:"ff i;’ ‘f,ur lir!:f&' I=tnm

Figur 2

Wir venwenden auch fiir die Abszissenwerte der Eckpunkte von f,(x) die
Bezeichungen

O=x;<x3<..<x, =L
(OO (i)

So bleibt (2) fiir beliebiges x,€[0, 1] giiltiz. Wegen 3° und 2° galten die Rela-

6) Vlg. [3] und [4].
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tionen

ti(xt,n]"‘i(-'ﬁ,) ’.’+1[ -"km-v-:)—f:n( ka)
(i) ~ (i+1) (i+1)

Xkg+1— M. Rk +1 ™ Kk
(i) (i) (i+1) (i+1)

( xa,+.+1] ’[ Ak.“] l’:+1[ -"ﬁ.+,+1]_f:+1( -"k,H]
(i+1) (i+1) fi+1)

Xieyas = Xhies Xpier 41— Xy
(i+1) (i+1) (i+1) (i+1)

t( x r(x+, ‘+‘ra+ t X
|“+{=;+l+1) i+1 a ki +1) i(“+;¢( |) i+1 ((H»ik; |)| = 20(

| _xl{u.]'i-l_ Nyss
i+ 1 (i+1)

_xknl"‘l _"knl
Ii+1) (i+1)

Also besteht auch (4) und so geniigen die Werte

1‘:".&"! ﬁ'_ ‘k +i*1'— rkn+1’6—‘ rkrn*l"" ,-_8
(m) (x) (n+1) (n+1)
offensichlich den Bedingungen des Lemmas, d. h. #(x) ist eine stark nicht-diffe-
renzierbare Funktion.
Auf grund des folgenden Satzes werden wir mit der Konstruktion von 7(x)
die Klasse der stetigen und Stark nicht-differenzierbaren Funktionen charakteri-
sieren.

Satz 3. Ist t(x) eine stetige und stark nicht-differenzierbare Funktion und
Yo, eine beliebige konvergente Reihe mit positiven Gliedern, so ist t(x) eine Poli-
inf #,(x)

10_9 Q;-
Es bezeichne H die Menge der Punkte x, in denen die Differenz der Dinischen

linksseitigen Ableitungszahlen, sowie die jenige der rechtsseitigen, nicht kleiner
als 104 ist. Es gilt also

x€H, wenn D[ (x) —d; (x) =104 und D;*(x) —d;f (x) =104

gongrenzfunktion mit den Parametern )=

ist (0 und 1 werden zu H gerechnet).

Es folgt jetzt aus dem Satz von DENJOY — YOUNG — SAKS, daB fast alle Punkte
des Intervalls [0, 1] in H liegen, also ist H iberall dicht in [0, 1]. Wir werden die
Abszissenwerte der Eckpunkte der in der Konstruktion auftretenden Polygon-
funktionen aus A wihlen.

Die Eigenschaft 2° wird dadurch gesichert, dall bei der Konstruktion von
t;(x) die Bedingung [7(x)—1;(x)| =p; befriedigt wird, damit wird nidmlich auch
die Ungleichung |#,(x) —#;+,(x)| = o, bestehen, wenn nur die Eckpunkte von 7, ,(x)
auf dem Bild von 7(x) gewihlt werden.

Das Erfiilltsein der Eigenschaft 3° werden wir so erreichen, daB wir solche
Sehnen auf dem Bild von 7(x) nehmen, denen Projektionen auf die x-Achse das
Intervall [0, 1] bedecken und deren Richtungstangenten von den Richtungstan-
genten der Strecken von f;_(x) mindestens um 34 abweichen. Daraus wird durch
Anwendung eines Hilfssatzes folgen, dass t;(x) mit der Eigenschaft 3° existiert.



Uberall stetige, nirgends differenzierbare Funktionen I 117

Es sei 0 =x,; <x, <... <x, =1 eine solche Teilmenge von H, dass die Differenz
des Maximums und des Minimums von 7(x) in [x;, x;4,] (i=1, 2, ..., m—1) kleiner
als g, ist. Wegen der gleichmiBigen Stetigkeit von 7(x) existieren solche Werte x;.
Die Polygonfunktion der Punkte (x;, 7(x;)) ist #;(x). Offensichtlich gilt |r(x)—
—1,(x)|<g@y. Es sei x;=¢;<&é,<...<§,=x;4+; (Figur 2)) eine Teilmenge
von H, fiir welche die Differenz des Minimums und des Maximums von #(x) in
[€;.&44] (G=1,2,...,n—1) Kleiner als g, ist. Wegen der gleichméBigen Stetigkeit
von 7(x) gibt es solche Werte ;. Wir konnen — wie wir es beweisen werden — aus
H zu jedem Wert j in dem Intervall [}, £;.,] solche Werte

51:511 "ff;z = “:éj::fjn
bestimmen, fiir die
(6) [t8 (Cjns S, n+1) — 1€ (X4 Xi4)| =4

ist.

Die Polygonfunktion der in den Teilintervallen [Z;, ¢;,,] aller Intervalle
[x;, X;+4] liegenden simtlichen Werten ¢, entsprechenden Punkte (&, 7(£;,)) ist
t;(x). Wegen der Definition von ¢; ist [f(x) —1,(x)| < g, und es ist wegen der Defi-
nition von ¢, nach (6) die Eigenschaft 3° fiir i=1 giiltig. Wir wiihlen jetzt in
[Sjns €js w+1] solche Elemente

| 4 i | g
th_51{52{°*-{5.1“§j,h+1

von H, fir welche die Differenz des Maximums und des Minimums von 7(x) in
[¢i, Lisq] Kkleiner als g5 ist, und wir nehmen in [{;, {;+,] solche Elemente

y __w . e
T =L = <6p=Ci+1

von H, fir die
(?) Itg' (gl‘ﬂ_{“i.s!**l)_tgr(éjm‘:j,h-pl)l;_3.-'/..

gilt. Die Polygonfunktion der zu sidmtlichen (;, gehdrigen Punkte ({;,, #({;,)) ist
t3(x). Nach der Definition von (; ist |f(x) —#3(x)| =903 und es gilt nach der Defi-
nition von {;, wegen (7) die Eigenschaft 3° fiir /=2,

Auf derselben Weise, wie 7,(x) zu #,(x) mit g, und #5(x) zu #,(x) mit g, defi-
niert wurden, wird zu 7;(x) mit o,,, die Funktion 7. (x) definiert. Es ist eine evi-
dente Folge dieses Verfahrens, dass die Funktion lim 7,(x) eine Polygongrenz-
funktion mit den Parametern /Z, p; ist. Sie ist nach dem Satz 2 stetig und stimmt
mit der stetigen Funktionen #(x) in den Abszissen der Eckpunkte der einzelnen
t;(x), d. h. auf einer iiberall dichten Menge iiberein. Sie ist deshalb identisch mit
t(x).

Es fehlt noch zum Beweis des Satzes 3 die Bestiitigung der Existenz der Punkte
Cjn- Zu dieser Bestitigung fixieren wir zuerst in (;, ;) zwei Elemente y und 3’
von H mit ;<=y=7"=¢;,,, fir die die Ungleichungen

Itg, (€, ) —tg, (x;, s PI=34 und  |tg, (7', & g) — 18 (x;, X4 )| =34

gelten. Dies ist nach der Definition von H und wegen &, £;,; € H moglich. Man
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kann jeden Punkt x in [y, '] mit einem Intervall (y,, y.) bedecken, fiir das die
Relationen

?xEH) ?;EH) 5}§?x{?.;§fj+l
und
®) 1€ (750 70) — 18 (xis X4 )| =34

bestehen. Es ist nimlich #(x) stark nicht-differenzierbar, also existiert zu x¢ [y, y']
ein Wertepaar

X, x"€[€;, Ejea] (X #x,x"7#x), fiir welches
) | tg, (x, x)—tg,(x, x")| = 10A— /=94
ist. Es besteht wenigstens eine der Ungleichungen

(10) |18, (x, X') — 18, (X, X;44)| =44
(11) | tg, (x, x”) —tg, (x;, X;41)| =44
denn sonst bekdmmen wir aus
| tg, (x, X7) — 18, (X, X;4 )| =44
| tg, (x, X") — tg, (x;, X;41)| =44

durch Addieren ein Resultat, das der Ungleichung (9) widerspricht.
Wir kénnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, daB3 (10) besteht,
und daBl x <x" gilt. Man kann wegen der Stetigkeit von 7(x) eine Zahl § mit

0 <0 <=min (?_éjs §j+l _;")

so finden, dass sich die linke Seite von (10) nur wenig éindert statt x und x" die Werte
7x€(x =38, x) und L€ (x, ¥+ J) genommen werden, also wird dann (8) giiltig sein.

Da die Menge H im Intervall [0, 1] tiberall dicht ist, sind y.€ H, y.€ H erfiill-
bar. Nach dem Borelschen Satz wird das Intervall [y, '] von endlich vielen der
Intervalle (y,, 7x) bedeckt. Zur Bedeckung des Intervalls [;, ;. ] bendtigen wir
noch hochstens die Intervalle [¢;, y] und [y, &;4,]). So wird [¢;, &;4,] durch end-
lich viele Intervalle bedeckt.

Wiihlt man die bedeckenden abgeschlossenen Intervalle [y,, 7] (r=1,2, ..., 5)
so, daB die Zahl s moglichst klein wird, so gelten

(12) G =M<V SN<PS . <Y 1 SP2<P=YVs-1<7V5s =Cj41
und
(13) tg, (7,> ¥¢) —tg, (x4, X4 ))| =34

Wir verwenden noch den folgenden

Hilfssatz. Es seien die Punkte A(a;,a;') und B;(b;, b)) (i=1, 2, ..., n) so gege-
ben, daf die Beziehungen

(14) a‘<a"+‘§bi‘:a;¢2§bi+l{bj+2 (i-_—l,z, ...,H—Z)
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gelten, ferner, daf fiir ein gegebenes d

Mt gz

Sl

(15)

mit gegebenem % =0 besteht. Dann konnen die Punkte C;(c;, ¢;') (j=1,2, ..., m=2n)
aus den Punkten A;, B; so gewdhlt werden, dafi
cinamei |

| Cj+1—C; !

I

(16)
und Ay =C,, B,=C,, c;<c;;, gelten.
Wir kénnen diesen Hilfssatz auf die Punkte
Ai=(7i,1()), Bi= (v, 1()) mit d=1g,(x;, X;i4y), %=34

anwenden, da so wegen (12), (13) auch (14) und (15) giiltig sein werden. Wir bekom-
men solche Punkte C,=(&;,.1(¢;,)). die wegen (16) der Bedingung (6) geniigen.
Der Hilfssatz wird mit vollstindiger Induktion bewiesen. Er gilt fiir n=1,
da C;=A4, und C, =B, eine Losung bedeuten. Nehmen wir an, daB3 die Behaup-
tung fir 1,2, ..., n (n=2) richtig ist.
Es geniigt den Fall zu erledigen, wenn

(17) ltg A, A, —d|= (i=23,...,n)

w N

gilt. Im entgegesetzten Fall ist fiir ein / |tg 4,4, —d| :-%, und dann befriedigen
die aus den Punkten

Fibis e d il o B

auf Grund der Induktionsannahme gewonnenen Punkte zusammen mit A4, die
Bedingungen des Hilfssatzes.
Es wird geniigen uns mit dem Fall

(18) tg A, B, =d

zu beschiiftigen, da — wie man es aus dem Beweise sehen wird — der Fall
tg A, B; =d in dhnlicher Weise behandelt werden kann.

Ebenfalls mit vollstindiger Induktion werden wir beweisen, dall es geniigt
uns mit dem Fall zu beschiiftigen, wenn fiir i=n—1 die folgenden Behauptungen
gelten:

1, tg A;B;=d.

2, Wir bezeichnen mit 2 bzw. mit g diec Halbgeraden mit den Richtungstan-

genten d bzw. d— %, die in der Richtung der wachsenden x von dem Punkt A4,
hinausgehen, und ebenso mit e; die aus B; gezogene Halbgerade mit Richtungs-
tangente d + % (Figur 3). Der Schnittpunkt von g und e; sei P;(x;, y;) (Po=4,).

Behauptung: der Punkt A4, liegt in dem Winkel, der fiir Scheitelpunkt P,_,,
fiir Schenkel die Halbgeraden g und e,_; hat.
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3 biEX_ 4.

4 bi=(d—x)(bi—x;-1)+yi-1-
3; und 4; driicken anschaulich aus, daBl der Punkt B; unter der aus P,_; mit Rich-
tungstangente d — x ausgehenden Geraden e)_, liegt.

Wir betrachten zuerst den Fall i =1. Nach (18) stellten wir fest, daB es geniigt
uns mit dem in 1; vorausgesetzten Fall zu beschiftigen. Esist 2, die Ungleichung

0

Figur 3

(17) fir i=2. 3, folgt aus der Bedingung (14) des Hilfssatzes. 4, ist eine triviale
Folge von 1, und von der Bedingung (15).

Nehmen wir an, dass 1;,—2,—-3,—4, fir j=1,2,3, ..., giiltig sind.

Besteht tg A;,,B,., =d, so folgt nach (17) |tg 4, 4;., —d| = ’;, und so liegt

A;., Uber (oder an) der Geraden g, und es liegt B; nach 3; und 4; unter (oder an)
dieser Geraden, also ist
tgAd;+ By =12 BB+,
d. h. (vgl. (15))
J{l‘% tgAl+lBJ""l _'d-:__;tg BiBl'+l '_d.

Dies bedeutet zusammen mit der aus 4; herleitbaren Ungleichung

itgAlB,-—d[:;—;-,
dal} die aus den Punkten
B‘.. Al""z’ Al‘+3’ nes A". Bf'i'l‘ Bi"‘!’ B".;.:,;, sany B"

nach der Induktionsannahme gewonnenen Punkte zusammen mit 4, die Fordenrug
des Hilfssatzes befriedigende Punkte ergeben. Es geniigt also uns mit dem Fall
zu beschiftigen, wo 1,,, gilt.

Nach 4, existiert der Punkt P;.

Gilt 2;,, nicht, so liegt A;,, unter der Halbgeraden A, P,, oder iiber der Halb-
geraden B,P, (natiirlich schlieBen sich diese Fille nicht aus). Im ersten Falle wiire

|t A g s~ :% im Gegensatz zu (17.). Im zweiten Fall ist |tg B,A,, , —d| }%,
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und dies bedeutet, dass die aus den Punkten
Ai+2! A.‘.}J, T An’ .B.-+2, .B;q.a, seny B'

nach der Induktionsannahme aus gewidhlten Punkte mit den Punkten 4, und B,
wegen der aus 4; herleitbaren Ungleichung |tg A,Bi—d|=:*—§- den Forderungen
des Hilfssatzes geniigen.

Wegen 2;,, ist a;.,=x;, aber es ist b;,, =a;,,, also gilt b,,,=x;, d. h. es
besteht 3;.,.

Die Gerade b; =x schneidet die Geraden g, ¢;—,, und ¢;_; in den — wegen
3, existierenden — Punkten G, E, E'. Infolge der Bedingungen, die den Richtungs-
tangenten der Geraden g, e;—,, ¢/, auferlegt wurden, wird die Strecke EE’ vom
Punkt G halbiert.

Deshalb liegt der Schnittpunkt G'(g,, g,) der durch E mit P,_,E’, bzw. durch
E" mit P,_, E parallel gezogensen Geraden an der Geraden g (P,—,EG'E" ist ein
Parallelogramm).

Der Punkt 4;,, liegt wegen 2; im Inneren (oder an der Grenze) des Dreiecks
P;,_,GE, und so liegt B;,, — infolge der Ungleichung d—tg A;,B,,=»—
unter (oder an) der von E herausgehenden Halbgeraden EG’.

Nach 4, ist die Ordinate des Punktes E" nicht kleiner als b}, und deshalb ist
x;=g,. Daraus folgt (wegen 3,,.,) g, =b,,,. Liegt also B,., unter (oder an) der
Halbgeraden EG’, so ist er umsomehr unter (oder an) der Halbgeraden e/, d. h.
es gilt 4,,,.

Somit haben wir die Behauptungen fiir i=#n—1 bewiesen. Der vorige Beweis
von 1;,, gilt auch noch fiir i=n—1, und so besteht 1,. Verwendet man ferner
die vorigen Beziehungen fiir i =n — 1, so liegt 4, wegen 2,_, in dem Dreieck P,-,GE,
und B, ist — infolge von 1, und (15) — unter der Geraden EG". Liegt B, unter der
Geraden GG’, so ist |tg AlBﬂ—dIE% und somit bedeuten C, =A4,, C, =B, den
Beweis des Hilfssatzes. Liegt B, iiber der Geraden GG, so ist er umsomehr iiber

E'G’, und so ist |tg B,— B, —d| = ; also bedeutet C, =A4,,C,=8,-, und C; =8B,

den Beweis des Hilfssatzes.
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