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Uber die Vervollstindigung geordneter Halbringe

Von HERBERT LUGOWSKI (Potsdam)

Nachdem in letzter Zeit geordnete Halbringe mit in algebraische Struktur-
untersuchungen einbezogen werden (vgl. WEINERT [11]), erhebt sich auch die Frage
nach der Vervollstindigung derartiger Halbringe. Wir wollen hier aufzeigen, wie
die entsprechenden Uberlegungen beim Aufbau der Arithmetik in diesem Rahmen
in allgemeine strukturelle Zusammenhiinge eingeordnet werden kénnen:; Haupt-
ergebnis ist dabei (vgl. die Sétze (2. 2) und (4. 2)), daBl gerade die archimedischen
Halbringe mit der in (1. 2) definierten Eigenschaft J1V vollstindige Hiillen besitzen,
welche bis auf dhnliche Isomorphie mit den grundlegenden in der Zahlenrechnung
auftretenden vollstindigen Halbringen libereinstimmen.

§ 1. Vorbemerkungen

1. Als Halbring )X bezeichnen wir eine algebraische Struktur mit einer Addition
und einer Multiplikation, die in Bezug auf beide Verkniipfungen Halbgruppe ist und
dem (beiderseitigen) Distributivgesetz geniigt: bilden die von dem eventuell existie-
renden Nullelement verschiedenen Elemente sogar eine multiplikative Gruppe, so
nennen wir I einen Halbkérper. Wi heildt geordnet, wenn in ) eine (irreflexive)
Ordnungsrelation vorliegt, die Trichotomie (JI), Transitivitit (JI1) und die Monoto-
niegesetze der Addition (JIIT) und Multiplikation (JIIT) erfiillt:

JIIl:  Aus a<b folgt a+c<b+c¢. c+a<c+b fir alle c< I,

) ac-=he, ca=ch fiir positives c¢N:
JIT: Aus a<=b folgt 4 ; =
ac=bc, ca=ch fir negatives ¢ €.

Positiv nennen wir dabei die Elemente ¢ £ mit ¢ =c+ ¢, negativ diejenigen
mit ¢=c¢+c. Auf Grund von JIII sind dann die positiven (negativen) Elemente
gerade diejenigen, welche bei der Addition vergréBern (verkleinern), so dall jedes
positive Element gréBer als jedes negative Element ist: existiert in )i ein Nullele-
ment 0, so sind die positiven (negativen) Elemente auch gekennzeichnet durch die
Angabe ¢ =0 (¢ =0). Die scharfe Formulierung der Monotoniegesetze, welche durch
die gesteckte Zielstellung gerechtfertigt werde, zieht die Regularitdt der Addition
und Multiplikation und damit die Kommutativitit der Addition nach sich (vgl.
WEINERT [11: § 2]). womit jeder geordnete Halbring insbesondere ein Halbring im
Sinne von Rfper [10:§ 19] ist: entsprechend betrachten wir als (geordnete) Halb-
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moduln nur additiv geschriebene regulire Halbgruppen (mit JI, JI1. JII1), die kommu-
tativ sind (vgl. auch die Anmerkung in (1. 4)).

2. Eine Analyse der Beweise der Zahlenrechnung ergibt. dafl dort folgendes
Axiom eine zentrale Rolle spielt:

JIV: Zu acO und <) mit a<»b existiert ein x<3W mit a+x = b.

Geordnete Halbmoduln bzw. Halbringe, in denen JIV erfiillt ist. bezeichnen wir
auch kurz als ,.Halbmoduln bzw, Halbringe mit JIV"”, Gilt auch noch die Umkeh-
rung von JIV, liegen also nur positive Elemente vor, so nennen wir die betreffenden
Halbmoduln bzw. Halbringe natiirlich geordnet (im Unterschied zu CrirrorD [3],
der diese Begriffsbildung fiir Halbmoduln geprigt hat, schlieBen wir also hierin von
vornherein hinsichtlich der Addition die Kommutativitit, Regularitit und Nicht-
existenz eines Nullelementes ein). Insbesondere ist der ., Positivititsbereich ™ aller
positiven Elemente eines Halbmoduls bzw, Halbrings mit JIV stets natiirlich geordnet.

3. Zu jedem geordneten Halbmodul ") existiert bis auf dhnliche Isomorphie
genau ein geordneter Differenzenmodul D () (CLirrorD [4]. Theorem 2): die ent-
sprechende Aussage iiber den geordneten Differenzenring eines geordneten Halb-
rings gilt jedenfalls dann, wenn in 2 JIV erfiillt ist (WEiNerT [11:§ 6]). Handelt es
sich bei der Ordnung von )N sogar um die natiirliche Ordnung, so hat D) die
einfache Struktur

D) = W w [0} v,

wobei M{" aus den Entgegengesetzien aller Elemente von 2 besteht; offenbar gilt
m =0=m fir m" €W, mcIN. Ferner besitzt jeder geordnete kommutative Halb-
ring 2 auch einen bis auf dhnliche Isomorphie cindeutig bestimmten geordneten
Ouotientenhalbkorper Q (M) (WEINERT [11:§6]); mit i erfiillt auch Q) das Axiom
JIV. Fiir jeden Halbring mit JIV sind Differenzenring- und Quotientenhalbkérper-
bildung vertauschbare Operationen (WEINERT [11: § 5]).

4. Da wir weiterhin nur Halbmoduln bzw. Halbringe mit JIV betrachten,
definieren wir archimedische Halbmoduln bzw. Halbringe einfach dadurch, dal3
in ihnen das archimedische Axiom in der iblichen Form gilt'):

Zu positivem a< )i und beliebigem h <)) existiert eine natiirliche Zahl 7 mit
na = b.

Mit i ist stets auch Q) archimedisch: dagegen gilt diese Aussage nicht
smmer fiir D)%), wohl aber dann, wenn JIV in 2 erfiillt ist. Aus letzterem ergibt
tich insbesondere, daB jeder archimedische Halbring mit JIV multiplikativ kommu-
iativ ist, da dies ja fiir jeden archimedischen Ring gilt. Den Rahmen unserer Uber-
legungen steckt dann folgender Hilfssatz ab:

Hilfssatz. Es sei Wi ein archimedischer Halbmodul (bzw. Halbring ) mit JIV. Dann
ist YN entweder natiirlich geordnet oder von der Form )i = |0} U1t oder bereits Mo-
dul (bzw. Ring). Fiir einen Halbkdrper " folar dies bereits aus JINV allein.

') Vgl. hierzu die Bemerkungen von WeINerT [I1; S, 54/55] zum archimedischen Axiom;
auch die Cuirrorpsche Definition eines archimedischen Halbmoduls in [4] deckt sich bei Giiltig-
keit von JIV wegen des nachstehenden Hilfssatzes mit der obigen.
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Beweis. Es bleibt nur das Vorliegen der Moduleigenschaft zu zeigen, falls
ein negatives Element ¢ €2 existiert. In der Tat gilt:

a) W besitzt ein Nullelement 0: denn wegen JIV gibtesein xe Wi mit ¢ ~ ¢+ x =
=¢, woraus fiir alle a€) folgt ¢ +¢=a+c¢+c+x, also a=a+(c+x) und damit
¢+ x=0. Dies zeigt zugleich, dal} jedes negative Element ¢ in ) ein Entgegen-
gesetztes besitzt,

b ) Sind @ und b Elemente von 2N mit @ = b, so gibt es zu jedem negativen Ele-
ment ¢€Mi eine natiirliche Zahl » mit a+nc - b: denn da dann —¢ positiv ist,
existiert zu yeIN mit b+ y=a ein solches n mit y=n(—c)= —ne, also folgt
a=b+v=>b+(—nc). mithin a+nc <.

¢) Die Gleichung a+x =5 ist also in 2 stets |6sbar; denn fir a =5 folgt
dies direkt aus JIV, fiir a=5b geméB a) mit x =0 und fiir a = b abermals unter Ver-
wendung von JIV gemdll ») mit x =nc+=z und z€MN.

d) Fiir einen Halbkorper 2 kann man in ¢/ statt ) folgenden Schluld ver-
wenden: Aus a=b folgt gemdll JIII" ca =ch: also gibt es wegen JIV ein positives
Element y €M mit c¢h=ca+y und wegen der Mdglichkeit der Division in W zu
y und ¢ ein x €D mit y =cx, woraus sich ¢ =ca+cx=c(a+x) und damit b=a + x
ergibt.

ANMERKUNG im Halbmodulfall: Wenn man in JIV stirker fordert, dall zu
a b sowohl ein x €0 als auch ein y €3 mit @ + x =y + a = b existiert, so braucht
man die Kommutativitit der Addition nicht vorauszusetzen: diese ist dann viel-
mehr gemdB FucHs [6] eine Folge der iibrigen Eigenschaften von .

5. Einen Oberhalbmodul von i, der mit Wi gemeinsam entweder natiirlich
geordnet ist oder auBer dem Nullelement nur aus positiven Elementen besteht
oder Modul ist, nennen wir einen gleichartigen Oberhalbmodul von k.

6. Unter der vollstindigen Hiille V(2)) einer geordneten Menge i verstehen
wir eine normale vollstindige Erweiterung im Sinne von CrLirrorD [5: S. 41], also
eine Menge U mit folgenden Eigenschaften:

I. W ist geordnete Obzrmenge von ).
I1. W ist vollstindig, d. h. jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge
von ¥ hat ein Supremum in U (,,bedingt-vollstindig"” bei BiIRkHOFF [2: S. 51]).

1. Jedes Element € ist Infimum und Supremum nichtleerer Teilmengen
von M.

V() existiert eindeutig bis auf Ahnlichkeit und ist genau dann dicht, wenn
Wi dicht ist.

7. Um eine moglichst enge Vergleichsmoglichkeit zur Zahlenrechnung zu ha-
ben, beschreiben wir V(30) durch die klassische Methode der Dedekindschen Schnitt-
bildung. Ein Schnitt (4. B) in 2 ist dabei wie iiblich eine Einteilung von Wi in
zwei nichtleere Teilmengen 4 und B mit a<b fiir a€ A, b€ B; ein Schnittelement
Z von (A, B) ist ein Element aus einer geordneten Obermenge von I mit a==5h
fiir alle ac A, be B. X = V() ist dann, falls 2N wenigstens zwei Elemente ent-
hilt (sonst ist i = V(2Wi)), gekennzeichnet durch folgende Eigenschaften:

(a) B ist geordnete Obermenge von M.

(b) Jeder Schnitt (A4, B) in M hat ein Schnittelement €.

(¢) Jedes Element && ist Schnittelement eines Schnitts (A4, B) in M.
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(d) Jeder Schnitt in 2, der bereits ein Schnittelement in )i besitzt, erhilt
in ¥ kein neues hinzu: jeder Schnitt in Wi, der kein Schnittelement in Wi hat. be-
kommt in ¥ nur ein solches.

Letztere Aussage ist ersetzbar durch:

(d") Gibt es zu zwei Elementen &, €% und &, €8 mit &, =&, Kein x €2 mit
E,i<=x<¢&,, so gilt & €M und &, <.

Die Vollstindigkeit von 0 ist gleichwertig mit der Aussage. dall auch jeder
Schnitt in ¥ ein Schnittelement in ¥ hat.

8. Im dichten Falle besagt (d), daB jeder Schnitt in )i auch nur ein Schnitt-
element in X hat, und (d’), daB i dicht in W ist. Eine vollstindige dichte Menge
nennen wir in Angleichung an die Zahlenrechnung auch kurz eine stetige Menge
und V= V(i) dementsprechend die stetige Hiille = = S() der dichten Menge
2i. Hat i kein Maximum?), wie dies ja bei den von uns betrachteten Halbmoduln
bzw. Halbringen mit JIV wegen der Existenz positiver Elemente stets der Fall ist.
so kann man als einen typischen Vertreter fiir S()) die Menge aller Schnitte in
¢ nehmen, deren Oberklasse in W kein Minimum besitzt, wenn man sie auf Grund
der Vorschriften

(A.B)=(A' . )= B=F

(A.B)=(A",B)eBnA" # B(= B CB)

ordnet und Wi dadurch dhnlich einbettet, dall man diejenigen Schnitte, deren Un-
terklasse in 2 ein Maximum besitzt, mit diesem Maximum identifiziert. (Fiir eine
(vollgeordnete) dichte Menge )i ohne Maximum ist daher S(2i) auch identisch
mit der Dedekindschen Hiille o), wie sie BANAsCHEWSKI [1] fiir (teilweise) geord-
nete Gruppen einfiihrt.)

9. Ferner verwenden wir folgende (bis auf Ahnlichkeit bestechende) Aussagen
liber stetige Hiillen dichter Mengen:

(a) Es sei 2 geordnete Vereinigungsmenge Wi =32, wM{,, und es habe M,
ein Minimum, falls Wi, kein Maximum besitzt: dann ist S(2)i) die geordnete Vereini-
gungsmenge S(M) = S(Wi,)u SO,).

(b) Liegt die Menge )i, dicht in der unberandeten Menge i, . so gilt S(i,) =
= S(IM,).

10. SchlieBlich bezeichnen wir mit N, I', P, A den Halbring der natiirlichen,
ganzen, rationalen bzw. reellen Zahlen, mit H und © den Positivitdtsbereich von
P bzw. A und mit N=, I'". ... die entsprechenden additiven Strukturen.

§ 2. Nicht-dichte Halbmoduln und Halbringe mit JIV

1. Hilfssatz. Ein Halbmodul Y mit JIV ist genau dann nicht-dicht, wenn er ein
minimales positives Element besitzt.

Beweis. Ist W ein dichter Halbmodul mit JIV und @€ positiv, so gibt es
ein xeMW mit ¢« =x=a+a und ein positives y €I mit a+ y=x: offensichtlich

4) Ist g = Max W, so gilt auch g = Max S(WM) und umgekehrt: in diesem Falle ist S() gleich
der geordneten Vereinigungsmenge Sy fpe) mit W=\ {u}. Entsprechendes gilt fiir das
in M evtl. existierende Minimum.
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gilt y =a. Umgekehrt existiert in jedem Halbmodul mit JIV, aber ohne minimalem
positiven Element zu a<b ein x€I mit ¢ +x=» und zu x ein positives y« I
mit y=x, so daB sich a<=a+y<»b ergibt.

2. Satz. Es sei W bzw. N ein nicht-dichter Halbmodul bzvw. Halbring mir JIV.
Dann sind folgende Aussagen gleichwertig:

(A) W bzw. N ist archimedisch.

(B) 2 bzw. N ist vollstandig.

(C) V(M) bzw, V(N) ist ein Halbmodul bzw. Halbring mit JIV,

(D) M bzw. N ist dhnlich isomorph zu

N* oder {0} UN* oder T+
bzw. mN oder {0} omN oder mI" (m¢eN).

Beweis. Alles ergibt sich unter Verwendung der sofort ersichtlichen Aussagen
aus den nachstehend gezeigten beiden Teilbehauptungen:

Aus (A) folgt (D)*): Wir beginnen mit dem natiirlichen Fall. Nach (2. 1) exi-
stiert in YN bzw. N ein kleinstes Element u; infolge der Voraussetzung ,archime-
disch™ sind alle anderen Elemente von Y\ bzw. N natiirliche Vielfache gu von .
Damit folgt bereits N*' =W vermodge g —gu bzw. mN =N vermoge gm —gu. wo-
bei p-p=myp. Der zweite Fall ist klar, den dritten erhilt man unter Beachtung von
(1.4) und der Tatsache, daB sich jeder Modul 2 bzw. Ring ) als Differenzen-
modul bzw. -ring seines (natiirlich geordneten) Positivitdtsbereiches gewinnen
1aBt. :

Aus (B) folgt (A): Sonst giibe es nimlich ein positives Element &< und ein
Element n €X' mit &<y, so daB 5 eine obere Schranke der Menge 11 < U aller na-
tiirlichen Vielfachen n¢ von ¢ ist. Nach Voraussetzung existiert dann ein Element o €10
mit o =sup ll. Wegen JIV gibt es zu jedem né ein x,€ ¥ mit né + x, =0, und die
Elemente x, bilden eine abnehmende Folge positiver Elemente. Diese ist nach
unten beschrédnkt, denn nach (2. 1) gibt es in ¥ ein minimales positives Element p.
Damit folgt fiir alle n

né < né+pu < né+x, = o.

Wegen p=ao ist g+ t=a mit positivem 78 und damit = gemih
né 4+ p=<t+4pu, aiso né =r,

eine kleinere obere Schranke von 1 als ¢ =sup 1. Dieser Widerspruch zeigt die
Behauptung.

§ 3. Dichte Halbmoduln mit JIV

1. Hilfssatz. Es sei IR ein Halbmodul mit JIV ; dann gilt*):

(a) Ist W dicht, so gibt es zu jeder natiirlichen Zahl n und jedem positivem Ele-
ment be W ein positives Element x N mit nx < b.

(b) Ist W stetig, so ist W auch archimedisch, und es gibt zu jeder natiirlichen
Zahl n und jedem Element beWt ein Element x <)) sogar mit nx =b.

') Fir natiirlich geordnete Halbmoduln bezeichnet CrLirrorn [4] diese Aussage als ,.The-
orem von HUNTINGTON™ unter Verweis auf [B]. [9].
4) Fiir den natiirlichen Fall finden sich diese Aussagen bereits bei HovLper [7].
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Bewes. (a) Jedenfalls gibt es zuniichst ein positives Element ¢, € W mit 2¢, = b:
denn nach (2. 1) existiert ein positives Element < mit d <=b und dazu wegen
JIV ein positives Element e mit d+e=>5h, so daBl 2e=bh im Fall e=d bzw.
2d=b im Falle d —=e gilt. Dann gibt es aber auch fiir jede natiirliche Zahl & ein
. €M mit 2%¢, =bh, und man braucht k& nur so zu wihlen, daB n<2* gilt, um
ne,<2%¢, =b zu erhalten.

(b) Wire )i nicht archimedisch, so gibe es ein positives a € und ein b
mit na = b fiir alle n<N. Dann hiitte aber der Schnitt (A4, B) in i, dessen Ober-
klasse B aus allen Elementen b’ ¢ mit na = b’ fiir alle nN besteht, kein Schnitt-
element in Wi. Demnach geniigt es wegen (1. 4), die zweite Aussage in (b) fiir posi-
tives h €3 zu zeigen. Dann leistet aber das Schnittelement x €2 des Schnitts (4, B)
in Y%, dessen Unterklasse 4 aus allen Elementen & €3 mit na” =h besteht, das
Gewiinschte (A4 =© wegen Teil (a)).

2. Satz. Es sei I ein dichter und archimedischer Halbmodul mit JIV ; dann gilt
(a) Es existiert eine und nur eine Fortsetzung der Addition von Wi auf S()).
so daB S(IN) geordneter Oberhalbmodul von Wi wird; es gibt also bis auf dhnliche
Isomorphie genau einen geordneten Oberhalbmodul von . der zugleich stetige Hiille
von W ist.

(b)y S(WN) ist ein gleichartiger Oberhalbmodul von .

(c) D(S(M)) = S(D(M)). d. h. Bildung der stetigen Hiille und des geordneten
Differenzenmoduls sind (bis auf dhnliche Isomorphie) vertauschbare Operationen.

(d) Jeder gleichartige stetige Oberhalbmodul Z von Wi stimmt (bis auf dhn-
liche Isomorphie) mit S() iiberein.

Zusatz. Inshesondere garantiert dies die Existenz und Einzigkeit des Moduls
A der reellen Zahlen, gleichgiiltic ob man von H* iiber P+ oder ©®* aufsteigt:

AT =D(O)=S(P*) mit Ot =SH*) und Pt = D(H™).

Dariiber hinaus gilt:
(e) Jeder stetige Halbmodul Z mit JINV ist a@hnlich isomorph zu

©* oder {0} L O* oder A* 3).

Biwkis. Aussage (a) zeigt man wie in der Zahlenrechnung beim Ubergang
von H* zu ©*, da die genannten Voraussetzungen gerade die dort verwendeten
Eigenschaften von H* erfassen; die Summe zweier Elemente ¢ und & aus S().
die Schnittelemente der beiden Schnitte (4, B) und (4, B’) in 2 mit Oberklassen
ohne Minimum sind, ist dabei das Schnittelement ¢” des Schnittes (A", B”) in Wi,
dessen Oberklasse B” gerade aus allen Summen b+45" mit b B, b'< B’ besteht.

Entsprechendes gilt fiir die Aussage (b) im natiirlichen Fall. Ferner folgt aus
Wi = {0} UL gemdB (1.9a) SCMN)=1{0! U S(L). wobei das Nullelement 0 von M

*) Fiir natiirlich geordnete Halbmoduln bezeichnet CLiFrorD [4] die Aussage (¢) als ,,Theorem
von HOLDER™ unter Verweis auf [7]; auch gehort jeder dichte archimedische Halbmodul mit JIV
zu den von CLIFFORD [5] bebandelten Halbmoduln, deren Addition stetig beziiglich der Ordnungs-
topologie ist und deren ,,unterhalbstetigen™ und ,,oberhalbstetigen™ normalen Vervollstindigungen
zu einer eindeutig bestimmten normalen Vervollstindigung zusammenfallen.
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wegen JI und JII auch das Nullelement von S(M), also S() der Positivitats-
bereich von S(:2) ist. Im Modulfall W =" U {0} UL ergibt sich analog S(MW)=
=SCR)w1{0] U SCR) und die Moduleigenschaft von S(W) aus (1. 4).

Aussage (c) ist wegen (b) nur noch fur den natiirlichen Fall zu zeigen. Dazu
diskutieren wir das Schema:

SEZ) D('C:')
' |
T=D(M) S)=25
0

Zunichst ist D(Z) mit £ stetig, wie man am einfachsten unter Verwendung der
Zerlegung D(Z)=Z2"{0}u Z erkennt: je nachdem. ob es in der Unterklasse
A eines Schnitts (4, B) in D(Z) ein Element a ¢ Z gibt oder nicht, erhdlt man ndm-
lich als Schnittelement von (A4, B) das Schnittelement des Schnitts (AN Z, BN 2)
in £ oder 0 bzw. das Schnittelement des Schnitts (4AnZ', BN Z") in Z'. Als ge-
ordneter Obermodul von I enthédlt D(Z) weiterhin den (bis auf dhnliche Iso-
morphie eindeutig bestimmten) geordneten Differenzenmodul T = D(Mi) von Wi,
Dariiber hinaus ist I dicht in D(Z), wie sich ohne weiteres durch Fallunterschei-
dung aus D(V) =" [0} UM und D(2)=2"u {0} v S ergibt. Damit ist aber
der Modul D(Z) als unberandete stetige Obermenge von I, in der T dicht liegt,

gemil (1. 9b) ebenfalls stetige Hiille von T, stimmt also gemdB (a) mit S(I) bis
auf dhnliche Isomorphie iiberein.

Aussage (d) braucht offenbar gleichfalls nur fiir den natiirlichen Fall gezeigt
zu werden. Dann existiert zu (€2, n€Z mit S =n ein (€ Z mit {4+ =n. Zu dem
Element { bestimmen wir ein x €3 mit x <=(; ein b€ M erfiillt ndmlich entweder
bereits b=, oder es gibt wegen (3. 1b) eine natiirliche Zahl n mit b <n{ und dazu
gemil (3. la) ein x €I mit nx < b. Ist nun £ = x, so folgt unmittelbar { =x<{ <y
andernfalls ist x=¢, so daB eine natiirliche Zahl m mit (m—1)x=_{<=mx exi-
stiert, und man erhdlt dann & =mx=_+ x<=n mit mx €. Wiederum folgt damit
die Behauptung gemil} (1. 9b).

SchlieBlich geniigt es auch zum Nachweis von (e), nur den natiirlichen Fall
zu betrachten. £ enthiilt dann den zu H* ihnlich-isomorphen Halbmodul He aller

: ¢ eines beliebigen Elementes ¢ Z: f ist dabei

bestimmt durch die Gleichung ae=hf (acN, bcN) und existiert gemal3 (3. 1b).
He ist dicht in Z; denn zu a<p aus S gibt es wegen JIV ein (€Z mit x+¢=f
und wegen archimedisch ein n €N mit £ =né, also zu dem nach (3. 1b) existierenden

g i e . i 1 m g
¢'=&=¢ ein meN mit (m—1) & =a<=me’, so daB z = e = ff folgt. Damit er-
!

positiv-rationalen Vielfachen fi=

halten wir die Behauptung gemidB (1.9b) aus Z = S(He), ©* =S(H*) und (a).

3. ANMERKUNG. Die Notwendigkeit der Voraussetzung ,,archimedisch™ ergibt
sich sofort aus (3. Ib). Im iibrigen ist diese Voraussetzung auch unabhiingig von
den anderen Voraussetzungen, denn es gibt dichte Halbmoduln mit JIV, die nicht-
archimedisch sind: ein Beispiel hierfiir liefert der Polynomring P[x], wenn man
als Positivitiatsbereich 1! die Menge aller Polynome f(x)¢P[x] zugrundelegt, die
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in P einen positiven hochsten Koeffizienten besitzen. *J* selbst ist ein Beispiel dafiir,
daB auch natiirlich geordnete dichte Halbmoduln existieren, die nichtarchimedisch
sind.

§ 4. Dichte Halbringe mit JIV

1. Hilfssatz. Es sei Wi ein Halbring mit JINV : dann gilt:

(a) Ist W dicht und archimedisch. so gibt es zu jedem Element a <Y und jedem
positiven Element bé ) ein positives Element x ¢ mit ax <b; W ist dann dicht
in seinem Quotientenhalbkirper Q).

(b) Ist YN stetig, so ist W selbst sogar Halbkérper.

Beweis. (a) Jedenfalls existiert zunidchst ein n €N mit ab —=nb und weiter nach
(3. la) ein positives x €2 mit nx <= b. Damit folgt in der Tat

abx =(nb)x =b(nx)<=hbb, also ax-<b.
Zum Beweis der zweiten Behauptung brauchen wir wegen (1.4) nur zu zei-

u W w0 W s
gen, dall zu Elementen = und - aus Q (M) mit e und positiven Elementen

u, v, w aus W ein Element x € )) existiert mit ? <X = ‘:‘ . Aus l: < l:. folgt aber
u = w, also wegen JIV die Existenz eines positiven Elementes z € i mit # + z = w und
nach obigem die Existenz eines positiven Elementes y < mit vy =z, Entweder
ist nun «-<vy, oder es gibt in dem archimedischen Halbring I eine natiirliche
Zahl n=1 mit

(n—Noey = u < n(vy).
Also ist fir n=1

u-=ny) =u+vy = u+z =w, mithin w-=v(ny)=mw,

und x=ny erfillt die geforderte Bedingung.

(b) Wegen (3. 1b) und (1.4) geniigt es hier zu zeigen, daf} zu positiven Ele-
menten a und b aus I stets ein x €Y mit ax = b existiert. Ein solches x €M ist
aber das Schnittelement des Schnitts (4. B) in M. dessen Unterklasse 4 aus allen
Elementen & €Y mit aa’ =b besteht (A4 =GO wegen Teil (a)).

2. Satz. Es sei M ein dichter und archimedischer Halbring mit JIV; dann gilt:

(a) Es existiert (neben der bereits gemdf (3. 2a) eindeutig bestimmiten Fort-
setzung der Addition) eine und nur eine Fortsetzung der Multiplikation von W auf
S(M), so daff S(IN) geordnerer Oberhalbring von W wird; es gibt also bis auf dhn-
liche Isomorphie genau einen geordneten Oberhalbring von YN, der zugleich stetige
Hiille von I ist.

(b) S(Wi)=S(Q(M)). d. h. die stetige Hiille von 2 stimmi (bis auf dhnliche
Isomorphie ) mit derjenigen des Quotientenhalbkiorpers Q () von W iiberein.

(c) SCW) ist ein gleichartiger Oberhalbkirper von .

(d) D(S()) =S(D(M)). d. h. Bildung der stetigen Hiille und des geordneten
Differenzenringes sind (bis auf dhnliche Isomorphie,) vertauschbare Operationen.

(e) Jeder gleichartige stetige Oberhalbring Z von Y stimmit (bis auf dhnliche
Isomorphie ) mit S(M) iiberein.
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Zusatz. [nsbesondere garantiert dies die Existenz und Einzigkeit des Korpers
A der reellen Zahlen, gleichgiiltic ob man von H iiber P oder © aufsteigt:

A=D(O)=S(P) mit ®=S(H) und P= D(H).

Dariiber hinaus gilt:
() Jeder stetige Halbring Z mit JIV ist dhnlich isomorph zu

© oder {0} UO oder A.

Bewrls. Zur Vermeidung von Vorzeichenschwierigkeiten empfiehlt es sich,
zundchst nur den natiirlichen Fall zu betrachten und den allgemeinen Fall dann
unter Berticksichtigung von (1.4) zu behandeln:

Aussage (a) kann fiir einen Halbkérper )i wieder wie in der Zahlenrechnung
beim Ubergang von H zu © gezeigt werden: das Produkt zweier Elemente ¢ und
& aus S(WN), die Schnittelelemente der beiden Schnitte (A4, B) und (A", B') in I
mit Oberklassen ohne Minimum sind. ist dabei das Schnittelement " des Schnitts
(A", B”) in I, dessen Oberklasse B” gerade aus allen Produkten A-h" mit he B,
b € B’ besteht. Der Halbringfall 145t sich darauf durch Quotientenbildung zuriick-
fihren. In der Tat liegt M dann gemilB (4. la) dicht in seinem (unberandeten)
Quotientenhalbkdrper Q). so dall gemdB (1.9b) S(Vi) und S(Q(W)) bis auf
Ahnlichkeit iibereinstimmen. Da weiterhin Q()i) mit 2 ebenfalls dicht, archi-
medisch und natiirlich geordnet ist, trifft (a) nach obigem auf S(Q()i)) zu, so daB
S =S(Q(M)) jedenfalls auf eine Weise geordneter Oberhalbring von i ist.
Zum Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, S(2{) liege irgendwie als geord-
neter Oberhalbring von i vor:; S(M) ist dann gemiB (3. 2b) mit Wi natiirlich
geordnet und daher nach (4. 1b) sogar geordneter Oberhalbkorper von Wi, Also
enthilt S(2)) auch den (bis auf dhnliche Isomorphie eindeutig bestimmten) geord-
neten Quotientenhalbkdrper Q(2N) von Wi, so daB die Multiplikation in S(2)
eine Fortsetzung der Multiplikation von Q(2)) ist, die wegen der (oben gezeigten
mengenmiBigen) Gleichheit von S(2{) und S(Q(MN)) die stetige Hiille S(Q(2))
von Q(M) zu einem geordneten Oberhalbring von Q(Wi) macht. Da Aussage (a)
aber fiir Halbkorper bereits gesichert ist, folgt daraus, daBl diese Multiplikation
die einzig mdogliche in S(W0) ist. Zugleich haben wir (fiir den natiirlichen Fall)
die Aussagen (b) und (c) gezeigt.

Ist Wi ein Halbring von der Form 2 = [0] U B, so gewinnt man die Aussagen
(a) und (¢) wegen S(Wi)=1{0} v S(*R) sofort aus obigem und Aussage (b) aus

S(M) =10} US(Q(P)) =S({0} v O(P))=S(Q(M)).

Den Ringfall erfassen wir durch Betrachtung des (bis auf dhnliche Isomorphie
cindeutig bestimmten) geordneten Differenzenringes D(2i) eines natiirlich geord-
neten Halbrings Wi, da sich ja jeder geordnete Ring als geordneter Differenzenring
seines natiirlich geordneten Positivitdtsbereichs gewinnen 1d6t. Dazu untersuchen
wir das im Beweis von (3. 2c) fiir Halbmoduln diskutierte Schema noch im Hin-
blick auf die Fortsetzung der Multiplikation. Als geordneter Oberring von Y\ ent-
hidlt D(Z) sicher D(M), d. h. die Multiplikation in D(Z) ist eine Fortsetzung der
Multiplikation in D(2{) und macht wegen der gemiB (3. 2c) vorliegenden Gleich-
heit der Moduln D(E) und S(3T) letzteren jedenfalls auf eine Weise zu einem geord-
neten Oberring von I. Jede andere Multiplikation in S(I), mit welcher der Modul

D3
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S(3T) ebenfalls zu einem geordneten Oberring von I wird, erkldrt wegen der (bis
auf dhnliche additive Isomorphie bestehenden) Beziehung

S(T)=D(2)22

in £ eine Multiplikation, die Fortsetzung der Multiplikation in i ist und 2 zu
einem geordneten Halbring macht: letzteres folgt daraus, daB Z gerade der Posi-
tivititsbereich seines Differenzenmoduls D(Z)= S(3I) ist. Daher stimmt die Mul-
tiplikation der positiven Elemente von S(I) mit der nach obigem einzigen vor-
handenen Multiplikation in Z iiberein. Die Multiplikation im Positivitdtsbereich
legt aber in einem Ring auch die Multiplikation mit negativen Faktoren ein-
deutig fest. Damit ist (a) fiir Ringe und gleichzeitig (d) gezeigt.

(b) ergibt sich fiir einen Ring W unter Verwendung der Tatsache, dalB fiir
den Positivititsbereich ‘I8 von Wi als Halbring mit JIV die Differenzenring- und
Quotientenhalbkorperbildung vertauschbare Operationen sind (vgl. (1. 3)):

SN = S(D(P))=D(S(B))=D(S(0(B))) = S(D(Q(H)))
=S(Q(D(F)))=S(Q()).
Aussage (c) folgt wieder unter Beriicksichtigung von (1. 4).

Aussage (e) bzw. (f) zeigt man wie Aussage (d) bzw. (e) in (3. 2), wobei an die
Stelle von Hilfssatz (3. 1) der Hilfssatz (4. 1) tritt und im Beweis von (f) das Element

¢€Z als das Einselement von Z gewihlt wird.

3. ANMERKUNG. Es scheint schwierig zu sein, den Beweis von (4. 2a) sogleich
allgemein fiir natiirlich geordnete Halbringe zu fiihren, also den Einsatz der Divi-
sion dabei zu verweiden, etwa bei Schliissen wie: Sind B und B” Oberklassen ohne
Minimum von Schnitten in 2 und gilt fiir y <2 die Ungleichung y = b-b" mit he B,
b€ B’, so hat man auch eine Gleichung y=b,-b; mit b, € B, bj € B’ (was sich etwa
durch Lésen der Gleichung y=h-x in einem Halbkdrper Wi sehr leicht ergibt. da
dann x=b", also xc B gilt).
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