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Zu einem Satz von Huppert betreffend iiberauflosbare Gruppen

Von G. PAZDERSKI (Halle/Saale)

B. HupptrT hat in [4] die Gleichwertigkeit folgender Eigenschaften fiir eine
endliche Gruppe G bewiesen:

1. G ist iiberaufldsbar (d. h. G besitzt nur Primzahlen als Hauptindizes).

2. Jede maximale Untergruppe von G hat unter G Primzahlindex.

3. G/®(G) ist iiberauflosbar,

Der Begriff der Uberauflosbarkeit wurde dann von R. BAER in [1] erweitert
durch Einfithrung des Begriffs der iiberauflésbaren Einbettung: Ein Normalteiler
N der Gruppe G heiBBt iiberauflosbar eingebettet in G, wenn durch N eine Haupt-
reihe von G gelegt werden kann, deren unterhalb N gelegenes Stiick nur Primzahlen
als Indizes hat oder wenn N die Ordnung 1 besitzt. A. a. O. bewies BAER u. a. die
folgende Verallgemeinerung von 1.<+3.:

Ein Normalteiler N der Gruppe G ist genau dann iiberauflosbar eingebettet in
G. wenn N/®(N) in G/®(N) iiberauflésbar eingebettet ist.

In dieser Note geben wir unter Benutzung des Barrschen Resultats eine Verall-
gemeinerung von l.-+2. an, indem wir die iiberauflosbare Einbettung gewisser
Normalteiler N in der Gruppe G charakterisieren durch Aussagen iiber die Indizes
derjenigen maximalen Untergruppen von G, die N nicht enthalten (Satz 3). Ferner
beweisen wir eine weitere Verallgemeinerung von 1.--3., deren wesentlicher Teil
besagt, dal} die Uberauflosbarkeit eines beliebigen Normalteilers N der Gruppe G
bereits aus der Uberaufldsbarkeit von N/N N®(G) folgt (Satz 4). Hierzu sei bemerkt.
daBB ®(N) stets in N 1 ®(G) liegt, jedoch beide Gruppen i. a. nicht zusammenfallen.

Bezeichnungen. G =Gruppe (alle betrachteten Gruppen seien endlich):
N(K)=Normalisator des Komplexes K in G: C(K)=Zentralisator des Komplexes
K in G; G'=Kommutatorgruppe von G;: ®(G)= Frattini-Untergruppe von G =
Durschnitt aller maximalen Untergruppen von G; K< L:K ist echte Teilmenge von
L: N<G:N ist Normalteiler von G: |G| =Ordnung von G; G:U|=Index der Unter-
gruppe U in G: E = Gruppe der Ordnung 1: p bezeichnet stets eine Primzahl: F(G) =
= gréBter p-nilpotenter (s. u.) Normalteiler von G. Sind N, M Normalteiler von G
und ist N/M liberauflésbar eingebettet in G/ M. so wollen wir, um eine kurze Aus-
druckweise zu haben, in Anlehnung an den von Baer in [1] eingefiihrten Begriff
des liberauflésbaren Paares von der Gruppe M/N sagen, sie sei G-iiberauflisbar oder
iitberauflisbar bzgl. G.

Definitionen. Unter einer Hallschen Untergruppe von G versteht man jede
Untergruppe U, fiir welche |G: U zu U] teilfremd ist,
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G heiBt p-nilpotent, wenn ein Normalteiler N in G existiert, derart daBl G:N|
cine p-Potenz und N| zu p teilerfremd ist,

Man sagt von einer Gruppe G, sie habe einen Sylowturm (bzw. einen geordneten
Sylowrurm), wenn ein beliebiger von E verschiedener Normalteiler N von G p-nil-
potent ist fiir einen (bzw. fiir den kleinsten) Primteiler p von [N .

G heiBt p-aufiosbar (bzw. p-iiberauflosbar). wenn jeder durch p teilbare Haupt-
index von G p-Potenzordnung (bzw. die Ordnung p) hat.

Satz 1. Sei N ein solcher Normalieiler von G, dap jede N nicht enthaltende maxi-
male Untergruppe von G unter G Primzahlindex hat. Dann besitzt N einen geordneten
Sviowturm.

BEwels. Wir benutzen vollstindige Induktion nach N . Wenn N|=1, so ist
die Behauptung trivial. Sei |N| = 1. Es geniigt zu zeigen, da} eine Sylowgruppe P
von N, die zum gréBten Primteiler p von N gehort, in G normal ist. Wire N(P) = G,
so lige N(P) in einer maximalen Untergruppe U von G. Es wiire PSEN(P)(INC
“UMNNZN und dabei N(P)(IN der Normalisator von P sowohl in N als auch
in U N. Daraus folgte |[N:UNN|=1, (p). Da N(P) N=G (s.z. B. ZASSENHAUS
[7]. S. 115), so lidge N nicht in U. Mithin gélte N: U N = G:U |, und diese Zahl
wiire nach Voraussetzung eine Primzahl ¢. Man hitte ¢ = p, ¢ =1, (p), was offenbar
nicht moglich ist.

 Hilfssatz 1. L, M, N seien Normalteiler von G und dabei M - N. Aus der G-
Uberauflosbarkeit von N/M folgt die von LN/LM und die von LIV N/LNM.

Der Beweis ergibt sich ohne Schwierigkeit.

Satz 2. Sei N Normalteiler von G und D =N\ ®(G). Genau dann hat jede N nicht
enthaltende maximale Untergruppe von G Primzahlindex, wenn N|D iiberauflisbar
eingebetret ist in G/D.

BEwEls. Ohne Beschrdankung der Allgemeinheit kénnen wir D = E annchmen.
Da fiir N = E nichts zu beweisen ist, sei im weiteren N = £,

N sei uberauflosbar eingebettet in G. Dann kann man durch N eine Haupt-
reihe von G legen. fiir deren unterhalb N gelegenes Stiick N=N, >N, D... SN, =FE
die Indizes |N,_,:N, (i=1, ..., k) samtlich Primzahlen sind. Sei U eine maximale
Untergruppe von G, welche N nicht umfaBt, ferner j der kleinste Index mit U= N,
Dann ist j>0 und UN;_, = G, UMNN;_, = N;. Es folgt |[G:U| = |[N,_{:N,|.
Also ist |G:U| Primzahl.

Nun habe umgekehrt jede N nicht umfassende maximale Untergruppe von G
Primzahlindex. Nach Satz 1 besitzt N einen geordneten Sylowturm und ist daher
auflésbar. Es bezeichne F den gréBten nilpotenten Normalteiler von N. Da Fin G
normal ist, gilt nach GascHUtz [3], Satz 5 ®(F)S®(G). Somit ist ®(F)C
SN ®(G) =E. Wegen der Nilpotenz von F ist F'S®(F). Demnach hat man
F’ = E. Wir beweisen zuniichst die G-Uberauflgsbarkeit von F. Sei L ein in F
gelegener Normalteiler von G und L #E. Dann ist L<®(G) und daher eine
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maximale Untergruppe U von G vorhanden, die L nicht enthilt. U kann
nicht N enthalten, weshalb voraussetzungsgemidll G:U| eine Primzahl ist. Setzen
wir UMNL = M, so ist M in U normal. Wegen der Kommutativitit von L ist
M auch in L normal. Somit ist M2 UL =G und weiterhin L:M | = G:U| Prim-
zahl. Aus dem soeben bewiesenen ergibt sich die G-Uberauflosbarkeit von F.
Aus dieser folgt weiter die G-Uberauflésbarkeit von G/C(F) (s. HupperT [4], Satz
12). die ihrerseits die G-Uberauflésbarkeit von N/N 7 C(F) nach sich zieht (s. Hilfs-
satz 1). N1 C(F) ist der Zentralisator von F in N. Wegen der Auflésbarkeit von
N gilt NI C(F)E F(s. FirmiNg [2], S. 107). Demnach ist N/ F auch G-iiberaufldsbar.
Aus der G-Uberaufiésbarkeit von F und der von N/F folgt diejenige von N,

Bemerkung zu Satz 2. Da ®(N)Z=®(G) (s. GASCHUTZ [3]), so ist (N )=
C N ®(G), wobei ®(N) nicht immer mit N(1®(G) zusammenfillt. Daher folgt
aus der G-Uberauflosbarkeit von N/N®(G) nicht notwendig die von N/®(N)
(und damit die von N). Als Gegenbeispiel braucht man nur N =®(G) zu wiihlen
und fiir G eine Gruppe zu nehmen, in der ®(G) nicht tiberaufldsbar eingebettet
ist, wie z. B. die folgende:

a=bi=b3=1, bb=b,b,,
n_lh,a =b,, a 'bya=b;'b3'.

Hier wird die ®-Untergruppe aus b}, b3 erzeugt (man beachte nachstehenden Hilfs-
satz 2) und ist offenbar nicht iiberauflésbar eingebettet in der ganzen Gruppe.

Hilfssatz 2. Sei N zugleich Sylowturmgruppe und Hallscher Normalteiler von G.
Dann ist ®(N) = NMO(G).

Beweis. Wir setzen N(1®(G) = D. Nach GascHUTz [3] ist ®(N)E D. Ange-
nommen es wire ®(N) = D. Dann konnten wir M als Hallschen Normalteiler von
N minimal so wihlen, daB3 der groBte gemeinsame Teiler von [M| und D:®(N)
groBer als 1 wire. Dieser grolite gemeinsame Teiler miiite Potenz einer Primzahl
p sein und M enthielte einen Normalteiler K, dessen Faktorgruppe M/K isomorph
wire zu einer p-Sylowgruppe P von M. Die p-Sylowgruppe P, von D wire wegen
der Nilpotenz von D normal in G und ldge in M. Wir setzen K ®(P) = L, LP,=R.
Beziiglich der Lage von P, zu L wiren zwei Fille moglich.

P, L. Dann lidge P, in einer Konjugierten von ®(P) und damit in ®(N)
(s. GascHUTZ [3]. Satz 5) im Widerspruch zur Annahme p/ D:®(N).

P, 4 L. Auf Grund des Satzes von ScHUR iiber die Komplementierbarkeit
Hallscher Normalteiler (s. z. B. ZAsseNHAUS [7], S. 125) giibe es in G eine Unter-
gruppe ¥V mit MV =G, M\ V=E. Da die Faktorgruppe M/L elementar abelsche
p-Gruppe wire, konnte man sie in iiblicher Weise als Darstellungsmodul von V'
iiber G F(p)auffassen. Wegen p{ V| existierte nach dem Satz von MASCHKE (s. z. B,
VAN DER WAERDEN [6]. S. 182) zu R eine fir V invariante Untergruppe R,. so dal}
R Ri=M, R(NR,=L. Wegen L - R wire R, =M und daher R,V echte Unter-
gruppe von G. R,V ldge in einer maximalen Untergruppe U von G. Da U auch L
und P, enthielte, so ergiibe sich LP,R,V = RR,V = MV = GZS U, und das ist
unmoglich.

Wir kommen nun zu der eingangs angekiindigten Verallgemeinerung der Aus-
sage 1.--2. des HupPERTschen Satzes.
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Satz 3. Sei N Halischer Normalteiler von G. Genau dann ist N iiberauflosbar
eingebettet in G, wenn jede N nicht enthaltende maximale Untergruppz von G Prim-
zahlindex hat.

BeEweis. Hat jede N nicht enthaltende maximale Untergruppe von G Primzahl-
index. so ergibt sich mittels Satz 1, Hilfssatz 2 und Satz 2, dall N/®(N) tiberauflésbar
eingebettet ist in G/®(N). Dies hat nach dem anfangs erwdhnten Satz von Barr
zur Folge. dal} N iibzrauflosbar eingebettet ist in G.

Ist umgekehrt N iiberauflosbar bzgl. G, so auch N/N71®(G). Daraus folgt
mittels Satz 2, daf} jede N nicht enthaltende maximale Untergruppe von G Primzahl-
index hat.

Bevor wir die zweite der angekiindigten Verallgemeinerungen herleiten, wollen
wir noch einige Hilfssédtze beweisen.

Folgender Hilfssatz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von GASCHUTZ
([3]). Satz 10). Dabei verstehen wir fiir eine Primzahlmenge 7 unter einer n-Sylow-
gruppe von G jede Untergruppe U, in deren Ordnung U] nur Primzahlen aus =
aufgehen und deren Index G:U zu jeder Primzahl aus « teilerfremd ist.

Hilfssatz 3. Seien M. N Normalteiler von G mit M = N. Besitzt NN M(N{1®(G))
eine normale n-Sylowgruppe, so auch N'M.

Beweis. Wir setzen M(NT1®(G)) = L. Sei H/L eine normale n-Sylowgruppe von
N/L. Da L/M offenbar nilpotent ist, gibt es einen zwischen L und M gelegenen
Normalteiler K von G, derart daBB L/K zu einer n-Sylowgruppe von L/M isomorph
ist. Dann ist K/M Hallscher Normalteiler von H/M. Nach dem schon benutzten
Satz von SCHUR (s. ZASSENHAUS [7], S. 125) existiert zu K/M eine Untergruppe P/M
von H/M. derart daB KP=H, KNP = M. P/M ist n-Sylowgruppe von H/M.
Eine der beiden Gruppen K/M und P/M hat ungerade Ordnung und ist daher nach
einem Satz von THompsoN und Feir auflosbar. Folglich sind nach ZASSENHAUS [7],
S. 126 innerhalb H/M alle Untergruppen der Ordnung [P: M| zu P/M Kkonjugiert.
Hieraus ergibt sich in iiblicher Weise die Beziechung G = N(P) K. Es folgt G = N(P)K =
=N(P)L=N(P) M(N1®(G)) =N(P) M=N(P). Also ist P/M normale n-Sylow-
gruppe von H/M,

Bemerkung zu Hilfssatz 3. Der Satz von THoMpsON und FeIT wird beim
Beweis nicht benotigt. wenn die Auflosbarkeit einer der Gruppen K/M oder PIM
unmittelbar einzusehen ist. Dies tritt z. B. ein, wenn m nur aus einer Primzahl p
besteht (Existenz einer normalen p-Sylowgruppe) oder wenn n alle Primzahlen auller
p enthilt (p-Nilpotenz). Wir wollen diese Spezialfille mitsamt einigen Folgerungen
in einem gesonderten Hilfssatz zusammenfassen und uns bei den weiteren Betrachtun-
gen nur auf diesen berufen.

Hilfssatz 4. Sind M. N Normalteiler von G mit M SN, so iibertréigt sich jede
der nachstehenden Eigenschaften a)—e) von N M(N(\®(G)) auf N/M: a) eine nor-
male p-Sylowgruppe zu haben: b) p-nilpotent zu sein: c¢) einen Sylowturm zu haben
d) einen geordneten Sylowturm zu haben: ) nilpotent zu sein.
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Der folgende Hilfssatz ist eine allgemeine Fassung eines (auf H. WIELANDT)
zuriickgehenden Hilfssatzes von HupperT ([4], S. 417, Hilfssatz 5).

Hilfssatz 5. Sei G’ p-nilpotent, H,, . ... H, ein Svstem irgendwelcher Hau;:r—
faktorenvon G, H,| = p". C;der Zentralisator von H, in G und schlieflich D = |'] Gy

Sind nun die H; so beschaffen, daff G/D keinen kleineren Exponenten hat als G, fp{(;
dann ist das Meume gemeinschaftliche Vielfache der n; teilbar durch jede Zahl n, fiir
die p" Hauptindex von G ist.

BeEwEis. Wir beginnen mit folgender

Bemerkung. Besitzt eine abelsche Gruppe der Ordnung / eine treue irredu-
zible Darstellung n-ten Grades iiber dem Galoisfeld G F(p), so ist die Gruppe zvk-
lischund es ist n die Ordnung von p mod A. Dies ergibt sich aus HUPPERT [4]. S. 416,
Hilfssatz 4

Die p-Nilpotenz von G° hat die p-Auflésbarkeit von G zur Folge. Sei H ein
beliebiger p-Hauptfaktor von G und C sein Zentralisator in G. also C der Kern der
Darstellung, die G auf H erleidet. Die Ordnung von H sei p". Nach HupPERT [3],
S. 513, Hilfssatz 6 ist C = F,(G) sowie D 2 F,(G). Weil G’ p-nilpotent ist, gilt F,(G) =
— G'. Mithin ist G/C abelsch. Da G/C auf H eine treue irreduzible Darstellung
tiber GF(p) vom Gerade n erfihrt, so ist zufolge obiger Bemerkung G/C zyklisch
und n die Ordnung von p mod |G/C|. Ebenso folgt fiir jedes i=1,.... k, daB G/C,;
zvklisch und n; die Ordnung von p mod |G/C;| ist. Wir setzen nun voraus, daB der
Exponent von G/D nicht kleiner als der von G/ F,(G) ist. Dann haben G/D und G/ F(G)
wegen D= F,(G) sogar denselben Exponenten. Bezeichne g das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache der n;. Ist ¢'//G/C| mit einer Primzahl ¢, so gibt es unter
den H; einen solchen Hauptfaktor /;, dall ¢'//G/C;.. Wegen |G/C;//p" — | haben wir
q'lg™ —1lq?—1. Es folgt, dall |G/C//p?—1 ist. Andererseits war »n die Ordnung
von p mod G/C|. Also gilt ng.

Hilfssatz 6. /st G p-iiberauflisbar, so ist G* p-nilpotent.

BEwEis. Ist G p-iiberauflosbar, so erfihrt G auf jedem seiner p-Hauptfaktoren
eine Darstellung ersten Grades, also eine Darstellung als abelsche Gruppe. Bezeichnet
D den Durchschnitt der Zentralisatoren aller p-Hauptfaktoren von G, so ist mithin
G/D abelsch, also G"S D. Nach Huppert [5], S. 513 féllt aber D mit dem groBten
p-nilpotenten Normalteiler F,(G) von G zusammen. Aus G" < F(G) folgt, daB G
p-nilpotent ist.

Satz 4. Ein Normalteiler N von G ist genau dann iiberauflosbar, wenn NIN T ®(G)
itberauflosbar ist.
Dieser Satz ergibt sich mittels des folgenden Hilfssatzes:

Hilfssatz 7. Seien M, N Normalreiler von G mit MEN. Ist N/ M(N NP(G)) p-
tiberauflosbar, so auch N/M.

Beweis. Wir setzen M(N 1 ®(G)) = L. Die Gruppe N/L sei p-iiberaufidsbar.
Dann ist ihre Kommutatorgruppe (N/L)" = N’L/L nach Hilfssatz 6 p-nilpotent. Da

(%) M(NOI®D(G)) = M(N'LN®D(G))
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gilt, so folgt mittels Hilfssatz 4, daB N’'L/M p-nilpotent ist, was wiederum die p-

Nilpotenz von N'M/M = (N/M)" nach sich ziecht. Wir wollen auf N/M Hilfssatz 5

anwenden. Der groBte p-nilpotente Normalteiler von N/M werde mit £,/ M bezeichnet.

H,, ..., H, seien alle zwischen N/M und L/M gelegenen p-Hauptfaktoren von N/M,
k

und C;/M sei jeweils der Zentralisator von H; in N/M. Setzen wir D= [ C,. so

i=1
ist D/L der Durschnitt der Zentralisatoren aller p-Hauptfaktoren von N/L und
daher nach Huppert [5]. S. 513 (N/M ist offenbar p-aufiosbar) D/L der gréBte
p-nilpotente Normalteiler von N/L. Da N'L/L p-nilpotent ist, so gilt N'LE D.
Dies ergibt mit (%) LS (MD M ®(G)). Also ist auch D,-'M(D'“(D(G)} p-nilpotent.
Hieraus folgt nach Hilfssatz 4 die p-Nilpotenz von D/M. Es ist somit DS F,. Nun
ergibt sich mittels Hilfssatz 5, da alle H, die Ordnung p haben, daB jeder belleb:ge
p-Hauptfaktor von N/M die Ordnung p besltzL w.z.b. w.

Literatur

[1] R. Baer, Supersoluble immersion, Canadian J. Math. 11 (1959), 353 —369.

[2] H. FirTinG, Beitriige zur Theorie der Gruppen endlicher Ordnung, Jber. disch. Math. Ver.
48 (1938), 77 - 141.

[3] W. Gascuitz, Uber die ®-Untergruppe endlicher Gruppen, Math. Z. 58 (1953), 160—170.

[4] B. HupperT, Normalteiler und maximale Untergruppen endlicher Gruppen, Marth. Z. 60 (1954),
409 - 434,

[5] B. HupperT, Lineare auflosbare Gruppen, Math. Z. 67 (1957), 479 —518.

[6] B. L. v. p. WaEerDEN, Algebra 1. (3. Aufl.), Berlin—Gdittingen— Heidelberg, 1955,

[7] H. Zassennaus, Lehrbuch der Gruppentheorie 1, Leipzig — Berlin, 1937.

(Eingegangen am 22. Juni 1962.)



