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Charakterisierung eines Nachbarpunkt-Schemas durch Stellen

Von MANFRED HERRMANN (Halle)

DepekIND und WEeBER haben fiir algebraische Funktionen einer Veriinder-
lichen einen Punkt der Riemannschen Fldche als homomorphe Zuordnung zwischen
den Elementen «, / des zugehorigen Funktionenkdrpers und den Elementen a, b
des Korpers der komplexen Zahlen definiert (vgl. [1], S. 236—238). Dabei wird
— wie in der Funktionentheorie iiblich — der Ausnahmewert == als bestimmte
Zahl (Konstante) betrachtet, mit der nach folgenden Regeln zu rechnen ist:

QT oco=noo0

; qre =0 Ya#0;
0000 = 20 | 1!1{0:':-0; l/c‘o:O.

Die Ausdriicke ==+ =; 0-=0; 0/0; ==/== werden nicht erklirt. Die erwidhnte Zuordt
nung z —a geniigt den Homomorphie-Gesetzen, wenn die rechten Sciten definier-
sind.

Diese Uberlegung hingt mit dem VAN DER WAERDEN'schen Begriff der rela-
tionstrewen Spezialisierung (3], angewandt auf unendlich viele algebraische Funktio-
nen, zusammen. VAN DER WAERDEN charakterisiert so einen Punkt des zum Korper
gehorenden algebraischen Gebildes, wobei durch seine homogene Betrachtungs-
weise die Einfithrung von < vermieden wird.

Benutzt man zur Beschreibung dieses Sachverhaltes konsequent den Homo-
morphiebegriff. so gelangt man zum Stellenbegriff, wie ihn u.a. LANG ([2]) und
— in seiner endlichen Form — WEeIL ([6]) verwenden.

Es ist das Ziel dieser Note, in Anlehnung an [1] und [3] den Begriff des linearen
Zweiges in der komplexen Ebene E,-aufgefapt als ein Schema von Nachbarpunkten
W=(P; P, P,,...)") durch den Stellenbegriff auf Ebenen E iiber beliebigem Grund-
kérper k zu iibertragen. Mit anderen Worten: Der Begriff ,,Punkt eines algebrai-
schen Gebildes™ soll hier entsprechend der Betrachtungsweise aus [1] und [3] zum
Begrifl des Schemas 1! verallgemeinert werden. Es handelt sich also nicht-wie in
[5] — um Fragen der Begriindung der Theorie der Nachbarpunkte in E (bzw. auf
einer Varietdt V), sondern um die Fassung des genannten verallgemeinerten Punkt-
begriffes durch geeignete Abbildungen eines bestimmeten Funktionenkdrpers.

Bezeichnungen: a) Mit k[y,, ..., z,] kennzeichnen wir den Ring der formalen
Polynome in # Variablen iiber k. Sein Quotientenkdrper ist k(y,, ..., z,)-

1) Im vorliegenden Fall: Mittelpunkt P des Zweiges una lauter freie, einfache Nachbarpunkte
Pi[4]). wobei in diesem Schema jeweils die Richtung #,. . mit der P;.: auf P; folgt, zu beriick-
sichtigen ist.
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b) Seien R ein kommutativer Ring mit Einselement ohne Nullteiler und p ein

Primideal von R. Dann heilit der Ring Ru:{,‘j ?“‘ fff} der lokale p-Ring von R.

Wir benutzen hier inhomogene Koordinaten x, y. Um einen Punkt
P =(xy,y0) € E zu erfassen, hat man den Homomorphismus

k[x, ¥ k[x, Y)/(x =X, ¥ — Yo)

zu betrachten; P ist in dieser Hinsicht durch das Primideal (x —x,, y — ;) gekenn-
zeichnet. Zur Charakterisierung des Schemas ‘1! werden zusitzlich gebrochen-
rationale Ausdriicke herangezogen; durch eine geeignete Stelle iy wird dann allen
Funktionen aus K =k,(x, y) entweder ein bestimmtes Element aus einem algebraisch
abgeschlossenen Korper Q oder der .,Wert” = zugeordnet. Als k, bezeichnen wir
die unendliche Korpererweiterung k(¢,, f5, ...) mit den Unbestimmten #,, 5, ....
Diese Erweiterung des Grundkérpers & entspricht dem Ubergang von der Punkt-
darstellung durch den Homomorphismus ¢ zur Zweigdarstellung durch die Stelle
iv. Fiir die Zuordnung ¢ gelten mit den gleichen Einschrinkungen wic in [1] die
Homomorphiegesetze (vgl. [2]).

Die folgenden Uberlegungen behalten ihre Giiltigkeit, wenn man die Unbestimm-
ten 7; zu Elementen aus k spezialisiert und die dementsprechenden Abbildungen
hernimmt.

Die Anregung zu dieser Untersuchung verdanke ich Herrn Prof. O. H. KELLER.

Zur Vereinfachung der Darstellung wéhlen wir x,=y,=0. In E, wird ein
linearer Zweig in P durch cinc Potenzreihe

Yy = ax+axt+...
gegeben.
Wir betrachten folgende Ausdriicke:
2= a,
.
R x

Macht man den Grenziibergang x -0, so gilt:
I} Lo P
l'_- ’-: ." { )'

Durch die Ableitungen yi) ist der Verlauf des betrachteten Zweiges in P eindeutig

bestimmt.
Darauf beruht die folgende Stellenkonstruktion iiber einem beliebigen Korper
k. Wir setzen:

Geht man von R=k[x, »] aus, so kann P, wie gesagt, durch

klx.y] > k[x.y)/p mit p=(x,»)
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beschricben werden. (Wir identifizieren dabei & mit seinem ¢ — Bild, sodal3
¢ (k[x,y]) =k gilt.) Die Charakterisierung von ! erfolgt nun so:

1) Sukzessive Erweiterung der Abbildung ¢ zu einem Homomorphismus ¢*
cines bestimmten Unterringes R*< K = k,(x, y), der jedem L; die Unbestimmte
1; zuordnet. Die Abbildung ¢* ,ersetzt”” den Grenziibergang x -0 in E;.

2) Ausdehnung von ¢* zu einer geeigneten Q2-bewerteten Stelle iy des Kdorpers
K ?):  charakterisiert dann das Schema ‘| iiber P< E.

Zu 1): Zundchst wird ¢ durch

g*(a/z) =qg(a)/¢(2)

zu einem Homomorphismus ¢* des p-Ringes v =R, von ¢ fortgesetzt. Der Kern
von ¢~ ist das maximale Ideal

oagy
m = 1a/z co.

z4p
Satz. Die Abbildung ¢* kann zu einem Homomorphismus a,:
R, = o[L;]12 Q mit o,(Ly) = t,; d. h.: a;(Ry) = k[t,]
erweitert werden. Dabei ist V[L,] der Ring des Polynome in L,.
Bewers. Die Abbildung

n

a,(4,) = o, [IZ‘“Li‘] - sz,r*(q,-).;';

geniigt *) den Homorphiegesetzten. Zu zeigen ist die Eindeutigkeit von o, also
die Richtigkeit der Aussage: Aus A, =0 = g,(4,)=0.

= % ﬁ(_x’}‘) -['v : ]
YOS ei+pdx,y) | x
bedeutet in unserem Fall eine Identitdt in x und y. Setzt man y=x f,, so erhilt
man hieraus eine Identitét in x und ¢,:

- LA (x, xt4) i
A= Sl o LIRS
1 Cq +p;(.\, .\fl)

Man kann ndmlich den ,Ersetzungs”-Homomorphismus k[x, y] = k[x, r,] mit
7,(x)=x, 1(y) =x-t; und damit Kern (r,)=0 zu einem Isomorphismus 17 des

Quotientenkdrpers k(x, y) in k(x, r,) fortsetzen (vgl. [2], I).
Insbesondere gilt fiir x =0:

0= ¥ 0.0

= > di=0in ¢t X
T ¢+ pi(0,0) I :

Ay(x =

7) £ ist ein algebraisch abgeschlossener Korper, der &, enthilt.
X,y :
N qi= -J-GS——-)— cv mit ficR, p;cp und ¢ € k(c;=0).
ci+pilx, y)
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A,(x=0) ist aber gerade das Bild von A, bei der Abbildung ¢,: also gilt:
l‘il(y\.ZO)LGI{A‘):—‘-O'

Nun wird ¢, genau wie ¢ zu einem Homomorphismus o7 des p,-Ringes v, = R,
von o, ausgedehnt #). Diese Abbildung ¢ erweitern wir zu o,:

R, =0,[[:]2Q mit o0,(L;) =13 d. h: o,(R;) € k(t:)Ita].
Satz. o, ist ein Homomorphismus.

BeweEls. Die Eindeutigkeit von ¢, wird dhnlich wie oben gezeigt:
In der Identitdt (in x, y und 7,)

5 Julv)

Ay =3 T Gt Py A =0
u : g\-g {_-\‘- "b] L\'

v Ayt qo(x,y)

setze man nun: y = x2 17, +xt,.
Schreibt man A, in der Form )

an
P X L Eizu_-._Z_l,,_(__}'_—z-_\'l1}“ o
i Z;’E -‘\‘ﬂ ] J\']”‘Z:u.‘: " A
‘NZn

so wird A=A4(x, y, 1,)£0 fir y = x%1, +xt,. Anderenfalls wire fiir mindestens
ein u insbesonderz N, (0, 0, 1) =0 oder Z,,(0. 0. r;) =0 im Widerspruch zu unseren

il - u (X Y
Festsetzungen, wonach alle in > auftretenden Nenner > E% Ly&p,.
H v vie T Yypta )Y
Also liegt 4 nicht im Kern g, des ,.Ersetzungs”-Homomorphismus t,:

S=k[x,y, ;] 2 k[x, t;, 1] mit 1,(x) = x; 12(8,)) = ty; 15(y) = X2ty + xt4.

Erweitert man 7, zu einem Homomorphismus 3 des lokalen g,-Ringes Sq, in den
Korper k(x, #, 1,), so geht bei 73 die gegebene Identitédt in (x, y, 7,) in eine Identitit
mit x, 1,,1, lber.
Dann gilt:
fu©.0
Ak = T Cp+pu (0,0 )
A;(x=0)= > €+ Pu(0,0) -3 =20in 8,152
E S vn (0. 0) v
-

.t

dy+q,,(0,0) "

und dabei ist "
0=A2(.\'=0)=O'3(A2).

4) p, ist als Kern des Homomorphismus ¢; von R, in den Korper Q ein Primideal.
Sy A= J] Ny Zaux™.

]
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In dieser Weise konnen wir fortfahren. Beim i-ten Schritt wire entsprechend in
A;=0 (Identitdt in x,y und 1, ..., 1;-¢):

_1"' = x"fl +...+ .\-fl
und anschlieBend x=0 zu setzen, um die Eindeutigkeit von: R,=v, ,[L]% Q
mit a(L,)) =1, zu zeigen. Esist: g (t;_,) = t;-1€R,; ®): aus
6(Li-y—ti—y)=0a{x-L)=0
folgt ndmlich:
ofti-1)=0(Li—y)=0;-(Li—-))=1;-,.
Wir gewinnen so eine Kette von Unterringen aus K=k,(x, y):
(%) R ole. .
und zu jedem R; gehort ein Homomorphismus ¢; mit den Eigenschaften:
6i(R)=0c,(R,)Y, =i, insbesondere a,(R) = ¢ (R);
a(R) Ck(ty, ..., 1) = Q, wobei o(L)=t; und o(t;)=a;,,(t)=t; fir 1=j=i—1.
Die Kette (+ ) besitzt beziiglich der beiden Eigenschaften eine obere Schranke
(R* mit 6%):
*:LJ.R; Und og(Ri'):ﬁi-

Der Homomorphismus ¢* :R*—~ Q ordnet damit jedem L, die Unbestimmte t; zu;
und es ist: o*(1;)=1,V1i.

Satz. R* ist ein lokaler Ring und ¢* der zum maximalen Ideal von R* gehirige
Homomorphismus.

Bewess. 0% Kern(6*) und p* & (Jp, mit p,=Kern(s,). Aus a<q folgt
i

dita€R;, d. h.:0=06%(a)=0ca):

danach ist
acp;c p*.

Umgekehrt folgt aus a<p~:
Ji: a€p,CR;; d.h.: ofa)=0;

somit gilt:
*(a)=0c{a)=0 und daher: a<q.
Es ist demnach:
q=p*.

Es bleibt zu zeigen. daB p* das einzige maximale Ideal in R* ist. Dafiir ist die Kette
der .,Zwischenglieder™ aus (%) entscheidend:

Ry C Ryp, © Ray, .. s

%) Aus Lic R folgt: t;- 1€ Ri; 2. B.ist: t1y=—v«(L2)' - L(L2)°¢ Ra.
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(Kette von lokalen Ringen): Sei v eine Nichteinheit (VE) aus R*. Dann -Zj:v€ R, 3
v ist (wegen v='4 R*) auch NE in Rj,,. Daher gilt 7):

PEM; TP =P
Hieraus folgt:

p*={NE¢cR*};
d. h.: p* ist das einzige maximale Ideal in R~.

Durch R* und den zugehirigen Homomorphismus o sind nunmehr simtliche
Nachbarpunkte P; des Schemas "\ erfafit.

Zu 2): Die Abbildung ¢* erweitern wir zu einer Q-bewerteten Stelle ¢ von K.
Dazu wihlen wir nach [2] aus der Menge aller Elemente (R}, 67) ®) mit

RiIoR* und of(K%)=0"
auf Grund der Ordnungsrelation
(Rj., 0j,)=(Rj,, 67.) < Rj, < R}, und ¢},(R},) =0},

¢in maximales Element (R, , 1/,) aus, wobei , der zentrale Homomorphismus des
lokalen Ringes R, (d. h. der Homomorphismus mit dem maximalen Ideal von R,
als Kern) ist. R, ist ein Bewertungsring. Dann ist die Abbildung :

V(R &t Wy,

W(a) =vacK:aé R,
im Sinne von Lang eine Stelle.

Jede solche Stelle charakterisiert in diesem lokalen Sinn das Schema B mit dem
Trager P E und den Richtungen t,,1,, ....
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) my=maximales Ideal von Rjy,. :
#) Rj ist Unterring =K o ist ein Homomorphismus: R} - Q.



