Uber die Konvergenz der Orthogonalreihen, 111

Von KAROLY TANDORI (Szeged)

Einleitung

M = M(==) bezeichnet die Klasse derjenigen Folgen {a,}s, fiir die die Ortho-
gonalreihe

(1

[V}s

@ ()

fiir jedes in [0, 1] orthonormierte System {¢,(x)}; fast iiberall konvergiert. Es sei
I =p=2 und fiir eine Folge {c,}} wird

1
I(cys .csey) = I(==; €15 oennCpy) = supf( max vIc,-qr,-(x)+ e i (X)))P dx

gesetzt, wobei das Supremum iiber alle, im Intervall [0, 1] orthonormierten Funkti-
onensysteme { q',,(.\‘)}': gebildet wird.

In der vorherigen Mitteilung (K. TANDORI [1]) haben wir u. a. die folgenden
Behauptungen bewiesen.

la,} € M gilt dann und nur dann, wenn

| . 1 1/
1{‘%}"; — !|{a"}, :::-a"p :\!lm !P P(ﬂl! _..,(f'\r - -N
M ist mit der Norm |{a,}|l, ein Banachraum. Es gilt
=a 1/2
oy = G [at+ 3 attog*]
”:2

und im Falle |a, =|a,.,| (n=1,2,...) besteht
- 1/2
I{aa}ll, = C, [af + 2203 log? n] :

wobei C, und C, positive, absolute Konstanten bedeuten.

In dieser Mitteilung werden wir dic Konvergenz der Reihe (1) mit gewissen
Nebenbedingungen iiber das System {¢,(x)} behandeln. Wir werden némlich die
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Analoga der obigen Behauptungen beweisen, wenn das System {¢,(x)} beschrinkt
ist. bzw. wenn die Lebesgueschen Funktionen des Systems {¢,(x)] eine gewisse
natiirliche Beschrinktheitsbedingung befriedigen.

§ 1. Konvergenz mit beschriinkten orthonormierten Systemen

Es sei K=1. M(K) bezeichnet die Klassc derjenigen Folgen {q,};. fir die
die Reihe (1) fiir jedes in [0, 1] orthonormierte System {¢,(x)}; mit

(2) lga(x) =K O=x=1: n=1,2, ...)

in [0, 1] fast {berall konvergiert. Offensichtlich ist M(K) mit den gewdhnlichen
vektoriellen Operationen ein linearer Raum und es gilt M(=)S M(K )= M(K)
(K=K’).

Es sei 1 =p=2. Fiir eine Folge {c,}} setzen wir

L(K:eis5s68) = supf( max icq (xX)+ ... + ¢;j,;(x)])? dx,

lsisjs

wobei das Supremum fiir alle in [0, 1] orthonormierten Systeme {¢,(x)}) mit (2)
gebildet ist. Offensichtlich gilt

(3) IP(K;c,....,cﬁ)éfp(l(’;cl,....CN)éfp(m;cl....,r,) (K=K').

Mit in der vorherigen Mitteilung (K. TANDORI [1]) angewandten Methoden kdnnen
N 1/2 N

) [Zc.f] & DK 6 oivitn) 2.2 16

und n=1 n=1

& BTE e kdy, o byt dy) B DK gi s ) RNy o)

leicht bewiesen werden. Aus (4) und (5) folgt. daB 7,(K; ¢, ..., ¢y) in den Variablen
£y, ...y Cy Stetig ist.
Im folgenden bendtigen wir einige Hilfssitze.

Hilfssatz 1. Ist 1 <K=K", dann gilt

2
!Z(K’;Cl CN) — K((K 2“ ]Z(K Cys "'*(‘N)'
Bewels. Es sei e( =) 0 beliebig angegcben Nach der Definition von 7, gibt es

ein in [0, 1] orthonormiertes System {7,(x)}} mit [7,(x)| =K’ 0=x=1;n=1,...,N)
und

(6) f( max |c;¢;(X)+ ... +¢;¢;(x))?* dx = L,(K'; ¢y, ..., Cy)—E&.

0 1=isj=N
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Es sei
(7) a=K-1(K-1).

q (ﬂ 'k) ([] =X —'-‘; a)
K‘ u 3

Fu(X) = 2
Qn n(ﬁ] (@a=x=1)

(n=1, ..., N), wobei r,(x)=sign sin 2"nx die n-te Rademachersche Funktion be-
zeichnet und die Zahlen g, derart gewihlt sind, daB die Funktionen ¢,(x) normiert
ausfallen. Offensichtlich bilden die Funktionen ¢,(x) ein orthogonales System in
[0, 1] und es gilt (2) auf Grund von (7). Weiterhin besteht

AR 855 s \,)“f( max [, (x)+ ... +¢;0;(x)))? dx =

1=i=j=N

}f( mAx _lcy@y(x) + .- A eipi(x))dx =

O=isj=

K| K\’
- [?] a | ( max |e;gi(X)+ ... +¢;7,;(x)) dx = [f] a(L,(K'; ¢4y .ns Cx)—E)
0

ls=isj=N

nach (6). Da z(=0) beliebig ist, ergibt sich daraus die Behauptung.
Hilfssatz I1. Es sei K= 1. Es gilt

LK ¢y, oosbn) S 24— & =LK dyyndy) (e = 1,3 n=1,...,N).

Bewris. Da 7, offensichtlich nur von den von 0 verschiedenen Koeflizienten
abhingt, kann d,=0 (n=1, ..., N) vorausgesetzt werden. Es sei &(=0) beliebig

angegeben. Dann gibt es ein in [0, 1] orthonormiertes System {g,(x)}1 mit (2) und

(8) j( max (e () + ..+ ¢, dx = L(K; €1y ooy €4) — .
o 1=i=j=N
Wir setzen s
T zl‘zc,.d,, ' on(2x) 0=x=1/2).
oy V2(1—cady ) 2 qu@x—1)  (12<x=1)
(n=1,.... N). Offensichtlich biI@n diese Funktionen ein orthonormiertes System
in [0, 1] und es gilt |¢,,(x)!§l”2l( (0=x=1; n=1, ..., N). Durch eine einfache

DY
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Rechnung erhalten wir aus (8)

LEY2R: i di) f( max |d,q )+ ... +d,;5;(x)|)? dx =

1sisjs
'I

= 2f max |e;p;(2x)+ ... +¢;¢,;(2x)|)* dx =

0 1=i=j=N

-——j( max |c;¢i(X)+ ... +¢;9;(x))?*dx = I,(K; ¢y, ..., Cy) —&.
0

1=isj=N

Da &(=0) beliebig ist, ergibt sich 1,(V2K: d,, ....dy)=L(K; ¢y, ..., cy). Mit An-
wendung des Hilfssatzes | folgt daraus die Behauptung.

Hilfssatz 1I1. Es sei K= 1. Ist I,(K;¢,, ....,cy) =3, dann gibt es ein in [0, 1]
orthonormiertes System von Treppenfunktionen {q,( x)}'}' mit (2) derart, daf

max [¢;q;(x)+ ... +¢;9;(x)| =

1sisj=N

in einer einfachen Menge E(Z [0, 1]) mir mes (E)= o(K) erfiillt ist. wobei ¢(K)
eine positive, mur von K abhdngige Konstante bedeutet.

BeEwels. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann /7,(K; ¢y, ...,cy)=3
vorausgesetzt werden. Es sei @ nach (7) gewihlt. Auf Grund der Definition von

I, gibt es ein in [0, 1] orthonormiertes System {i/,(x)}1 mit [ (x)| =K (0=x= 1;
n=1,....N) und

) 3zf( max e () + ... + ¥, (%)])2 dx = 2,5.

1= ]'5;'5.

Fiir 5= 0 wihlen wir Treppenfunktionen {7,(x)}1 mit

(10) (X)) =K O=x=1l:n=1,...., N)

und
1

[ -m@)Pdc=n  (m=1,..,N).
]

Es sei
1
a; = [u@y@ds Gj=1, .., N),
]

Ist n gentigend klein, dann gelten

(11) }f max |6 (X)+ ... +¢;1;(x)])* dx = 2,
0 lsisjaN
(]2] 6 laii_,--}-— 2 |IIJ' ﬁl (i=],...-_. N)

1sSjsSN; j=i
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und
(13) Ba 'NWN=Dg "2 =K (i,j=1,..., N; i=Jj)

auf Grund der Orthonormalitidt des Systems {qlr,,(.t)}f und auf Grund von (9).

Wir definieren die Treppenfunktionen ¢,(x) folgenderweise. Wir teilen das
Intervall (5. 67! a, a] in N(N —1) gleiche Teilintervalle 7; ; (i. j=1, .... N:i#]) ein.
Es sei

Zi(6a ' x) (x£[0, 6 'a)),
l (3a "' N(N—-1)|a; ;)12 (€L 31 =1, .., N3 i9s)),
7:(x) =1 —(Ba ' N(N-1)|a, ;|)*/?signe;, ; (x€l5j=1,...,N; i#j),
oiri((1—a) ' (x—a)) (x€(a, 1]),
0 sonst

(i=1, ..., N), wobei die Zahlen g, derart bestimmt sind, daB die Funktionen ¢,(x)
normiert ausfallen. (Auf Grund von (12) konnen die g, auf diese Weise gewihlt
werden.) Nach (7) und (13) ist |p,(x)| =K (0=x=1;n=1, ..., N) und offensicht-
lich bilden diese Funktionen ein orthogonales System in [0, 1].
Es sei
F(x) = max |c;q;(x)+ ... +¢;¢;(x)|.

1=isjsN

Aus (11) folgt wegen

f (( max [egi()+ ... +¢;7,(9)])? dx =

l=isjs

f( max Ic/,(x)+ -+ ejz(x)])? dx

1=is]

die Beziehung
alb

(14) = §fF2(.t)dx = —32—0.

0

L7

Da die ¢,(x) Treppenfunktionen sind, gibt es eine Zerlegung von [0, 6~ '«] in Teil-
intervalle 7,=(a,,b,) (r=1, ..., 0) derart, daB jede Funktion ¢,(x) in jedem I,
konstant ist. Die Werte von F(x) in I, bezeichnen wir mit w,. Aus (14) folgt

(15) LIS, 0. P
3 r=1 3
Es seien 1 =r, =... <r,=p die Indizes r, fiir die w,=1 ist. Wegen (15) gilt

(16) 2 wames(l,) = -
=1
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Wir setzen v,=w, fiir r=r; (i=1, ..., ), v,=1 sonst, und
i
oy = Z v; mes (/) (I=0,..., 0).
i=1
Nach (15) ist
(17) a,=5.6"1a.
Es sei
G a(x) (x€(5.6 'a,l]),
1 - X—0ay
Fa(X) = 1 35 | 'sz —+a,| (x€@-1,2);r=1,...,0)
0 sonst
(n=1,....,N). (Nach (17) ist diese Definition richtig.) Die Treppenfunktionen

¢,(x) bilden offensichtlich ein orthonormiertes System in [0, 1]. Nach der Definition
von v, gilt (2). Es sei
E= U (xrl-—l . 1,,1).

Auf Grund von (16) ist mes (E)=6""'a. Es sei x€ E. Dann gibt es ein iy (1 =i, =5)
mit x€(@, _,.a, ) Dat= r;_z(x—aq _,+a, €I besteht, gilt
] L] ko (4] lo 1o

max |¢;gi(xX)+ ... +¢;9,;(x)| =

1=isj=sN

=wy, max |eFi0)+ ... +¢;,0) = w, F(@) =1.
1sisjsN
Die Menge £ und die Funktionen ¢,(x) befriedigen also alle Bedingungen des
Hilfssatzes I1I.

Hilfssatz IV. Es sei K=1. Ist fiir eine Indexfolge (0=)ng<=...=n ...
L(K:ay y..na,  )=3 (k=0.1,...). dann gibt es ein in [0, 1] orthonormiertes
System von Treppenfunktionen ¢,(x) (n=1,2,...) mit (2) derart, daff die Reihe (1)
in [0, 1] fast iiberall divergiert.

Die Behauptung ergibt sich auf Grund des Hilfssatzes 111, durch Anwendung
einer in einer vorherigen Mitteilung (K. TANDORI [2]) verwendeten Methode.

Hilfssatz V. Es sei p(=2) eine natiirliche Zahl und 1 =c=4""1p. Dann existiert
ein im Intervall [— 1. B] orthonormiertes System von Treppenfunktionen gjc,p: x)
(I=1, ....,p*) mit |gle,p, X)| =M (- 1=x=p;1=1, ..., p?) (wobei  und M positive,
von ¢ und p unabhdngige Konstanten sind ), fiir welches die folgende Bedingung erfiillt
ist: fiir jeden Punkt x€[(2¢)~', ¢~ ') gibt es eine von x abhdngige natiirliche Zalil
m(x)(<=p?) derart, daf die Funktionswerte g(c.p;x) (I=1. ..., m(x)) nichtnegativ
sind und

m(x)

:-Z: g(c.p; x) = Cleplogp

mit einer positiven, von ¢, p und x unabhdingigen Konstante C besteht.
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Dieser Hilfssatz ist bekannt. (Siehe z. B. K. TANDORI [2].)

Hilfssatz VI. Es sei K= 1, p(=2) eine natiirliche Zahl und 1 =c¢=4"1p. Dann
gibt es ein in [0,1] orthonormiertes System von Treppenfunktionen h(c, p: x)
(i=1..., p?) mit folgenden Eigenschaften: es gilt |h(c.p; x)| =K(0=x=1:1=1,...,p%);
es gibt ein Intervall E mit mes (E)=wc™' (wobei w eine positive. nur von K abhéngige
Konstante bedeutet ) derart, daf fiir xc E ein Index m(x)(<p?) mit hfc,p: x)=0
(I=1,....,m(x)) und

m{x)

z h(c.p; x) = DVeplogp
=]

existiert, wo D eine positive, nur von K abhiingige Konstante ist.
Bewels. Dieser Hilfssatz folgt leicht aus dem Hilfssatz V. Es sei @ nach (7)
gewihlt. Wir setzen

K » A S
EH-—Kg,[('.p. a x—]] (0:.\:_-&'),

h(e,p: x) =
xX—a =
Q!rl[]_a] (a"-.rzl)
(=1, ..., p%), wobei die g, derart angewihlt sind, daB die Funktionen A(c, p; x)

normiert ausfallen. Es sei E die Bildmenge des Intervalls [(2¢)~ ', ¢~ '] bei der Trans-
formation y = (1 + )~ *(x+ 1). Die Funktion & (¢, p: x) und die Menge E befriedi-
gen alle Forderungen des Hilfssatzes VI.

Hilfssatz VII. Es sei K=1. Ist |a,|=)a,.,| (n=1,2,...) und

I~
al+2a,, log"n = oo,

n=2

dann gibt es ein in [0, 1] orthonormiertes System {q,(x)}1 mit (2) derart, daf die
Reihe (1) in [0, 1] fast iiberall divergiert.

Die Behauptung folgt durch Anwendung des Hilfssatzes VI mit in einer vor-
herigen Mitteilung (K. TANDORI [3]) angewandten Methode.

Hilfssatz VIII. Es sei K= 1. {a,} € M(K) gilt dann und nur dann, wenn
(18) lim(lim 75(K; @y4 15 --.5 @ysn)) = 0.

n—+o= N—+os
Beweis. Ist (18) erfiillt, dann gilt {a,} € /1* wegen (4). Wir wiihlen eine Indexfolge
O=)ng=...h=<; mit

k=0n=m+1
und
(20) *;:12(}(; ' TR e

Es sei {¢,(x)!1 ein in [0, 1] orthonormiertes System mit (2). Nach dem Satz von
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Riesz— Fischer gibt es eine Funktion f(x)¢€L?[0, 1], nach der die Reihe (1) im
quadratischen Mittel konvergiert. Bezeichnet s,(x) die n-te Partialsumme der Reihe
(1), dann gilt

k=0n=n.+1

k=Z:‘ f(f(")"nu(xJ)z dx = j j Gy < oo

wegen (19), woraus lim s, (x) =f(x) fast iiberall folgt. Nach (20) ist
k— oo

1

Zf( max  |aq(x)+ ... +a;p,;(x)])} dx < ==

k=0 !Ik{i"f-'fdmf.:
o

und so besteht
:m?x laigi(x) + ... +a;p;(x)[ -0 (k =)
Ne<ISjJ<mg,i
fast iiberall, woraus s,(x) — s, (x) =0 (n —+==; n, <=n-=n,,) sich fast iiberall ergibt.
Damit haben wir {a,} € M(K) bewiesen.
Ist (18) nicht erfiillt, dann gilt

(21) lim(lim I,(K; @pyqs ooy Gyyy)) = 60

R—eoe N—boo

auf Grund von lim/(K:;a,.(,....ay) =limI(K:a,.5,....,ay) (n=1,2,...).

N N-w=
Nach (21) kann eine Indexfolge (0=) ng<...<m<... mit [,(K; a, 4y, ..., G, ,,) =
= 0/2 (k=0,1, ...) gewihlt werden. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kdnnen
wir (K@, 4150y, )=3 (k=0,1,...) annehmen. Durch Anwendung der
Hilfssatzes IV ergibt sich {a,} ¢ M(K).

Fiir eine Folge {a,}1 setzen wir

Mmhxm=m2§$”wumﬂywmmJ

wobei das Infimum fiir alle unendlichen Indexfolgen (0 =) ny =... <n, =... gebildet
wird. Auf Grund von (3), (4) und (5) kdnnen

(22) I{a.};: Kla={a.}; K'l2={a,}; =lls (K=K’)
und

- 1/2 o
(23) {;af} = |[{an}; Kl; = ;!anl

leicht bewiesen werden. Aus dem Hilfssatz 1 folgt

(24) M) Kl = ——— {a; Kl,  (1<K=K).

(o) Ky = i e Kl

Satz I. Es sei K= 1. {a,} ¢ M(K) gilt dann und nur dann, wenn ||{a,}; K|, < ==.
M(K) ist mit der Norm |{a,}: K|, ein Banachraum.
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Bewes. Ist |{a,}; K|, . dann gilt (18). woraus {a,} < M(K) sich auf Grund
des Hilfssatzes VIII ergnbl Ist aber |{a,}: K|, ===, so kann (18) nicht bestehen.
Auf Grund des Hilfssatzes VIIList also {a,} 4 M(K). Um zu zeigen. daB ||{a,}: K|,
in M(K) eine Norm ist. soll nur die Dreiecksungleichung bewiesen werden.

Wir zeigen zuerst die folgende Behauptung: es gilt

(25) l{a,}; K, = 1_@;}”(1(; ay,....ay) ({a,} € M(K)),

woraus die Dreiecksungleichung auf Grund von (5) folgt. Es sei &(=0) beliebig
angegeben. Ist {a,} € M(K), dann gibt es eine Indexfolge (0 =)n,=... <n, =... mit

(26) I{a,}; K1, le (K; Gy i1 s O ,,) = {2} ; Kll; +e.

Es sei k, so groB, daB

2 DB*(K; B sns it Joeik
k=kp+1
Aus (26) ergibt sich auf Grund von (5)
]{ ‘K”" _-_I]"Z(K: al""?‘aﬂkoat)-‘;_ 2 (K l'l.,+| ""aﬂJ.;l)é

k=kp+1

= |{a,}: K|, +&,
woraus
{a.); Kl,—& = B(K; a4, .. 4y, , ) = {a,}; Klo+e
folgt. Da &(=0) beliebig ist, erhalten wir (25) fiir kg — .

Die Vollstiindigkeit von M (K) ergibt sich aus (4) und daraus, daB /,(K; ¢, , ..., ¢))
in den Variablen ¢,. ..., ¢y stetig ist. Damit haben wir Satz I bewiesen.

Aus (23) folgt M(K)SIP(K=1).

Auf Grund des Hilfssatzes Il ergibt sich: Ist |a,| = b,| (n=1, 2, ...), dann gilt
I{a,}; Kl =(K(K—1)-1)* |{b,}; K> (K=1).

Durch Anwendung des Hilfssatzes 11 kann man leicht beweisen: Ist {a,(1)}; €
€ M(K) und gilt a(m).0 (m—=;n=1,2,..), dann ist |{a,(m)}: K|, =0 (m —~=)
(K>1).

Aus dieser Behauptung folgt leicht, daB M(K) (K=1) separabel ist; die end-
lichen rationalen Folgen liegen namllch in M(K) uberall dicht.

Aus Satz 1 folgt, daB m; FaHe ‘a,, ¢ M(!\} (K =1) eine positive, monoton ins
Unendliche strebende Folge |/} mit {i,a,) € M(K) existiert.

Aus dem Beweis des Hilfssatzes VIII ergibt sich, daB im Falle {a,) ¢ M(K)
(K =1) ein in [0, 1] orthonormiertes Systeni von Treppenfunktionen ¢, (x) (n=1,2....)
mit (2) existiert derart, daf die Reihe (1) in [0, 1] fast iiberall divergiert.

Es sei 1 =p <2 und K= 1. Man kann die folgende Ungleichung leicht beweisen:
Es gilt

al3 A (K; 005 v0ey 0n) = INP(K; €1y oees Cn) 5 13 °(K; Oy 0oes €3)

mit einer positiven, nur von K abhingigen Konstante 2.
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Die zweite Ungleichung folgt aus der Holderschen Ungleichung. Zum Beweis
der ersten Ungleichung kann /I,(K; ¢, ....,cy)=3 angenommen werden. Nach
dem Hilfssatz I gibt es ein in [0, 1] orthonormiertes System {q,,{.\‘)}': mit (2)
derart, daB

max [¢;qgi(xX)+ ... +e;q;(x) = 1
1=i=j=N
in einer meBbaren Menge £(< [0, 1]) mit mes (£) = o gilt, wobei o(= 1) eine positive,
nur von K abhiingige Konstante bedeutet. Dann gilt

B €15 ey ) & (00s (BN 9P MARNE: it

woraus sich die erste Ungleichung ergibt.
Aus diesen Ungleichungen erhalten wir, daB die entsprechenden Behauptungen
anstatt p=2 auch fir 1 =p =2 gelten.

Satz II. Es gilt

oo 1/2
(27 I{a.); K, = c[af+ > aylog’n (K=1)
n=2
mit einer positiven, absoluten Konstante C. Ist |a,| =a,,, (n=1,2,...), dann gilt
> o 1/2
(28) {a,}: Kll, = D|ay + Zaf Iogzn (K =1),
n=2

wobei D eine positive, nur ron K abhédngige Konstante bedeutet.

Bewels. (27) folgt aus (22) und aus der entsprechenden Ungleichung fiir
I{a.}s ==ll,.

Ist [{a,}: K|, =~ dann ist {a,} € M(K). Nach dem Hilfssatz VII folgt

EY

2 2 2
ay + Ea,. log™ n< s,
n=2

Fiir jede Folge {a,] gibt es also eine positive Konstante D derart, dal3 (28) besteht.
Wir zeigen, daB D in (28) von der Folge {¢,] unabhiingig bestimmt werden kann.

Im entgegengesetzten Falle konnen wir ndmlich Folgen {a,(m)}; (m=1.2....)

mit |a,(m)| =la,.,(m) (n=1,2,....m=1,2,...) und
| 2 o 2 L
(29) Ha,(m)}; K|, = s (a{(m) - E a, (m) log2 n

angeben. |{a,(m)}; K|, =1/m* (m=1,2,...) kann vorausgesetzt werden. Dann
folgt aus (29)

1/2
(30) a (m) + Z an (m) Iog2 n] - oo (m— ).

Auf Grund von (30) und von |a,(m)|=|{a,(m)};: K|, =0 (m—-=:n=1.2,..)
ergeben sich durch vollstindige Induktion zwei Folgen ganzer Zahlen (1 =)v, =...
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w=wy<..@W==Dund (1=)m; <...<m <... mit

2% 2V%
a‘:'(ml) - Z.*af(m._) lr;)g2 n=1, Z af(mk) h:sg2 n=l =23 ...}
n=21 n=2%=141
und
ay (M) = lay, y (my 1)l k=1,2,...).

Es sei a,=a,(m) (2% <n=2"%;k=1,2,...). Dann ist |a,|=|a,+,| (n=1,2,...)
und

2 2 2
ay + Za, log'n = oo,
n=2

Auf Grund des Hilfssatzes VII folgt also {a,}4 M(K). was der Ungleichung

: < o |
Had)s Kl = 2 Han(m)}; Klly = 2 <o

m=

=

widerspricht. Damit haben wir Satz 11 bewiesen.

Wir werden noch einige Probleme erwiihnen. Wie kann M(1) charakterisiert
werden? Gilt |l{a,}; =/l, =Cl{a,}: K|, mit einer nur von K abhiingigen positiven
Konstante C ? Gibt es im Falle {a,} 4 M(K) (K =1) eine positive, monoton zu 0
strebende Folge {g,} mit {a,u,} 4 M(K)? Gilt (25) fir jede Folge {a,}?

§ 2. Konvergenz mit Beschrinktheitsbedingung fiir die Lebesgueschen Funktionen

Es sei {Z,} eine monoton nichtabnehmende Zahlenfolge mit 4, =1. M({4,})
bezeichnet die Klasse derjenigen Folgen {a,}1, fiir die die Orthogonalreihe (1) fiir
jedes in [0, 1] orthonormiertes System {¢,(x)}, mit

vix)

1 1
31) supf d“'f 2 g ga(t) dr =1
p A\-(xlo | k=1 |

in [0, 1] fast iberall konvergiert, wobei das Supremum fiir alle meBbaren Funktionen
v(x) mit ganzzahligen Werten gebildet ist. Ist fiir ein in [0, 1] orthonormiertes System
{7a(x)} :

(32) Lp}: )= | | 2 eu®@a(®) |dt =2, (©O=x=1;v=1,2,..),

0 ks
dann gilt (31). M({/,}) ist mit den gewdhnlichen vektoriellen Operationen ein
linearer Raum und es gilt M({1,})2M{u,})=M(=) (L, =p,:n=1,2,..).
Es sei 1 =p=2. Fiir eine Folge {¢,}} wird

1=isj=

1
L({A}: e3s c0is0n) = supf( max \_I("q.-;(x)+ e+ €;@;(x))P dx
[V}
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gesetzt, wobei das Supremum fiir alle in [0, 1] orthonormierten Systeme {q,(x)}}
mit (31) gebildet wird. Offensichtlich ist
(33) Ii({24}; €15 s en) =L({ttn}; €15 oo sen) =Li(=5 €45 ooes n) (Ln=ps n=1,2,..),

N

(34) LA iy, wiiti) & _Zlic”|
und
(35) LAY 3 +dis <o i tdy) = L{{AY: €y oo ) + LAY dis cons di)

Daraus und aus (34) folgt, daB 7,({4,}: ¢,. .... ¢y) in den Variablen ¢, ..., ¢y stetig
ist.
Die Abschitzung

(36) leal = CLi({4,}5 €15 ooes CN) (1=n=N)

mit einer positiven absoluten Konstante C kann man ebenfalls leicht beweisen. Es
sei ndmlich 7,=[0, 3] und die /., (k=1,.... N; k #n) sollen der Reihe nach die
Intervalle (34+(/—D/2(N-1), $+j2(N-1)] (j=1,..., N—1) bezeichnen. Wir
setzen

7a(¥) = sonst

{ 1[Ymes(l,)  (x€1,),
0

(n=1,.... N). {gx)} ist ein orthonormiertes Sytsem in [0, 1], es besteht
L({ga}; x)=1 (0=x=1;v=1,2,...) und es gilt

|('| 25.’( max Iqu(\)-l- (X)) dx,

1=i= J'-
woraus (36) folgt.
Wir bendtigen einige Hilfssiitze.

Hilfssatz IX. Es gilt
nL({aA); 1y oo s en) = 2Val ({A}; €15 oeney)  (@>1).

Bewers. Auf Grund der Definition von 7; gibt es ein in [0, 1] orthonormiertes
System {i/,(x)}} mit

1 -
@37 f( L max () + o+ U () dx = 5 D({ad)i e )
und
1' : aix) |
(38) 5“1’/' fx | P !"n(‘)w,,(f)‘df =1
2 a"’u(.\’) . i"l- |

wobei das Supremum fiir alle meBbaren Funktionen p(x) mit ganzzahligen Werten
gebildet ist. Wir setzen

galx) = {(lf W, (ax) (0=x=1/a),

sonst
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(n=1, ..., N). Das System {p,(x)}} ist in [0, 1] orthonormiert. Ist x < [0, 1/a], dann
gilt

1/a

L({pa}: x) = a W..(ar)w..(ar)‘dr f p Zw..(avw (:)}dr

im Falle x<(1/a. 1] ist aber L ({¢,};x)=0 (v=1,2,...). Es sei v(x) eine beliebige
meBbare Funktion mit ganzzahligen Werten. Auf Grund von (38) erhalten wir

1/a 1

|
e 7 : vix)
f er(;u;t..;, %) e = f . dx_ Z.p,(ax).p,,(:)|dr
0 0

“v(x) r(;:) A=l

='/‘a}—l_ Lv(x.ﬂ'a)({'l’u}; .\‘) dx = 1.
0

“v(x/a)

Da v(x) eine beliebige, meBbare Funktion mit ganzzahligen Werten bedeutet, ist
(31) erfiillt. Weiterhin gilt

f( max ic i)+ o eig(x))dx =

1sisj=s

1/a

= l-af ( max c¥;(ax)+ ... +¢;¥;(ax))dx =

6 1=i=j=N
1

= - ]_f( max u:,d; () + ... +¢;9;(x)]) dx,
Va 1sisjs
]

woraus die Behauptung auf Grund von (37) folgt.

Hilfssatz X. Es sei I )({4,}; ¢15 ..., ) = 16} 2. Dann gibt es ein in [0, 1] ortho-
normiertes System von Treppen_ﬁmknanen VAx) (n=1, ..., N) derart, daff

1
2L, Es
sup[ t(x_l.({wnl Y)_ Py

A

o vix)
0
gilt, wobei das Supremum fiir alle mepbaren Funktionen v(x) mit ganzzahligen Werten
gebildet ist, und
max [V (X)+ ... +cipix) =1

1sisj=N

in einer einfachen Menge E(Z [0, 1]) mit mes (E)=1/4 besteht.
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Beweis. Auf Grund des Hilfssatzes IX ist /,({4,/4}; ¢,, ..., ¢y) =4) 2. Nach der
Definition von 7, gibt es ein in [0, 1] orthonormiertes System {z,(x)!} mit
1
(39) f( max [¢;7i(X)+ ... + ¢;z;(x)|) dx=2}2
0 1sisjsN
und
1
4L, (1ns X
(40) sup f - :.({/-l——) dx =1,
vix)

0

wobei das Supremum fur alle meBbaren Funktionen v(x) mit ganzzahligen Werten
gebildet ist. '
Fiir =0 wihlen wir dic Treppenfunktionen {7,(x)!} mit
1

(L@ -m@) dx<n  (@=1,..,N)

]
und
(41) [ ()| = [xta(x)l O=x=1;n=1,..,N).
Wir setzen

i
0, = j 2i(xX) 7;(x) dx =Ly aaN)
0

Es sei ¢(=0) beliebig angegeben. Ist n geniigend klein, dann folgt aus (39), (40),
(41) und aus der Orthonormalitit der Funktionen y,(x)

1

42) J( max (60 + ..+ ¢7;(0) dx =2V,
0 =i=j=]
1 .
4L o, ({Za} 5 x)
43 su ; — Ix = |
o pof T Y P

(wobei das Supremum fiir alle meBbaren Funktionen v(x) mit ganzzahligen Werten
gebildet ist) und

(44)  |a,;|=e/N (i,j=1,..,N;i#j), l1-e=a,;=1+e (i=1,...,N).

Die Funktionen ¢,(x) definieren wir folgenderweise. Wir teilen das Intervall
(1,2] in N(N—1) gleiche Teilintervalle /,; (i.j=1,...,N:i#j) ein. Wir setzen

Zn(X) (x€[0.1]),
V2-TIN(N—1D) 2.4 (x€l,;;i=1,...,N;i#n),
f}',.(x) =2 oS
]—l”2 IN(N=1)|a, | signe,; (x€I,;i=1,...,N;i#n),
0 sonst
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{(n=1, ..., N). Diese Treppenfunktionen bilden in [0. 2] ein orthogonales System
und nach (44) gilt

@) l-ssa,+ 3 lal=[e@drs1+422  @=1,..,N).
1=]=N S
Jj=n

Es sei u(x) eine in [0, 2] meBbare Funktion mit ganzzahligen Werten. Nach
(41) und (43) ist

- . pix)
46) '/\2*[‘/\ 2 (@) qa() d!] dx :f [f f] dx =
g A u(x) s n=1 I e

1

N 3
+V2N@WV-1) _max  Viz | / ()l dx <1,
n=1,
0

1+e¢
é__
2

1=i,j=N;i=]

wenn ¢ geniigend klein ist. Weiterhin gilt auf Grund von (44)

l utxh
(47) f o 2 7a()7,(0) di =
n(x) '
2x [
= f [(W:(-“)m[ﬂ! + g (X)g;(2)]) dt =
1=i, J'=-'=\' i=j uix)
=12 = (f.q (0)] dr+j g0l ) Yl gl <1,
=i, j=N;i#]
wenn ¢ geniigend klein ist. Aus (46) und (47) ergibt sich
2 s 2 o
(48) supf;' [ , 2 Gn(X)ga(?) a‘r] dx <2,
wux) \J =1
0

wobei das Supremum fiir alle meBbaren Funktionen p(x) mit ganzzahligen Werten
gebildet wird.

Wir setzen

= |2

@.(X%) = I'Eq,.(z.\-)(fq,f(x) dx] n =l .., X))

Ist £(=0) geniigend klein. so erhalten wir aus (42), (45) und (48)

j( max |(iq‘(1)+ LA i(x)))dx = 2,

0 1= I":vJI
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und
1

ZL\' X “_"‘ ; b )
(49) supf : ’,[‘q i \.)dx =1,

f'vl‘.\:]

0

wobei das Supremum fur alle meBbaren Funktionen v(x) mit ganzzahligen Werten
gebildet ist. Die Treppenfunktionen ¢ ,(x) bilden in [0, 1] ein orthonormiertes Sys-
tem. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann

1

(50) J( max (e + oo+ ¢, (0 dx = 2

0 1=i=j=N

vorausgesetzt werden.
Es sei I, =(a,, b,) (r=1..... p) eine Zerlegung von [0, 1] in paarweise disjunkte
Intervalle derart, dal jede Funktion ¢,(x) in jedem 7, konstant ist. Es sei

F(x) = max |eqi(x)+ ... +c;q;(x)];

1=i=j=N

die Werte von F(x) in den Intervallen /, bezeichnen wir der Reihe nach mit w,.
Nach (50) ist

(51) j w, mes (/,) = 2.

r=]

Es seien 1=r, <... <=r,= o diejenigen Indizes r, fir die w,=1 ist. Nach (51) gilt

(52) @=) 3w, mes(l,) = 1.
i=1

Es seien J,=(2,,f,) (r=1, ..., 0) nacheinander folgende Intervalle in [0, 3] mit
mes (J,) =mes (,) (r#r;; i=1, ..., 5), bzw. mit mes (J,)=w, mes (1,) (i=1, ..., 5),
und J, =(2,,p,) (i=1,...,5) nacheinander folgende Intervalle in (3,4] mit

mes (J,)=mes (1,) (i=1, ..., 5). Wir setzen
ga(x—2+a,) XELirergic=l .8
irf,,[x—z"+a,‘] (x€d,;i=1,...,5),
- y W, Wy,
Yn(x) =" i
I / » = o
[1 N ] Pu(Xx—0, +a,) (x€Jpn;i=1,...,8),
‘.'-l-
0 sonst
(n=1,..., N). Auf Grund von (52) ist diese Definition richtig.

Die Treppenfunktionen ,(x) bilden in [0, 4] ein orthonormiertes System.
Es sei

E =£j‘.!,,.
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E ist einfach und es gilt

(53) mes (£)=1
nach (52). Ist x<E, dann gilt offensichtlich

(54) max |e;y;(x)+ ... +c;@i(x)| =1.

1=isj=N

Es sei u(x) eine beliebige in [0, 4] meBbare Funktion mit ganzzahligen Werten.
Ist x€J,, (ro#r;;i=1,...,5), dann gilt

4

e | m I
Z%(Y}%(f) dt = Z f| ;:(U‘,.(x)rf,,(:—z,+a,) dr+

|u_ =
rri(i=1,....,5) J,

e 1

i=1 Wy,

dt+

";: 'I;u (.\') ‘Jn [ 3 ;‘ s + ar;]

ri

l—ﬂ] f‘ Z%(\)q (t—a,+a,)|d

o

- s 5 | m [
- 3 [ Zawnoas 3 [ Zneno a
9 i '

r=1
r#rj(i=1,..., 5) I»

5

3 2 l———] f‘ 2: Ya(x) g, (1) dt = 2L, ({ga}; x—2,,+a,,)

i=1 H,J

fir m=1, ..., N. woraus sich

0 uix)
(55) -4 fz,.' [[ 2 U)W, (1) dt|dx =
y “u(x) \a n=1 |

= 2’ j Lyx- a,+=,)(1‘}'n} \)

P u(x—ap+a,)
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ergibt. Ist .\'G_J,,_o (1=iy,=5), dann gilt

4

I Z 'pn(x) ';(jn(l) dt = Z/; [ | ‘_2;: wn(-‘-)&n(r = zr+ar)i dt +
i FEF itr——l ..... 5) J.,. L r

+ 22— ] f an{\)fin[ — ar.];dt+

=1 W, w,.‘ |
+i=Zl'( ‘N=Z;V_jn' _u _r,-'
J
= _Z Z T O |di+ > [ | 3 w,,mq..(r) dr+

rEri =_ w5) Iy

1/2 m —a,

1- ] ‘_._. 'J’n(\‘)‘,‘f n(’) Lm‘{‘?n}: o io -+-ar|0]
fir m=1, ..., N, woraus wir

pix)

2 U (), (1) dr] dx =
=1

- > f /.

Z’ f “124'_‘ cad il ’([qf‘.’_ _r_)d

n(w,...(x ap dta,)

erhalten. Ist aber .\‘EJ,‘D (1 -‘:::(.és). dann gilt

4

ARG TAGIE T | S 6 at—a+a) | di+

" I r-:n(ir:ll ...... s )J‘,. e

+2 uw,mq ( - "+a,‘]‘dr+
+ Z[ PANCTACGEA
§ i " . B |

= _2' Z%(Oq.(!) dr + 2{ / Z:w..(x}qn(r) dt +

rari(i=1,...,3) I, f:.‘

+.‘5”(|— ] me (\)r;,.(r)1dr*~2Lm({ — &, +ay,)
i=1 =1
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fiir m=1, ..., N, woraus

4
uix)

y s [ 1
(57) ‘:Z; /5;”‘:;/‘ p

o [ Lutx-ap,+2,) (193 X
= Z‘l [ FI. -,‘+ ,.‘I_{_)r } )dt‘
=1 J

A -
uix ap, + -'f,l )

2 Un(X), (1) | dt

Jri Tr,

folgt. Aus (55), (56) und (57) erhalten wir auf Grund von (49), daB

Hix)
(58) [-——- U.‘ Z W, (X)W, (1) d:] dx =1

n(.n

fir jede in [0.4] meBbare Funktion u(x) mit ganzzahligen Werten besteht,
Wir setzen endlich

Y, (x) = 2y,(4x) h=1,...,N)

Weiterhin bezeichnet E die Bildmenge von E bei der Transformation y = x/4. Auf
Grund von (53), (54) und (58) ist es offensichtlich, daB die Funktionen y,(x) und
die Menge E alle Forderungen des Hilfssatzes X befriedigen.

Hilfssatz XI. Es sei 4,7==. Ist fiir eine Indexfolge (0=)ny—=...=n ...
LAY i1y sonn By ) = H{{AY30, 00500, @ s 15 0555 G Y EIGN D (k=0, 1,...),
e —

My

dann gibr es ein in [0, 1] orthonormiertes S)srem von Treppenfunktionen g (x)
(n=1,2,...) mit (31) derart, dafi die Reihe (1) in [0, 1] fast iiberall divergieri.

BeEwels. Durch vollstindige Induktion definieren wir eine Indexfolge (0=)
k(0)=...<k(i)=..., ein in [0, I] orthonormiertes System von Treppenfunktionen
¢.(x) (n=1,2,...), und eine Folge von einfachen Mengen F,(S[0.1]) (i=1,2,...)
mit folgenden Eigenschaften:

Fiir jedes /i gilt

-1
(59) s 1 [+ 2 (MG)+1)] = 1/8,
J=1
wobei
: LAFIES
M(j) = sup [ Pu(X)@u(r) | di
Daxsl . n=ngn+1
0
ist.
Die Mengen F; sind stochastisch unabhiingig und fiir jedes 7/ gilt
(60) mes (F;)=1/4.
Es besteht
1
1
(61) L,..,({ga}: ¥)=1, supf, Ly ({g.}; x)dx = 1/8,
k.
(1]

Do
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wobei das Supremum fiir alle meBbaren Funktionen v(x) mit ganzzahligen Werten
1 =v(x)=ny,, gebildet ist.
Fiir jedes i gelten

(62) f MEH Tl X) g, (1) %d: =1 O=x=1),

a=ngiy.1+1
0

und

mrl |
(63) sup f [ f Pu(X) (1) J r!r] dx = 3/4,
\(xj | n=mgiy+1

wobei das Supremum fiir alle meBbaren Funktionen v(x) mit ganzzahligen Werten
Myiy = v(x)= Mci+ 1) gebildet wird.
Fiir jedes i gilt

(64) max lappp(X)+ ... +a,p,(x)| =1 (xeF).

M N<PEGSMist)

Es sei k(1) die kleinste positive ganze Zahl mit Jt.._ﬂl.,u = 1/8. Wir setzen

V81,(8x) 0=x=1/8),
Fa(x) = { ot
(n=1, ..., m,), wobei y,(x) die n-te Haarsche Funktion bezeichnet. Dann gilt

(61). (Siehe z. B. G. ALexits [1], S. 46—50.) Es sei i (=0) eine ganze Zahl. Wir
nehmen an, daB die Indizes k(i) (i=1,...,iy+1). die Treppenfunktionen ¢,(x)
(l1=n=n,+,,) und die einfachen Mengen F; (i=1,....i.) schon definiert sind
derart, daBl diese Funktionen in [0, 1] ein orthonormiertes System bilden, diese
Mengen stochastisch unabhingig sind, (61), weiterhin (59) fir i=1.....ic +1.
(60). (62), (63) und (64) fiir i=1, ..., i, erfiillt sind.

Dann konnen wir eine Zerlegung von [0, 1] in paarweise disjunkte Intervalle
I, (s=1, ..., 0) angeben derart, daB jede Funktion ¢,(x) (I =n=mn;,+,)) in jedem
I, konstant ist und jede Menge F; (i=1, ..., i;) die Vereinigung gewisser 7 ist. Die
zwei Hilften von 7, bezeichnen wir mit /; bzw. I. Wir wenden den Hilfssatz X
mit der Folge 4, ., i1s:s Angig+1)+1 und mit den Koeffizienten a,, ., 415 -
vos Uy (ig+1)+1 an. Die entsprechenden Funktionen bzw. die entsprechende Menge
bezeichnen wir mit y,(x) (m=ny +1)+ 1s ....n,..“oﬂ,ﬂ) bzw. mit E. Wir setzen

L

"JnHOH,H(\) = \ !pm_“ syl s X)— _‘_5'.: !1’.,“..‘,.,”(!;'; X)

\ §=

(=1, ooy Mg s 1y+1 = Migio+1))
und

Fig+1 —(UF(:' )L '(UF(f' )):
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wobei im allgemeinen fiir ein endliches Intervall /= [a, b]

XxX—a
=

0 sonst

ist und fiir eine Menge H (£ [0, 1]) H(/) die Bildmenge von H bei der Transformation
== (b—a)x + a bedeutet.

Die Funktionen q,,(x}(nzn,‘“on,ﬂ, ...,nk(,on,ﬂ) sind auch Treppenfunk-

tionen und die Menge F,»OH ist einfach. Die Mengen F; (i=1,...,i5+1) sind

offensichtlich stochastisch unabhiingig, weiterhin ist (60) auch fiir i = i, + 1 erfullt.
Durch einfache Rechnung folgt

@ [l

fiir jede meBbare Funktion v(x) mit ganzzahligen Werten i, +1) = v(x)= Mp(, +1)+1 -
Es sei Pi(iy+2) die kleinste von nm, mit Pygiy+2) = Ph(i +1) fiir die (59) im Falle

i =iyg+2 besteht. Es sei s seeydg CING Zcrlegung von [0 1] in paarweise disjunkte
Inlcnalle derart, daf} jede Funktlon gax) (1 =n=m +1y+1) in jedem J, konstant

. Die zwei Hilften von J, bezeichnen wir mit J; bzw mit J,. Wir setzen

\tx)

Ta(X)ga(1) dl] drx =12

M=Mi(io+ 1)'H

‘(nk;;0+|1+1+l(“') = /,(J, ; -\)— 3 A’:(Jr . X) (=1, Miio+2) — Mk(io+1)+1)s

wobei y,(x) die n-te Haarsche Funktion bezeichnet. Dann ist

1
.|

(66) / Z Fa(p,(t)|dt =1 (0=x=1; Migio+ 1)+ 1 =M= My(io +2))-

A=+ 1)+1F

Offensichtlich bilden die Treppenfunktionen ¢,(x) (_lérrérik(,-n,,z}) ein in [0, 1]
orthonormiertes System, (64) ist auch fir i = i, + 1 erfiillt, weiterhin folgt aus
(65) und (66), daB (62) und (63) fiir i = i, +1 bcstehen Die Folge {k(i)}. das
Funktionensystem {¢,(x)}1 und die Mengenfolge {F;}; mit den erwiihnten Eigen-
schaften erhalten wir durch Induktion.

Ist x<lim F;, dann ist die Reihe (1) wegen (64) divergent. Da die Mengen F;

stochastisch hnabhéingig sind und (60) fiir jedes i besteht, ergibt sich durch An-

wendung des zweiten Borel—Cantellischen Lemmas, daB mes (lim F)=1 ist.
Die Reihe (1) divergiert also in [0, 1] fast iiberall. e
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Es sei v(x) eine meBbare Funktion mit ganzzahligen Werten. Ist n,;, <v(x)=
=m+1 (i=1,2,...). dann gilt, auf Grund von (59). (62) und (63),

1 1
(67) 7(_ L"(-\’I({qn}; .\‘] =5 1 (Lm‘(n({qn}: I)+
v(x) Micgiy +
i1 1
¢ LATIES Mi(i+1)
- {f 2, (X)) g (1) | dt +f Z Gu(X) g, (1) d{” +
i=1 n=ng+1 3 n=mgipns1+1

1
)
o
Ay(x)
0
|

= [1+ 2‘(M(;)+ D]+

"My + 1

v(x)

2 P, ) e =

n=ngiip+1

1

vix)
f‘ P q,,(rm(:) dt =

n=ngiy+ 1

\r(.:j

1

i1 [
= 8 )‘\’(xl «
0

v(x)

2 r;-..(x)q..(r){dn

n=ngip+

-

E bezeichnet die Untermenge von [0, 1], in der v(x)=n,,, ist und es sei CE=
=[0, 1] E. Dann ist, auf Grund von (61), (62) und (67),

1
f Llr(xl({qn'n}; .1‘) d\’ -;5:[ v(x)('lq } \') d\-*— fdx+
;w(x) : _. Av(xl 8

0 E CE

v(.'c] l
f Fn(X) (1) ‘ dt = 1.

l'(x) n= !lk(”‘l' 1

Also ist (31) erfullt.
Hilfssatz XII. Es sei /,-7=. {a,}€M({4,}) gilt dann und nur dann, wenn

(68) lim (1im 1y ({2}5 @us 1 s Gnsy)) = O.
A—+oe N-toe
Beweis. Ist (68) erfiillt, dann gibt es eine Indexfolge (0=)ny <...<=n =
mit
(69) kz{; Bty il Y2 o

Es sei {¢,(x)}1 ein in [0, 1] orthonormiertes System mit (31). Aus (69) folgt

1

(70) > f( max  |a;gi(x)+ ... + a@;q;(x)]) dx < <.

k= np<iZzjEng 41
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Bezeichnet s,(x) die n-te Partialsumme von (1), dann ergibt sich
1

Z' ]S”k+1 (.\') = S, (x)l dx = o=
l=00

nach (70), woraus wir erhalten, daB lim s, (x) fast iiberall existiert. Es seinm, =n<n, .

]

Aus (70) folgt weiterhin
I$,(x) =5, (X)) = max |ag(x)+ ... +a;p;(x)|~0 (n— =)

nmp<i=j=ng .1
fast iiberall, womit {a,} € M({4,}) bewiesen ist.

Ist aber (68) nicht erfiillt, dann gibt es eine Indexfolge (0 =)ny=... <n =...
mit [,({4,}: a1+ -v 4, . )=6=0 (k=0,1,...). Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit kann 7,({4,}; @y +1, ---s ,,,(,,)}16152 (k=0,1,...) angenommen werden.
Durch Anwendung des Hilfssatzes XI erhalten wir {a,,}t{M( An}):

Bemerkung. Aus (68) folgt {a,} € M({2,}) ohne der Bedingung 7,7~

Fiir eine Folge {a,}; setzen wir

”{an}; {}‘n}nl g infﬁé;fl({;'n}; am(+l B “mu)’

wobei das Infimum fiir alle unendlichen Indexfolgen (0 =)n, ... =n, = ... gebildet
wird. Auf Grund von (34) und (36) folgt

) &l = ek (s = Slad  (r0=1,2,..),

wobei C eine positive, absolute Konstante bedeutet. Auf Grund von (33) kann
I'.a,,; {»L,,;II, =|{a,}; =|l, leicht eingesehen werden. Aus (33) folgt |{a,}; {4}, =
=|{a,}; {1 (A,=p,;n=1,2,..).

Satz III Es sei 4,7-. {a,eM({4,}) gilt dann und nur dann, wenn
{an)s {2a}ly === M({4,}) ist mit der Norm |{a,}: {2}, ein Banachraum.

BEwEss. Ist |[{a,}; {A,}]l; = ==, dann gilt (68), woraus sich auf Grund des Hilfs-
satzes XII {a,} € M({4,}) ergibt. Ist aber [{a,}: {4}/, ===, dann kann (68) nicht
bestehen und aus dem Hilfssatz XII folgt {a,} ¢ M({4,}). th::,,}, {741l ist eine Norm
in M({%,}). Dazu sollen wir nun die Dreiecksungleichung beweisen.

Wir werden zeigen, daB im Falle 4,7 =

) Hai Gl = im (e a)  (afeM(AD)

besteht, woraus sich die Dreiecksungleichung ergibt. Im Falle {a,,,E M ({4, }) gibt
es nach der Definition von | {a,}: {4,}l, eine Indexfolge (0=)n, ... <n,=... mit

(73) I{an}s {Za}lls = j ({4} Gues15 oo On,,) = I{aa}s (A} +6,
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wobei £(=0) beliebig angegeben ist. Es sei k, so groB, dal

(74) 5111({).,,};a,,k+1,...,aﬂﬂl)-:g,

k=kg+

Wegen (35) folgt aus (73)

ll{a,,}; {;‘ﬂ}"léll({iﬂ};al"“’“ﬂxo+|)+k 2 11({;‘0};aﬂk"’l"”"aﬂkﬂ)é

=ko+1
= |{an}; {4a}lls +e.
Daraus und aus (74) ergibt sich
H{anhs atli—8 = L({Ra)5 a1, -oos gy 1) = I{an}s {2l +e:

Da Ii({A.}; ay, ... ay) = L({A}; ays ooerOys1) (N=1,2,..) ist, erhalten wir
daraus
“{an}; {;n}hl g B — l]m Il ({’n}s ay., "'sa.’\‘) = ”{an}s {;'n}“l +é&.

Da e(=0) beliebig ist. folgt (72).

Die Vollstindigkeit von M({4,}) ergibt sich leicht auf Grund von (71), daraus,
daB I,({A,}: ¢y, ..., cy) in den Variablen ¢,, ..., ¢y stetig ist. Damit haben wir
Satz 111 bewiesen.

Aus den Beweisen der Hilfssitze XI und XII erhalten wir: Es sei A,.7~. Ist
{a,) & M({4,}), dann gibt es ein in [0, 1] orthonormiertes System von Treppenfunk-
tionen ¢,(x) (n=1, 2, ...) mit (31) derart, dap die Reihe (1) in [0, 1] fast iiberall diver-
giert.

Aus dem Satz 111 folgt: Es sei 4,7 . Ist {a,} € M({4,}). dann gibt es eine posi-
tive, monoton ins Unendliche strebende Folge {j,} mit {a,u,} < M({4,}).

Aus dem Hilfssatz XII und (72) ergibt sich: M({4,}) (4,7 =) ist separabel.
(Die endlichen rationalen Folgen liegen in M({4,}) iiberall dicht.)

Wir erwihnen einige Probleme. Wie kann M({/,}) mit 4, =0O(1) charakteri-
siert werden? Gelten die entsprechenden Behauptungen anstatt p =1 fiir 1 <p=27?
Ist I{a,}; {Ax}ls =1{Bp}; {Au}ll; (la,] =|b,; n=1,2,...) richtig? Gibt es im Falle
{a,} ¢ M({4,}) eine positive, monoton zu 0 strebende Folge {y,} mit {g,a,} < M({4,})?
Gilt (72) fiir jede Folge {a,}?

Um noch einen weiteren Satz zu beweisen, werden wir einige Hilfssiitze voraus-
schicken.

Hilfssatz XIII. Es sei p(=2) eine natiirliche Zahl. Dann gibt es ein in [0, 5]
orthonormiertes System von Treppenfunktionen fi(p: x) (I=1, ....2p) mit folgenden
Eigenschaften: Es gilt

5

| n
f’k._z;ﬁ(p; X)fi(p; t) dt = Alog*p O0=x=5;n=1,....2p)

0
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und fiir jedes x € (2, 3] existiert ein Index m(x) (=2p) derart. daf die Funktionswerte
flp:x) (I=1, ....m(x)) positic sind und

m{x)

Zf:(p x) = Bl plogp

besteht, wobei A und B positive, absolute Konstanten bedeuten.
Hilfssatz X111 ist bekannt. (Siche K. TanNpori [4].)

Hilfssatz XIV. Es seien p(=2). g natiirliche Zahlen und ¢=1. Dann gibt es ein
in [0, 1] orthonormiertes System von Treppenfunktionen g(c.p; q: x) (I=1.....2pq)
mit folgenden Eigenschaften. Es gilt

[ Zg,(r.p, q: X)g(e,p.q: 1) dt = Alog?p O=x=1:n=1,...,2pq)
i 1=1
u

es gibt eine einfache Menge E (= [0, 1]) mit mes (E) = 1/5¢ derart. daf fiir jedes x ¢ E
ein Index m(x) (=2pq) mit glc.p.q:x)=0 (I=1....,m(x)) und

mix)

2 gi(c.p,q; x) = V5BV epq logp

existiert, wobei A und B positive, absolute Konstanten sind.

Bewers. Wir wenden den Hilfssatz XIII im Falle p an. Wir setzen
&up+1(C, P 45 X) =

_ [V5qcfi(p. Sqe(x—k/qe))  (klge=x<(k+)ge; k=0, ....q—1),
0 sonst

{i=1,...;2p) Es 58
g=—1
- g 0
E: U _£_+_g_.i..+__:._
o lqc  Sqc gc  Sqc
Diese Funktionen und diese Menge befriedigen alle Forderungen des Hilfssatzes
XIV.

Es sei {4,] eine monoton ins Unendliche strebende. von unten konkave Folge
mit 4, =1 und 4,=(logn)? (n=2). (Im folgcnden verwenden wir Loglrithmus
mit der Basis 2.) Dle Indexfolge {m,} definieren wir folgenderweise. Es sei m, =1
und mH, sei die natiirliche Zahl ML " A A o WO s A

(k=1.2,...). Wegen der Konkavitit gilt
/.".mk_ ;m_g+l = ""mk+l ’m:
woraus
" : _ m—my . me—m; .
Ame =41 B At 1 = A, = A+

my ny
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folgt. Nach der Definition von m,,, gilt also my ., =2m, (k=2). Daraus erhalten
wir
k=2,3,...).

Ist k gentigend groB, dann gibt es eine natiirliche Zahl §, mit

log? (my 4y —my) =log? my = 4,

Mt —rm] o
24, i T

wobei A die im Hilfssatz X1V erwihnte Konstante ist und [«] den ganzen Teil von «

bezeichnet. Ist k& geniigend groB, dann besteht

(76) A JA=1.

A
(75) -3"‘ = Alog? [

Nach der Definition von m, gilt 4, =214 ., (k=2,3,...). Ist k geniigend groB,
dann erhalten wir durch einfache Rechnung

| g ] |
(77) E(Am['*_-...—f—ﬁm&)-F(kﬁ-Z) = % A (k=0,1, ...).
Wir bezeichnen der Reihe nach mit n,, n,, ... diejenigen Indizes m,, fir die (75),
(76) und (77) bestehen: mit ¢, , ¢>. ... bezeichnen wir der Reihe nach die entsprechen-
den §; (ng=1). Dann gelten

(78) AEl  (k=h2aa)
P = 2 | Paes — W] _ Fm, i
(79) g = Alog [ S I = — k=1,2,..)
und
(80) A Gt A R C+D = S he,, (=010,

Hilfssatz XV. Es sei {/,} eine monoton ins Unendliche strebende, von unten
konkave Folge mit /., =1 und 4,=O(log? n). Befriedigt die positive, monoton zu 0
strebende Folge {a,} die Bedingung

Mear1—1

g = Con,ica(May~n)  (=0,1,..)

n=n
mit einer positiven Konstante C und gilt
P Iy
2 ath, = oo,
n=1

dann gibt es ein in [0, 1] orthonormiertes System {q,(x)}1 mit (32) derart, daf die
Reihe (1) in [0, 1] fast iiberall divergiert.

BEwEls. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann 4, =log? n (n=2) voraus-
gesetzt werden. Es sei

Pk:["“,;_nk] und l"k:(min(l.f.-nk("k—l“H;‘)ﬂ:,“. ) Bl () 2% ¢
i 13
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Aus unseren Annehmen folgt

(81) Dt

k=1

Durch vollstindige Induktion werden wir ein in [0, 1] orthonormiertes System von
Treppenfunktionen ¢,(x) (n=1,2,...) und e¢ine Folge der ecinfachen Mengen
E(S[0,1]) (i=1,2....) definieren mit folgenden Eigenschaften:

Die Mengen E; sind stochastisch unabhidngig und fiir i=1, 2, ... gilt

(82) mes (E;) =1/5¢;;
Es gilt

(83) /!Zq',(.\‘)qn(.')‘d! =1 (O=x=1;1l=m=n,)
|n=1 |

und fiir jedes i=1, 2, ... besteht

1
(84) [
0

Flir jedes i=1, 2, ... gilt

m

Zq,,(,\‘)q‘,,(!)ldl = -{§‘1+ 1 O=x=1;m=m=n;,,);

n=mni

-

(85) max  |a,q,(x)+ ... +a,9,(x)| = Vs —{3—. (x€E),
RI=P=qQ<MiLi 4' A

wobei 4 und B die im Hilfssatz XIV erwiihnten Konstanten bedeuten.

Es sei g (x)=p,(x) (n=1,...,n,—1), wo x,(x) die n-te Haarsche Funktion
bezeichnet. Dann gilt (83). Wir nechmen an., daB die Treppenfunktionen ¢,(x)
(n=1,...,m,—1:ko=1) und die einfachen Mengen E(S[0,1]) (i=1,....ks—1)
schon definiert sind derart, daB diese Funktionen in [0, 1] ein orthonormiertes
System bilden, diese Mengen stochastisch unabhingig sind, und (83), weiterhin

(82), (84) und (85) fiir i=1, ..., ko — 1 erfiillt sind.
Dann gibt es eine Zerlegung von [0, 1] in paarweise disjunkte Intervalle 7,
(r=1, ..., 0) derart, daB jede Funktion ¢,(x) (n=1, ..., m,—1) in jedem J, konstant

ist und jede Menge E; (i=1, ..., k,—1) die Vereinigung gewisser /, ist. Die zwei
Hilften von 7, bezeichnen wir mit [/ bzw. mit /7. Wir wenden den Hilfssatz X1V
im Falle ¢=gq,,.p=p,. c=c,, an. Die entsprechenden Funktionen bzw. die ent-
sprechende Menge bezeichnen wir mit ¢,(x) (n=1, ..., 2p, ¢:,) bzw. mit E. Wir
setzen

Pmgtn-1(X) = Zqli; )= Zq %) (=1, ...,2p,4,)

r 1 r=1

und

Die Menge E,, ist einfach und die Mengen E; (i=1. ..., k) sind offensichtlich
stochastisch unabhiingig. Auf Grund des Hilfssatzes XIV gilt (82) fiir i =k,. Die
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Funktionen ¢,(x) (m,=n<ny, +2p, q;,) sind Treppenfunktionen. Auf Grund von
(79) gilt

1
(86) [

Auf Grund der Positivitit und der Monotonitit der Folge {a,; ergibt sich durch
Anwendung des Hilfssatzes XIV, mit Riicksicht auf (78) und (79),

m | ;-n g
2 P () dt = ";' O=x=1;n,=n=m+2p,q,)

ﬂ:ﬂkn i.

= B
(87) max la,@p(X)+ ... +a,p,(x)| = ¥5 “—_A— (x€E).

R =pEq<my, +2pgoax,

Nach der Definition von n, gilt n, +2p; Gy, < n;,+,—1. Da die Funktionen
gulx) (1 =n-<n,+2p,.q,) Treppenfunktionen sind, kdnnen wir cine Zerlegung
von [0, 1] in paarweise disjunkte Intervalle J, (s=1. ..., 6) angeben derart, daB
Jede Funktion g¢,(x) (1 =n-=n, +2p, q,,) in jedem J konstant ist. Die zwei Hilften
von J; bezeichnen wir mit J. bzw. mit J.. Wir setzen

o m

Png* 2mrgtgen-1) = 00— 31050 (=1 g1 = 1= 2P d,),
3= B=

wobei z,(x) die n-te Haarsche Funktion bezeichnet. Offensichtlich bilden die Treppen-
funktionen ¢,(x) (I =n=mn, ., —1) ecin orthonormiertes System in [0. 1]. Aus (87)
folgt., daB (85) fiir i=k, besteht. Weiterhin gilt offensichtlich

1
6[
Daraus und aus (86) folgt, daB (84) fiir i=k, besteht.

Die Funktionen ¢,(x) und die Mengen E; mit den erwihnten Eigenschaften

erhalten wir durch Induktion.
Gilt xelim E;, dann ist die Reihe (1) wegen (85) divergent. Da die Mengen

E; stochastisch unabhingig sind, ergibt sich aus (81) und (82), durch Anwendung
des zweiten Borel— Cantellischen Lemmas. daB mes (lim £,)=1 ist. Also divergiert

m

Z Gu(X)g,(2) dt = 1 O=x=s1:m,+2p,q, =M <Ny 41).

n=ngo+ 2Pk,

i oo

die Reihe (1) in [0, 1] fast tiberall. Aus (80). (83) und (84) erhalten wir leicht, daB
(32) fur dieses System {¢,(x)} erfullt wird.

Satz IV. Es gilt

oo

1/2
(88) u{au}; {’n}”I = Al ( 21 t?,f).,.]

mit einer positiven, absoluten Konstante A,. Es sei {/,] eine monoton ins Unendliche
strebende. ron unten konkave Folge mit 7, = O(log? n). Befriedigt die positive. monoton
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zu 0 strebende Folge {a,} die Bedingung

Age1—1

Z ap = ("a,f,m,l(w,wrl — ) (k=0,1,...)

n=n

mit einer positiven, absoluten Konstante C, dann gilt

(89) } ) }”[ = Az lzan An] ’
wo A, eine von der Folge {a,} unabhingige Konstante ist.

Beweis. Es sei Z ags, =~ und {¢,(x)}7 bezeichne einin [0, 1] orthonormiertes
n=1

System mit (31). Die n-te Partialsumme der Rethe (1) bzw. der Reihe '5’ V. wlnTn(X)

bezeichnen wir mit s,(x) bzw. mit sa(x). Durch Anwendung der Methode von
S. KaczMARZ — A. N. KOLMOGOROFF—G. SELIVERSTOFF (siche z. B. G. Arexits [1],
S. 172—174) kann

(90) |s3(x)] = = V2, Fy(x) (0O=x=1;n=N,N+1,...)
mit
: - 1/2
1) [ Fy(x)dx = M| > a,s;.,,]
i n=N p
0

bewiesen werden, wobei M(=1) eine absolute Konstante ist. Fir n=m=N

setzen wir
n

|
) (‘) S — i(-x) 2;1: l‘/_kale(x) e

k=m I’"k

n—-1
- 2,’ [ L - I ] IS (X) — s ,(.\');'+-I_.£—_- |Sn (%) = Sm—1(x)].
: l % / l

Vg ' Lon

Daraus und aus (90) ergibt sich

|5r|(\) S = l(\l = >_T — T ]1‘9#(\’)“‘\[ 1(‘)]+
= "'.{ 'fnl-
+ |Sm—1(X) —sx—1 ()| 2 : ]’+ 2Fy(x) =
k=m ”k |/1+1
2> [%_— ,...l_u];s:(x)—s::- ()] +4Fy ().
k=N VA Vigsr
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Durch einfache Rechnung erhalten wir

f[Z[M—*--—-—— 5k (x) — s¥ :(r)I]dVS—I—VZ?m

V41

Nach (91) ist also

1

( sup an(.\')—s,"_l(.\')[)dx = [ ‘M_'__—-— ]l/ ;kal!

N=m=n
woraus
(92) lim (lim 7y ({4,}; Gy41s s ay)) =0
n—tee N-tee
und
1/2

(93) llm Lil{A}: a0, 0y) = SM( > a) ]
sich ergeben. Aus (92) crhaltcn wir durch Anwendung der Bemerkung nach dem
Hilfssatz XII {a,} € M({4,}). Nach (72) und (93) ergibt sich (88).

Es sei ![{a,,}; {Za}lly = ==. Dann gilt > a24, < ~= auf Grund des Hilfssatzes XV.

n=1
Also besteht (89) mit einer Konstante A4,. Wir werden zeigen, dall 4, von der
Folge {a,} unabhingig bestimmt werden kann. Im entgegengesetzten Falle gibt es
Folgen {a,(m)}; (m=1,2,...), die die Forderungen des Satzes IV befriedigen,
derart, dal}
1/2

{a,(m)}; {Z.}l; = %; Z-‘a,f(m))h,,] (m=1,2 ..)
n=1

Man kann |{a,}: {4}, =1/m* (m=1, 2. ...) voraussetzen. Dann gilt

2 (= )an, 1 (M) iy~ (meoo; N=1,2,..0).
Auf Grund dieser Relation und von (71) kann man durch Induktion zwei Index-
folgen (0=)vy=...<v,=... und (1=)m; = ... <=m=... mit
vi—1
(94) T it il owl el
k=vi-1
und
“n‘.,—l("h) = anw(ml‘+l) (=12,..)

angeben. Es sei ¢, +p=a,, +a(my) =0,...n,  —n,—1;1=12,..) und
¢,=a,my) (1=n=n,). Fiur die Folge {c,} sind diec Bedingungen des Hilfssatzes
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XV erfiillt und auf Grund von (94) ist 2, ¢24, ==, Durch Anwendung des Hilfs-

ne=]
satzes XV ergibt sich also {c,}4 M({4,}
Es seien

{e.(D}T = {a;(m)), ..., ay, —1(m). 0, o X

Moy — 1

o —

{ca(l+ D)7 = {6‘ 0,a, (Ms4).....a

(/=1, 2, ...). Offensichtlich besteht

-

1= Z,: G

I=

,”—1(”1“1)- 0,...}

und
”{('n(”} , nfl = " {Q‘ ('"J‘)I’ l’n]l'l (": l" 2, .. )
Auf Grund dieser Relationen erhalten wir
- N . - l
Heahs (ablly = 2 HeatD}s (bl = Z anm)}; {udly = 205 ===,
i= =1 M

woraus sich {c,} € M({4,}) ergibt. Die Ungleichung (89) besteht also mit einer von
der Folge {a,} unabhdngigen. positiven Konstante 4,. Damit haben wir Satz 1V

bewiesen.
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