Die Charakterisierung gewisser geordneter Halbmoduln
mit Hilfe der Erweiterungstheorie

Von HERBERT LUGOWSKI (Potsdam)

Wir wollen in dieser Arbeit alle Halbmoduln mit JIV bestimmen, womit wir
kurz diejenigen geordneten Halbmoduln ') bezeichnen, welche die Eigenschaft

JIV: Zu acIM und bEM mit a<D>b existiert xeM mit a+x=>b

besitzen.
Friiher hatten wir festgestellt (Lucowski [1]), daB jeder solche Halbmodul
sich aus einem Modul M, und einem positiv geordneten Halbmodul M, gemiB

M=, UM, mit M, <M,, M, +D, =M,

zusammensetzt, wobei 9, auBer seinem Nullelement gerade alle negativen Elemente
von M (d. h. Elemente ¢€9 mit ¢ +c<c) und deren Entgegengesetzten enthilt:
die trivialen Fille Y =9, bzw. M =N, ordnen sich hierbei sinngemidl ein. Wir
nennen M, UM, die geordnete Zerlegung von M mit der Modulkomponente I, ;
offenbar ist Wi, gemdl M, =W~ M, durch M und M, festgelegt. Genau diejenigen
Halbmoduln M, fiir welche 9N, sogar natiirlich geordnet ist ), geniigen dabei
der einfachen Additionsvorschrift
my+my=m,

fir alle m, €M, und m, €M, und lassen sich auf diese Weise leicht aufbauen;
wir bezeichnen in diesem Falle die geordnete Zerlegung von 9t als geordnete Summe
M=M, 5M,. Im folgenden werden wir zeigen, daB sich auch alle iibrigen Halb-
moduln mit JIV durch Zusammensetzen eines Moduls und eines natiirlich geordneten
Halbmoduls gewinnen lassen, und zwar mit Hilfe einer Modifizierung der Schreier-
schen Erweiterungstheorie fiir Halbmoduln unter Einbeziehung der Ordnungs-
relation (Satz 2 und 3). Insbesondere ordnen wir den Fall der geordneten Summe
in diese Theorie ein (Satz 4), beschreiben den reguliren Fall (Satz 5) und geben
schieBlich ein einfaches Beispiel eines Halbmoduls mit JIV an, der nicht zu diesen
beiden Fiillen gehort.

1) Unter einem geordneten Halbmodul verstehen wir hier eine kommutative Halbgruppe
mit additiver Verkniipfung und einer Ordnungsrelation, die Trichotomie (JI), Transitivitdt (J11)
und Monotonie (JIII: Aus a=b folgt a+c=b+¢) erfillt.

2) Die natiirlich geordneten Halbmoduln sind gerade die positiv geordneten Halbmoduln
mit JIV.
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§ 1 Die Struktur der Halbmoduln mit JIV

Wir bemerken zuniéchst, daB sich in jedem (kommutativen) Halbmodul der Form
M=M UM, mit M, +M, =M,,
wo 9, ein Modul ist %), eine Aquivalenzrelation gemiB
a~a <> Esgibtein x, €M, mit a+x, =4’

einfiihren 1iBt, die mit der Addition in M kompatibel ist. Die zugehorigen Aqui-
valenzklassen sind von der Gestalt

[a] = a+M,,
und wir erhalten den natiirlichen Homomorphismus
(%) M-—">M = MM, vermdge a—~a = [a]

von M auf den Faktorhalbmodul ¢/, mit der Addition [a]+ [b]=[a+ b] und
dem Nullelement ¢ =%1,. Dariiber hinaus gilt:

Satz 1. Der Faktorhalbmodul I =IN/IM, eines Halbmoduls M mit JIV nach
seiner Modulkomponente W, wird zu einem natiirlich geordneten Halbmodul, wenn
man die Ordnung einfiihrt gemap

lal=[b] < [a] #[b] und a-=b.
Daher ist die Abbildung ( %) dann sogar ein o-Homomorphismus von I auf M *).

Bewels. JI: Die Trichotomie ist klar, wenn wir zeigen, daB3 die Definition un-
abhingig von der Auswahl der Reprisentanten ist. Dazu sei a~a’, b~b" und
a<b, aber a+ b, also @’ = a+x,,b'=b+y, und a+x,=>b mit x, €M, y, €M,
X, €M,. Aus x; =x,+y, folgt dann jedenfalls

a=a+x,=a+x,+y,=b+y =V

und sogar @’ <bh" wegen a" < b’

JI1: Es sei [a] = [b]und [b] <[c]. Dann gilt jedenfalls @ < ¢, zu zeigen bleibt a < ¢.
Andernfalls gibe es aber ein x, € M, mit a+ x, =¢, was zusammen mit b+x,=c¢
(x,€M,) wegen x, +(—x,;)eM, zu dem Widerspruch

b=b+x,4+(—x,)=a
flihrt.
JIII: Es sei [a]<[b), also a+x,=>b mit x,€IM,. Fiir jedes ccIM gilt dann
at+c+x,=b+c, also a+c=b+c. Hieraus folgt, je nachdem ob a+c¢+b+c
oder a+c¢~ b+c, entweder [a+c]<[b+c] oder [a+c]=[b+c], in jedem Falle also

la] + [c] =[b] +[c].

3) Offenbar ist das Nullelement o von 3, auch Nullelement von .
4) Damit bezeichnen wir einen Homomorphismus ¢ -~ d mit der Eigenschaft: Aus a=b
folgt a=h.
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JIV: Aus [a] =[h] folgt a+ x, =b mit x, €M,, also
[a] + [x2] =[b].

Ferner sind alle Elemente von M positiv, denn fir a¢M, gilt [a] =[o0], und fiir
ac M, ergibt sich [a] =[] aus a=o0 und a+o.
Der damit bewiesene Satz 1 veranlaBt uns zu folgender

Definition. Ein Halbmodul M mit JIV heifle ,,Schreiersche Erweiterung”

eines Moduls W, mit einem natiirlich geordneten Halbmodul M (mit Nullelement),
wenn M Oberhalbmodul von I, ist, der M, als Modulkomponente besitzt und fiir
welchen die o-Isomorphie

MM, <=M

gilt. Allgemeiner lassen wir fiir M auch zu, daf seine Modulkomponente M, nur
M, <=M, und M entsprechend nur

MM, =M
erfiillr.

Unter Verwendung dieser Begriffsbildung erkennt man, dall das Problem,
alle Halbmoduln mit JIV (und nichtleerer Modulkomponente) zu finden und zu
beschreiben, identisch ist mit dem ,,Schreierschen Erweiterungsproblem™, zu ge-

gebenem geordneten Modul 9, und natiirlich geordnetem Halbmodul W (mit
Nullelement) alle Schreierschen Erweiterungen zu bestimmen. Um dieses Problem
zu l6sen, wollen wir als erstes die Struktur eines solchen Halbmoduls mit JIV als
o-homomorphes Original des natiirlich geordneten Faktorhalbmoduls U =i/9R,
von 9N nach seiner Modulkomponente MM, mit Hilfe geeignet modifizierter Gedan-
kengiinge der Schreierschen Erweiterungstheorie fiir Halbgruppen beschreiben ).
Dazu definieren wir zunichst wie iiblich fiir die Elemente a =[a]€ 9 eine Aus-
wahlfunktion f(a)¢€[a), d. h., wir withlen aus jeder Klasse @ =[a] genau ein Element
f(a) fest aus; insbesondere setzen wir f(0) =0, widhrend f(a)eM, fir acIM, ist.

Wir haben also
a=[fa)]=f(a)+M,,

so daB sich jedes Element von 9 in der Gestalt f(@) + « mit eindeutig bestimmten
f(@) und geeignetem « €N, angeben ldBt; allerdings kann dabei durchaus

Na)+oa=fa)+p

fiir verschiedene Elemente x und f aus 9, gelten. Die Addition in 9N fiihrt dann
gemil
a+b = [f(@)+[f(b)] = [f(@)+/(b)] = [f@+b)],
f@+f(b) = f(a+b)+a

%) Die von REpEl ([2]) vorgenommene Verallgemeinerung der Schreierschen Theorie auf
Halbgruppen ist hierzu noch nicht ausreichend: denn M, braucht kein normaler Unterhalbmodul
von I zu sein, d. h., aus a+a = a+f mit «cM,, fc M, braucht keineswegs «=f zu folgen; ganz
abgesehgn davon muB ja auch das Studium der Ordnungsrelation mit in die Betrachtung einbezo-
gen werden.

also
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zu dem Summandensystem a®€9R; mit der ,, Anfangsbedingung™ 6°=o0. Ferner
gilt, wie aus dem erstem Teil des Beweises von Satz 1 hervorgeht:

entweder f(a)=f(b)
oder f@) = f(b), a<p, f@+a=f(b)+p
Auf Grund dieser Zusammenhidnge zwischen den Elementen von 3R einerseits
und den Elementen von MM und M, andererseits filhren wir nun in der Produkt-
menge I XM, die Aquivalenzrelation
(@ a)~(b.p) < a=b und f(@)+ax=f(b)+p

ein und legen fiir die zugehdrigen Aquivalenzklassen [@, «] eine Addition und eine
Ordnung gemil

f(a)+a<ﬂ5)+ﬁa{

[@, «] +[b, B] = [@a+ b, ab+a+ f),
E . {entweder a<=b
@ a]=[6, Bl <) der a=b, a<p, fa)+x=f(b)+p

fest. Man sieht unmittelbar, daB diese Festlegungen unabhingig von der Auswahl
der Reprisentanten sind und daB damit die Menge M der Klassen [a, «] insbesondere
zur geordneten Menge wird (JI und JII). Dariiber hinaus gilt offenbar, daB die

Zuordnung
f@) +a—~[a, o]

einen o-Isomorphismus 9>+~ M von M auf M gibt. Daher ist auch M cin Halb-

modul mit JIV. Dieser besitzt die geordnete Zerlegung M = M, |J M, mit der Modul-
komponente M, = {[6, »]: €M} und dem positiv geordneten Halbmodul
M,=M M,, wie aus den durch den obigen o-Isomorphismus induzierten
o-Isomorphismen

M, - M, vermége o—[o,x],
M, <> M, vermdge f(a)+a—[a,a] (a#o0)

hervorgeht.
Um diese Aussage unabhingig von der Auswahlfunktion f(a) formulieren

zu konnen, betrachten wir die dreistellige Relation R(a, «, ) in M XM, XM, ,
welche durch das Bestehen der Gleichung

0) fa)+a=f(a)+p

gegeben wird. Diese Relation besitzt offenbar folgende Eigenschaften:
(1) R(a, a, 2);

(2) R(@, , B) = R(@, B, 2);

(3) R(a, 2, ), R(@@, B, y) = R(a, 2, y);

“4) R(0, 2, p) = a=p;

(5 R(@ o), RMb,B,PB)= R@+b,a+p, o +p);

(6) xa<p, 7 R(a,x p), R@ x2), R@pB,p)= o' <p *.

*) Mit‘l_R wird das Nichtbestehen der Relation bezeichnet.
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Ferner bestehen zwischen dieser Relation und dem Summandensystem a9,
folgende Zusammenhinge:

(I)  R(a+b,ab, b%;
(I)  R(a+b+¢, ab+z+ b, (a+b) +ab);
(I a<=b,a+é¢=b+¢, acM,, M,

entweder R(a+¢, at+ao, bé+p)
oder “R@+c¢, a+a, be+p), a+a<bi+p;

dabei sind (I1_, entweder R(a@+¢, a+a, be+p) [onotonie-
gesetz in M oc | oder QR@+¢, a+a, be+p), at+a<be+p;

Wir fithren nun folgende Begriffsbildung ein:

Definition. Es sei M, ein geordneter Modul und M ein natiirlich geordneter
Halbmodul mit Nullelement o. Ferner sei a® ein System von Elementen aus M, , welches
die Anfangsbedingung 6°=o erfillt, und R(a,x, f§) eine Relation fir die Elemente
acIM und o, PEM,, welche die Eigenschaften (1)—(6) besitzt.

Dann bezeichnen wir als ,,Schreiersche geordnete Summe” [, M,] diejenige
geordnete algebraische Struktur, welche als Elemente die in der Produktmenge

WM XM, nach der Aquivalenzrelation

(A) (@ a)~(b,B) < a=b und R(a,ux p)
gebildeten Klassen [a, o] enthdlt und in welcher Addition und Ordnung gemdf
(A) [a@, «]+[b, f] = [a-+ b, a®+a+ p],
entweder a<>h
) 3, 0<([5, 71 {0 ; i=i, a=p, “RG@,a,p)

festgelegt sind.

Zur Rechtfertigung dieser Definition bemerken wir zunichst, daB (A) wegen

(1)—(3) tatsichlich eine Aquivalenzrelation in M X M, darstellt. Ferner handelt
es sich bei (A) um eine eindeutige, d. h. von den gewihlten Reprisentanten unab-
hingige Vorschrift. Um dies zu zeigen, wihlen wir

. (@o~@,a) und (b, )~ p).
Also gilt gemiB (A)

a=a’, R(@o,2’) und b=>b’, R(b, B, B).
Daraus folgt @ +b=a’ +b" und @® =a’¥, sowie gemiB (5)
R(@+b, a+p, o' +p).
Nun beachten wir, dal3 sich aus (5) insbesondere die Regel
(5') R@, o, ) < R(@,a+7, B+7)

D16
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fiir jedes y €M, folgern 1dBt, denn es gilt ja R(a, y, y) bzw. R(0, — 7, —7) gemil (1).
Also konnen wir von der obigen Aussage zu

R@+b,ab+a+p,a"+o +p)
tibergehen, woraus — wie behauptet — folgt
(@+b, @ +a+p)~(@ +b', @ +o' +p).

SchlieBlich zeigen wir die Eindeutigkeit der Definition (J) und dariiber hinaus
sogleich, daB [, M,] auf Grund von (J) tatsiichlich zur geordneten Menge wird
(J1 und JII). Dazu wiihlen wir (a@’, «’) und (b’, ') wie oben. Also gilt mit @ <b auch
@’ < b’ und mit a=b auch @ = b’. Ferner folgt aus a < wegen (6) auch « < f".
Weiterhin gilt im Falle @ =b auch < R(a, «’, p’); denn wiire R(a, «’, f’), so erhielten
wir wegen (3) mit R(@,x, a’) zunichst R(a, a, p’) und (unter Verwendung von
(2)) mit R(a, p’, p) dann R(@, «, f) im Widerspruch zur Voraussetzung - R(a, «, f).
Die Trichotomie (JI) ergibt sich durch Betrachtung der sich ausschlieBenden Fille
a=b,a=b,a=>bund - R(a,u,f) mitae< f oder a=f (x=p ist wegen (1) unmdglich)
sowie @a=b und R(a, a, ). Zum Beweis der Transitivitit (JII) sei [a, «]<[b, ]
und [b, f]<I[¢, y). Dann folgt [a@, o] <[, y]; denn entweder gilt a<b=¢ oder
a=b<codera=b=¢ a<=p<y, 1 R(@,n,p), - R(@, p, y) und damit - R(a, «, 7), da
R(a, o, y) zusammen mit R(a, f, f), = R(a, =, f), < wegen (6) den Widerspruch
y=p lieferte.

Unsere Strukturbeschreibung eines Halbmoduls mit JIV kdénnen wir damit
in folgender Form zusammenfassen:

Satz 2. Jeder Halbmodul MM mit JIV und der Modulkomponente M, ist o-isomorph
zu einer Schreierschen geordneten Summe [9, 9] mit den Eigenschaften (I)—(III).

Man erhdlt eine solche Summe M =[N, M,] etwa, indem man M als den (gemaf
Satz 1 geordneten) Faktorhalbmodul WM/, wdahlt und die Relation R(a, o, )

mit Hilfe einer Auswahlfunktion f(a) fiir die Elemente von MM gemaf

) R(a, o, p) < f@)+a=f(a)+p

festlegt. Ein o-Isomorphismus von MM auf M wird dann durch die Zuordnung
fla)+a—~[a, o]

gegeben, wobei die geordnete Zerlegung MM =M, UM, zu einer solchen von M fiihrt,
ndmlich gemdff M=M,\) M, mit

M, =M, = {0, a] : xeM,},
‘I'Iz"%"Mz -— M\,Ml.

M ist daher (wie M) eine Schreiersche Erweiterung von M, mit Mm.
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§ 2. Die Konstruktion aller Halbmoduln mit JIV

Eine Ubersicht iiber alle maglichen Halbmoduln mit JIV ergibt sich nun wie
folgt:

Satz 3. Eine Schreiersche geordnete Summe M :[i]j , M,] eines geordneten

Moduls I, und eines natiirlich geordneten Halbmoduls Y mit Nullelement o ist
ein Halbmodul mit JIV genau dann, wenn die Bedingungen (1)—(111) erfiillt sind.
Die Modulkomponente M, von M ist dann

M, ={[0, o): x€ M, }
und erfiillt
M, ~>M, vermoge u«—[o,0a];
ferner gilt
_Bi‘% M|M, vermige a-[[a,«]] = [a,a]+M,,
d. h., M ist eine Schreiersche Erweiterung von Y, mit m. Gemdf Satz 2 ist jeder

Halbmodul mit JINV und der Modulkomponente IR, zu einer solchen Schreierschen
Erweiterung o-isomorph.

Beweis. Die Bedingung (I) ist genau dann erfiillt, wenn die Addition in M
kommutativ ist: denn aus

[a$ &]-l‘[E, ﬂ] = [Es pl+la, o,
[@a+b, a®+a+p] = [a+b, b+ a+ f]

d. h. aus

folgt gerade R(a+b, a®+a+p, ba+a+p), also (I) wegen (5), und umgekehrt.
Die Bedingung (II) ist genau dann erfiillt, wenn die Addition in M assoziativ

ist; denn aus
([@, «] +[b, ) +I[¢, 7] = [a, a] +([b, B1+[C, 7)),
d. h. aus

[@+b+¢, (@+byF+ab+a+p+y] = [a+b+c, ab+e+b+a+p+7)
folgt gerade R(a+b+¢, (@+byF+at+a+p+y, at*e+bé+a+p+1y), also (1)
wegen (57), und umgekehrt.
Die Bedingung (III) ist genau dann erfiillt, wenn in M das Monotoniegesetz
(JIII) gilt:
@, o] <[b, B] = @, o] + [, y]=[b, B +[C, 7],

[@, o] <[b, B] = [a+¢, a®+a+y)=[b+¢, bB*+B+1y)

d. h.

Die Giiltigkeit dieses Gesetzes besagt nimlich, daB im Falle a<b,a+¢c¢=b+¢
(unter Beriicksichtigung von (5")) fiir Elemente o und f§ aus 9, entweder

[@+ ¢, a+a]=[b+¢, b°+p), also R(a+@c, a®+a, b+ f)
oder

[@+¢, a¢+a]l<[b+¢ b*+p), also aR(@+¢, a+ao, b*+p) und a@®+a<b+p
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folgt. Umgekehrt ergibt sich aus (III) das Monotoniegesetz fiir den Fall, daB
G<=b,a+c¢=b+¢ gilt; im Falle a<b, @+¢<b+¢ ist dies trivial, im Falle a=b,
= f, = R(a, «, f)ebenfalls, da dann stets @ + ¢ =b + ¢ und entweder R(a + ¢, a® + «,
a®+ p) oder - R(a+¢, a®+ua, a®+ f) eintritt. a.

Ferner ibertrigt sich die Giltigkeit von JIV von 9% und MM, auf M; denn
aus [a, o] <[b, p) folgt @=h, so daB ein X¢ M mit @ + X =b existiert, und dann gilt

[a, o] + [x, p—a*—a] = [b, B].
Wir zeigen nun, daB

M, M, = {[6,2] :2c9M,} vermdge x—[a, ]

gilt. In der Tat ist diese Abbildung von 9, auf M, eineindeutig, denn wegen (1)

bzw. (4) gilt
1=f < R(0, 2, p) « [0, a] =0, p],
und weiterhin relationstreu beziiglich Addition und Ordnung, da
a+f—~[o, x+ fl=[0+0, 0 +a+ p]=[a, o] +[0, B]
wegen 0° =o gilt und mit x <= f wegen (4) auch 1 R(a, «, p) erfillt ist, so daB
a<p=0, o] <[o, p]

besteht.
Weiterhin ist der geordnete Modul M, die Modulkomponente von M, denn

in M, liegen alle negativen Elemente von M: Ein negatives Element [a, «] von
M muB ndmlich kleiner sein als jedes positive Element [a, f] von M, also a=0o
und damit @ =0 erfiillen. SchlieBlich gilt

M= M/M, vermdge a~[[a, ],

wobei die duBeren (eckigen) Klammern die Bildung der Klasse [a, ] + M, in M wie
am Anfang von § 1 bezeichnen mége. Wir weisen zuniichst die Eineindeutigkeit dieser

Abbildung von M auf M/M, nach: Es gilt [[a, «]]=[[b, p]] genau dann, wenn es
ein Element [0, y]€ M, mit
[El", '1] +[5’ }’] = [E' B]*

[@, @ +a+7] = [b, ]

gibt, d. h. genau dann, wenn @ =b gilt und ein Element y € 9, mit R(a@, a®+a+ 7y, ff)
existiert. Letztere Bedingung ist aber wegen (1) stets erfiillt, da in dem Modul M,
die Gleichung a®+a +y = f stets losbar ist. Also gilt

a=F  [[a,a]]=[15, A}
Ferner ist die Abbildung relationstreu beziiglich der Addition wegen
[[a, «1] +[[B, A1] = [[a. «] +[b, B1] = [[a+ b, @b+ a+ B]]
und beziiglich der Ordnung wegen
a<b = [[a, o]] #[[b, BI]. (@, «]<[b, B] = [(a, «]] <[[b, BI].

also
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§ 3 Spezialfille

Wir ordnen als erstes den Fall M =959, in unsere Untersuchungen ein,
der entsprechend unseren Ausfiihrungen in der Einleitung genau dann eintritt,
wenn I, natiirlich geordnet ist.

Satz 4. Es sei M ein Halbmodul mit J l\_f und der geordneten Zerlegung I =
=M, 5 M, ; ferner sei M =M/M, und N =M\ {6). Dann gilt

M, =N vermoége a—~a = [a] = a+M,;

man erhdlt eine Auswahlfunktion f(a@) und ein Summandensystem a® (mit o°=o0)
durch die Festlegungen
» o fir aeM,,
Ma) = " h
a fir acM,;
(i) at=o fiiralle a, beIM,
und die durch (0) gegebene Relation R(a, o, B) erfillt

a=p

entweder a=o,
a=o, o und f beliebig.

(ii) R(a, o, p) < {oder
Die zugehirige Schreiersche geordnete Summe M =[9, M,] wird dann beschrieben

durch
entweder =b=0, a=
b#a6

oder

[@ o]=[b, p] “{

(@, 2]+ (b, ] = [@+b, =+ pl;
Y v entweder a<b
[a'a]([’ﬁ]ﬁ{oder Ga=b=0, a<§p,

und es gilt
‘-Ut*'é'M =M, Lj M,
mit
M,>M, = {o,q]: aEE]R,} vermoge o [0, u],

M, <=M, = {{a,0]:a=3) vermige a--[a,o].

Geht man umgekehrt von einem geordneten Modul I, und einem natiirlich geordneten
Halbmodul M mit Nullelement & aus, so fithren (i) und (ii) zu einer Schreierschen
geordneten Summe M =[*3jl , M, ], welche ein Halbmodul mit JIV und natiirlich ge-
ordneter Komponente M, =~ M~ {5} ist.

Damit sind die Halbmoduln M mit JIV und einer geordneten Zerlegung
M =M, 5M, bis auf o-Isomorphie gerade die durch (i) und (i) festgelegten Schreier-
schen geordneten Summen.
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Bewers. Die Aussagen des ersten Teiles der Behauptung ergeben sich durch
leichte Uberlegung unter Beriicksichtigung der Additionsvorschrift

my+my, = m, (my €M, myeM,)
und Satz 2.

Fiir die Umkehrung stellen wir zunidchst fest, daB auf Grund der Voraus-
setzungen tber M, und M die durch (ii) definierte Relation R(a, %, ) offenbar
die Eigenschaften (1)—(6) besitzt und auch die Zusammenhinge (1)—(1I1) zwischen
R(a, «, f) und dem durch (i) definierten Summendensystem bestehen; insbesondere
tritt in (III) immer der erste Fall R(a+¢, a®+ o, b¢+ p) ein, da der zweite Fall
a+¢=0, also auch b+¢=06 und damit @ =b =5 erforderte. Also fiithren (i) und
(ii) tatsiichlich zu einer Schreierschen geordneten Summe M =[9, M,], und diese
ist gemiB Satz 3 ein Halbmodul mit JIV und der Modulkomponente M, = {[3, «]:
2€M,}. Ferner erfiillt M,=M> M, ebenfalls JIV, ist also natiirlich geordnet,
denn sind (@, o] und [b, f] Elemente von M, mit [a, 2] = [b, ], so gibt es jedenfalls
ein [X, {]€ M mit [a, o] +[X, &]=[b, B, und es gilt sogar [X, {]€ M,, da wegen
@ +#0, b #6 nach Voraussetzung a <b gilt, sodaB @ + X =b auch ¥ 6 nach sich zieht.
SchlieBlich gilt

M- {6} <=~ M, vermdge a-[a, o).

wie man unmittelbar den im Satz aufgefiihrten Regeln fiir das Rechnen in M ent-
nimmt.

Als niichstes wollen wir den Fall betrachten, daB 9% ein regulidrer Halbmodul
mit JIV ist, d. h. in M die . Kiirzungsregel”

atc=b+c=>a=b

gilt.

Satz 5. Es sei M ein reguldrer Halbmodul mit JIV und der Modulkomponente I, .

Dann ist auch M =M/M, ein regulirer (natiirlich geordneter) Halbmodul, das
Summandensystem a® geniigt der Bedingung

(i) a® = o8 = o fiir alle acdM,
und die durch (0) gegebene Relation R(a, =, B) erfiillt fiir alle ac M
R(a,a, f) @ a=p,

woraus insbesondere folgt:
(iii) ab=Dba, Gb+e4 b = (a+ b)¢+ ab.
Die zugehirige Schreiersche geordnete Summe M =[M, M,], zu welcher M gemdp
Satz 2 o-isomorph ist, wird dann beschrieben durch
[a,0] =[b,fle@da=b und «=p%)

[@, «]+[b, B] = [a@+ b, ab+ o+ ],
entweder a<Dh
oder a=b, a<}p.

(@, o] < [b, B] a'[

6) Damit kann also M=[M, M,] mengenmiBig mit der Produktmenge M xIM, identifiziert
werden.
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Geht man umgekehrt von einem geordneten Modul I, und einem reguliren natiirlich
geordneten Halbmodul I mit Nullelement 6 aus, so fiihren (i), (ii) und (iii) zu einer
Schreierschen geordneten Summe M =[M, M,], welche ein reguldrer Halbmodul
mit JIV ist.

Damit sind die reguldren Halbmoduln mit JIV (und nichtleerer Modulkomponente)
bis auf o-Isomorphie gerade die lexikographisch geordneten (endomorphismenfreien)
Schreierschen Erweiterungen eines geordneten Moduls mit einem reguldren natiir-
lich geordneten Halbmodul (mit Nullelement) im Sinne der von REDEL [2] auf Halb-
gruppen verallgemeierten Erweiterungstheorie.

Beweis. Fiir den ersten Teil der Behauptung zeigen wir die Regularitit von
M =W/M,: Aus [a]+[c]=[b]+[c] folgt [a+c]=[b+c], also die Existenz eines
x; €M, mit a+c+x;=>b+c; wegen der Regularitit von I gilt damit aber auch
a+ x, =b und daher [a] =[b]. Die iibrigen Aussagen sind dann ebenfalls auf Grund
der Regularitit von 9 und wegen Satz 2 Klar.

Umgekehrt sind (1)—(6) fiir die durch (ii) definierte ,,identische” Relation
trivialerweise erfillt, und (i) und (iii) gewihrleisten (I) und (II), wihrend (III) auf
Grund der Regularitit von 9 gegenstandlos wird 7). Also erhalten wir wieder

eine Schreiersche geordnete Summe M =[N, M,], die nach Satz 3 ein Halbmodul
mit JIV ist. M ist ebenfalls reguldr, denn aus [a, «]+[¢, y]=[b, B1+I[¢, y] folgt
a+é=b+c¢und @@ +a+y=>b+p+7,alsoa=>bund damit & = B, d. h. [a, ] =[b, BI.

AbschlieBend wollen wir noch unter Anwendung von Satz 3 ein Beispiel eines
Halbmoduls M mit JIV Konstruieren, der nicht reguldr und dessen geordnete Zer-
legung M = M, ') M, keine geordnete Summe ist, der also nicht zu den in Satz 5 bzw.
Satz 4 behandelten Fiillen gehdrt. Dazu nehmen wir fiir 3, einen beliebigen geord-

neten Modul und setzen M = {o,l 2} mit & als Nullelement und @+b=2
fir @=0, b #0; ferner definieren wir

Q) ab=o fir alle a, beM;
$ 2 entweder a#=2, o=p
(i) R(a, , p) < { oder d=2, o und B beliebig.

In der Tat sind damit (1)—(6) und (I)—(I1I) erfiillt. In M =[9M, M,] gelten dann
insbesondere die Regeln

[1,a]#[1, p] & a#p,
[2,0]=[2, a] fiir alle x€M,.

d.h., esist M=M, U{[1,a):aeM,}U{[2, 0]}, und die Addition in M verliuft
gemilB

[6.5] = [3.a+).
(6,241 [1, ] = [1,a+f]
[2.0] = [2. 0],
(1, +[1,8] = [1.a]+[2,0] = [2, 0] +[2, 0] = [2, 0]

7) Bei nichtregulidrem 9 ist mit der Relation (ii) die Bedingung (I11) durch keine Wahl des
Summandensystems zu erfillen.
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