83

Uber das asymptotische Verhalten der Rand- und Zentralglieder

einer Variationsreihe (II)

Von HANS-JOACHIM ROSSBERG (Berlin)

Das Ziel des zweiten Teils dieser Arbeit ist eine Verscharfung des Satzes 1 aus
Teil I (siche [4]) und die Herleitung einiger Folgerungen. Auch bei der Abfassung
von Teil II habe ich von Herrn Professor A. RENYI einen wesentlichen Hinweis

erhalten, wofiir ich ihm an dieser Stelle danken mdéchte.

Lemma 2. Die Zahlen B=>0 und =0 seien beliebig gewihlt, fiir den Index
k(n) gelte k -+, n—k —<; dann gibt es eine Zahl ny(n, B), so daB fiir die Ver-

teilungsdichte g,(x) von {, fiir n=n, gleichméBig im Intervall |y|=B

| Skgi (M + Siy) — @(¥)| <1

gilt, wo @(y)=— V_ e 2 die Dichte der Normalverteilung ist.

BewEls. Bekanntlich gilt

(10) g(x) = [:)ke—(n—t+|)x(] —e‘—‘)?-l
Mit der Abkiirzung
g (»)=1—e"w=5y(1+0(1))
gilt
] — e~ Mx=Swy
']f—e—uk ot +'gf§f§y—)l— ,
und aus
n+1 3 - d
f = =M, = f_x
n+l-k X n—k X
folgt e"":n—‘_“‘:;fk , wo |0|<1. In Teil 1 hatten wir S,= V

gefunden. Bildet man den Logarithmus von

1 —e~Mx=Swr

(l +o(1))

k-1
A (p) = [ i ] e—(n=k+1)Suy — [1+ (y) ] (1 g”(y))n —k+1

so findet man hiernach

-y
Al()’}—*ez,
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und zwar gleichmiBig fiir |y| = B. Die Stirlingsche Formel liefert schlieBlich

n 1
P o “(n—k+ DMi(] — p=MiY=1 . -~
2 Sk [k] ke "‘(1 e )‘ Vzn-
Wegen S,g (M, + S,y)=A4,A4, ist damit diec Behauptung bewiesen.
Durch die Funktion

Un(x, y)=P{&y<x, &<y} —Pll<x} P{& <)
1dBt sich eine Rechteckfunktion u,(D) definieren, die jedem Rechteck D der Form
a=x<b p=y<q (—o=a<b=w, —o=p<g=x) den Wert

uy(D) = Upl(b, q) — Ula, q) — U(b, p) + Unla, p)=
(11) =Pla=8,<b,p=<q}—Pla=(,<b}P{p=4{i<q}

zuordnet. Bekanntlich ist die Totalvariation 77U, von Uy (x, y) die obere Grenze
der Summen

(12) JZ |1, (D),

wobei alle Zerlegungen der &, — £,-Ebene in endlich viele Rechtecke der angegebenen
Art zur Konkurrenz zugelassen sind. Wie wir sogleich sehen werden, sind die in
Satz 1 auftretenden RanggréBen auch in dem wesentlich stdarkeren Sinne der
., Konvergenz in Variation” asymptotisch unabhdngig voneinander. Wir weisen
darauf hin, daB die Sitze 2 und 3 ebenso wie Satz 1 auch fiir die ,,oberen” Rand-
glieder gelten.

Satz 2. Wenn ;: -0, so besteht die Beziehung
]lm TU** - 0.

n-+oo

BEwEels. Die am Anfang des Beweises von Satz 1 angegebenen Formeln er-
lauben den SchluB, daB auch fiir die Funktion U(x, y) die Darstellung

Ulx, y)= Qn(F (x), Fi (7))
gilt, wobei Q,, nur von n, h und k, nicht aber von F abhingt. Daher gilt fiir die

Funktion
Ru(x, y) = P{Cn“x, Ct“J’}"P{Cr‘:x}P{Ct‘:J’}

Ru(x, y) = Ou(l —e™*, 1 —e™).

Folglich gehért zu jeder Zerlegung Z der £, —¢;-Ebene in Rechtecke D; eine Zer-
legung Z~ der {, —{;-Viertelebene (NB: {; ={,=0) in ebenso viele Rechtecke D],
<0 dalBl

entsprechend

N

.l'>:‘|u..(of)t = 3 @)l

wo r, die mit Hilfe von R, in der oben angegebenen Weise konstruierte Rechteck-
funktion bezeichnet.
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Daraus folgt
TUw=TRy,
und es geniigt wiederum, den Spezialfall der { zu behandeln.
Lemma 3. Wenn /1 — oo, % -0, n—k -0, so gilt
lim TR, = 0.

BeEwels. Aus der Verteilungsdichte (10) der RanggroBe (;, konnen wir schnell
die Verteilungsdichte der Differenz {, —{, herleiten. Wegen P{{,—{,<x}=
=P{{y<x|(,=0} hat diese nidmlich dieselbe Verteilung wie die RanggrofBe
{{"5M aus einer Variationsreihe vom Umfang n —h mit der Grundverteilung 1 —e™~;
ihre Dichte g,(x) erhdlt man daher, indem man in (10) » und k durch n—#h bzw.

k —h ersetzt. Nach (1) ist somit die Funktion R,(x, y) beliebig oft differenzierbar,
und es gilt

0% Ry (x,
"*‘3:,(9; Y - (g (x— 1) — 8 ())& (®) = gm(x,¥) — () g(x) = W,(x, »)

(8u(x, ) sei die Dichte des Vektors ({,, {,)). Fiir die abzuschitzende Totalvariation
besteht hiernach die Darstellung ([2], Nr. 41 und 42)

TRy = { [ W, (x, )\ dx dy,

wo mit D die Viertelebene x=0, y=0 bezeichnet ist.

Es sei die Zahl £¢=>0 beliebig gewihlt, die Zahl C>1 dagegen so groB3, daB
fiir alle c=C

(13) 4c(1 — d(c))=¢
gilt; daraus folgt

®(C)—D(—C) > 1— ;

Wir setzen X, =M, —CS,, X,=M,+ CS), y,=M,—CS,, y,=M,+CS,. Dann
gilt nach (5) fiir n=N(e) zugleich
P{x,= {, <%} >Tr-e
und
P{y,={i<J}>1-e

D, bezeichne das Rechteck x,=x=X%,, Ya=y=}y,. Dann gilt fir n=N(e) die
Abschitzung

[ 1., p)ldx dy < 2P(C06 (xn, %)} +2P (b (s T} < de.

D=Dn
Es bleibt uns folglich noch die Abschitzung des Integrals

J, = f [ \Wa(x, )\ dx dy
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iibrig. Wie wir aus Teil I wissen, gilt

(14) —<2Vk ’S_u_ L.

Rezeichnen wir mit Q das Quadrat |u|=C, |[v|=C, so erhalten wir infolge der
7weiten Beziehung (14)

Jo = [ 1Sugu(Mu+ ;v — Sy1) — Sygu (M + 5;0)] Sygn(My+ Syu)du do+o(1).
Q

Das Lemma 2, in dem jetzt B=2C, n=2(1 — ®(B)) gesetzt wird, verhilft uns nun
wegen (13) zu der Ungleichung

[ ]—tp(t‘)lrp(u)dudv+4£.
Sn Shi l

Sy = (S, = Spv,

Durch die Geraden

die wir auch in der Form

- 2SS""-(I +o(D)u, v= 2T‘S,:"(l +o(1))u

aufschreiben konnen, wird Q in vier Teilgebiete Q,, ..., Q4 geteilt, die sich wegen
(14) fiir geniigend groBe n nur wenig von den 4 Quadranten unterscheiden, in die
Q durch die Koordinationsachsen geteilt wird. In jedem Q; (i=1, ..., 4) wechselt
die Funktion

Sk _fﬂ_]_ a8 ?
‘0[.'5‘.,,” =" o) = ¥Y(u,v)

ihr Vorzeichen nicht, Fiir Q, gilt daher z. B.

Cc c
ff|'f’(u, v)| @ (w)dudv = f du ¢ (u) f ¥ (u, v)dv+o(1) =

—fdu(p()[ [ [;“"hc S ] dﬁ[—giu]-(¢>(C)—¢(o))]+o(l)<

[SM @ S C] (P(C)] [®(C)- ¢(0)]+[¢(0 S“d’[ Su C]]‘I'O(l) et
Sy Ska Sk

Da sich die Integrale iiber Q,, Q1, Q, ebenso auswerten lassen, ist damit das Lemma 3
bewiesen.
Wie beim Beweis des Satzes 1 befreien wir uns jetzt von den Voraussetzungen

h—o, n—k -, indem wir zunichst die Funktion R,(x.y) fir h—e, ;—-0,

n — [+~ betrachten. k(n) sei wieder eine Zahlenfolge, fiir die %—-0, n—k -,
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k <Il. Aus der schon in Teil I benutzten Darstellung

Ry (x,y) = fP[CI <Yk = u}.dsRht(xs u)

gewinnen wir die Formel

0? R.,(x,y)‘ f gu(ylu)’yR“(x’ u)

42 ox dy 0x du

du,

wo gu(ylu) die Verteilungsdichte von {;, unter der Bedingung {, =u bezeichnet,
fir die natiirlich g, (y/u)=0 fiir y=u gilt. Der Integrand J(u, x, y) von (15) ist
sowohl beziiglich u als auch beziiglich y im Intervall (0, =) integrierbar. Wegen

f gu(y|u) dy =1 konvergiert auch das Integral
0

(16) fdufdy.}’(u,x,y) f

Daher sind die Integrationen auf der linken Seite von (16) vertauschbar, und man
erhélt aus (15) und (16)

f’& Rm(x,y)l f‘ 0? R,.,(x,u)
Ox dy  Oxdu

woraus TR, =TR,, folgt. Dieses Resultat fiihrt nun wiederum durch analoge
Uberlegungen zum vollstand:gen Beweis des Satzes.

Der Satz 2 versetzt uns in die Lage, auf sehr einfache Weise eine Aussage
iber die Verteilungsfunktion der Linearkombination ¢,¢, +¢,£, zu machen, durch
die ein Resultat von Gartstein [1] wesentlich verallgemeinert wird. Es gilt ndmlich

Satz 3. Wenn —2—-0, so besteht fiir

02 Ry (x, u)

“x0u_ | %

’

= sup | P{cyéy+ el < x}— f Ple, &y <x—u}dP{c, &< u}‘

x

Ta

die Beziehung
limt, =0

n—soo

welche Werte auch immer die reellen (von n abhingigen) Koeffizienten ¢, und ¢,
annehmen mdgen.

BEwEIS. Zunidchst konnen wir uns leicht an Hand der Gleichung (11) davon
iiberzeugen, daB Satz 2 auch fiir die Funktionenfolge

ﬁ,,,,(x y) = Pleyly < x,cdy < y}—Pleply < x} Pl < 3}
gilt, gleichgiiltig, ob die Koeffizienten ¢, und ¢, positiv oder negativ sind, denn jede
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Approximationssumme (der Gestalt (12)) fiir TU,, ist gleich einer solchen fiir
TU, und umgekehrt.

In der c¢,¢,—cé-Ebene wird durch die Bedingung c¢,&, + ¢ &, <x eine Halb-
ebene H,. definiert, und es ist

P{Cb‘fh'f'cgfk < X} = ffdP{ckf* < U6y < v} =
Hax

= ffdl?ﬂu,v”ﬂffd[f’{c,,{,, < u} P{e &, < v}].

Das zweite Integral ist aber gleich der im Satz angegebenen Faltung. Daraus folgt
2, =T0%.
Auf Grund von Satz 2 folgt damit bereits die Behauptung.
Folgerung. Es gelte —’-'———0; wenn fiir gewisse Zahlenfolgen a,=0, b,, b,

k
und beliebige Zahlen 4 #0 und B # 0 zugleich die Beziechungen

lim P{a,A¢,+ b, < x} = G,(x), lim P{a,B&+ b, < x} = G,(x)

bestehen, wo G,(x) und G,(x) Verteilungsfunktionen sind, von denen eine aus-
geartet sein kann, so gilt

,!i_.n_l Pla,(A&,+ B&) + by + by < x} = G (x) % G, (x).

Satz 4. fi(uy, ..., up), firr Uiy ooos Up—p)y Sy(Unaprs -oes Uy) (M=ng=3) seien be-
liebige Folgen von Borel-mefbaren Funktionen der angegebenen Argumente; wenn
k{! -0, k: -0, so gilt mit den Abkiirzungen f,=f, (&1, ..., &) fiw =Fur (&is -
cers Cni) T =Sy Cams o5 Gn) Silr

wp = sup |P{fy < X, fuw < Sy < 2} = P{fyy < X} P{fuxr < Y} P{fiy < 2}

x.).2
die Beziehung nl_i.e w,=0.

Bewels. Da die RanggroBen ¢&,, ..., &, eine Markoffsche Kette bilden, ist
die ZufallsgroBe f; unter der Bedingung {£, =u, £, =v} unabhingig von dem Vektor
(fix» Jir)- Nach der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit erhalten wir daher,
indem wir iiber die ganze u —v-Ebene integrieren,

P{f;, -~ x’flk’ — y!ﬁu’ = Z} =
= [ P(h < Xl = P < 2 So <2l = VAP (G < u, & < 0} =

= [[ P{f < xI& = W} P{fuse <3, Sy < 2l =0} dUpe(u, 0) +
+P{fy < P < 2 fir < 25
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daraus folgt nach Satz 2
(17) sup [P{fy < X, fur <V, for < 2} —P{fy < X} P{fuw <, fir < 2}| S TU ~ 0.

L2 IL

Als Spezialfall entnehmen wir dieser Bezichung
(18) sup [P{fy < X, fiw < ¥} —P{fys < x} P{fix < y}| = O.
x,y

Wir fiihren die schon in Teil I benutzten ZufallsgréBen X; = — x; ein, die die Ver-
teilungsfunktion F(x)=1—F(—x+0) besitzen und auf die Variationsreihe
éns1-; = —¢&; fihren (i=1, ..., n). Wir setzen diese neuen RanggréfBen in (18) ein.
Beachten wir dann, daB zur Herleitung von (18) weder Voraussetzungen iiber
F noch solche iiber die f benutzt wurden, sondern daB nur die Indizes A, /', k, kK’
gewissen Bedingungen unterworfen sind, so folgt aus (18)

" |P{fi < 1 Jor < 2} =Plfiw < W} P{fix < z}| = 0.

Dieses Resultat ergibt zusammen mit (17) die Behauptung.

Satz 5. Uber die Indizes h, i, k, k' migen dieselben Voraussetzungen wie in
Satz 4 bestehen; dann gilt mit der Abkiirzung d,=¢,_, —&, fiir

b, = sup |P{d, < x, fur < y}—Pld, < x} P{fur < y}|

die Beziehung lim é,=0.

BEWEIS.

Durch die Bedingung &,_,. — &, <x wird eine Halbebene H, in der &, —¢&,_,-
Ebene definiert. Fiir die Zahlen u, und v, gelte 0 < F(uy)=1, 0= F(vy)<1,v,—
—ug=x*). Dann gilt nach Satz 2

\P{d, < x, fuw < y}— P{d, < x} P{fur < ¥} =
= |[[[P{ < Y& =, &umre = 0} = P{fixr < W]A[P{Ew <} P{Ermr < 0}] +0(1)
e
= P{{, > uo} + P{&u-w < vo} +o(1).

Die beiden ersten Glieder aber verschwinden asymptotisch zufolge einer bekannten
Eigenschaft von RanggréBen. Damit ist Satz 5 bewiesen.

Die Siitze 4 und 5 gelten im Falle Var x; << auch, wenn man f;;- durch &, +
+¢&,+ ...+ &, ersetzt. Den Beweis dieses Resultats hat Verf. in [3] ausgefiihrt.

*) Der Fall, in dem Zahlen mit dieser Eigenschaft nicht existieren, ist trivial.
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