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Uber lineare Operatortransformationen

Von E. GESZTELYI (Debrecen)

Einleitung

Es sei .# der Mikusin’skische Operatorenkorper. Unter einer linearen Operator-
transformation F in .# verstehen wir eine Vorschrift, durch die jedem x€.# ecin-
deutig ein Element F(x)€.# zugeordnet wird, und zwar so, daB

F(Ax + py) =AF(x) + pF(y)

gilt fiir alle x, y € .# und beliebige komplexe Zahlen A, u. Der Begriff der Operator-
transformation ist also eine Verallgemeinerung des Begriffs der Funktionaltrans-
formation.

Wir werden uns in dieser Arbeit mit den stetigen linearen Operatortransformati-
onen beschiftigen. Eine Operatortransformation F heiBt an einer Stelle x, € .# stetig
wenn fiir jede Folge x, von Operatoren, die gegen x, in .# konvergiert, gilt

'!l_.rg Flx) = F[jljl; x,,] = Flx,).

Eine Funktionaltransformation heiBt (in der Literatur) stetig, wenn sie an
jeder Stelle ihres Definitionsbereichs stetig ist. Wir konnen uns mit dieser Definition
fiir Operatortransformationen nicht begniigen.

Eine Operatortransformation F wird stetig genannt, wenn die Opertorfunktion

g(A) = F[f(2)]

bei beliebiger Operatorfunktion f(4) in jedem Intervall [z, fi] stetig ist, wo f(4)
stetig ist.

Es gilt die folgende wichtige Behauptung: (Satz 3. 1). Ist die Operatortrans-
formation F stetig, so ist sie an jeder Stelle stetig.

Hier werden die folgenden linearen Operatortransformationen héufig vor-
kommen:

1. Die algebraische Derivation (siehe [1]. In der Terminologie und Notation
halten wir uns an dieses Buch von Mikusinski). Man fiilirt sie durch die Formeln

D(f) = (-} fir fe%
D(x) = D_(flg_sz_(g)j_" fir x= 'g cM (f,8€9)

ein.
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2. Die Transformation T (s. [1]) ist erklart, wie folgt
T*(f) = {e*f(t)} fiir fc¥ (x€ A" = komplexer Zahlenkirper)

e U . e B
T*(x) = To(g) flir x= P €M (f,g€%).
3. Die Transformation U, (siehe [1] und [2]). Man definiert sie durch die Formeln
Ui (f) = {kf(kt)} fiir f€€ (k ist einepositive reelle Zahl)

f
g

U(x) = ‘{,tg))

4. Die Multiplikation mit einem Opertor ¢ erzeugt ebenfalls eine lineare
Operatortransformation:

€M (f,g€%¥)

Jir x=

F(x)=cx.

Alle diese Operatortransformationen sind stetig (§ 3). Wir bemerken, daB
die Transformation, die jeder in [0, <=) differenzierbaren Funktion ihre Ableitung
zuordnet, eine nichtstetige lineare Funktionaltransformation ist. Diese Transfor-
mation ldBt sich auch als Operatortransformation F(x)=sx auffassen, wobei

s=ﬁ—} der Differentialoperator ist. Diese Operatortransformation ist in .# stetig.

Ist A eine selbstadjungierte Transformation eines Hilbertschen Raumes, so
giit nach dem Spektralsatz (siche z.B. [3]) die Integraldarstellung

Au = fldE,u,

wobei die Spektralschar {E,} durch die Transformation A eindeutig bestimmt
ist. Wir beweisen, daB ein entsprechender Satz fiir jede stetige lineare Operator-
transformation gilt (Satz 5.5 §5.):

Jede stetige lineare Operatortransformation F besitzt die Integraldarstellung

(1) Fu) = [ u(2)F(e=")d

fiir beliebige u€%%, wobei % die Menge derjenigen Zahlfunktionen wu(2) ist, die
in einem Intervall [«, <o) stetig sind, und im Intervall ( — ==, &) identisch verschwinden.
Die Zahl « hdngt von u ab.

Es wird in § 4. bewiesen, daBl die Menge €% in # dicht ist. (D.h. zu jedem
X € M gibt es eine gegen x strebende Folge u,, u,, ... von Funktionen aus der Menge
%% .) Die Formel (1) charakterisiert also eine stetige lineare Operatortransformation
F vollstindig.

Die weiteren Paragraphen sind hauptsichlich den Anwendungen des obigen
Darstellungsatzes gewidmet. Wir 16sen in einigen Spezialfillen die folgende Aufgabe:
Es sei 7 der Ring der stetigen linearen Operatortransformationen. Gegeben seien
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zwei Teilmengen # und 4 von J . Man bestimme diejenigen Elemente F von #,
die mit jedem Element G von ¥ vertauschbar sind. Die folgende Tabelle zeigt die
diesbeziiglichen Ergebnisse.

1. Die Menge von Elementen Fe % die |

Satz : 7 | F mil jedem Element G € ¥ vertauschbar
- W sind a e _._'
™ e {s) g M i
6-2 (D} M A i
A {s"} fiir eine ganze Zahl '
6-3 n#0 ] M '
6-4  |{e"*} fiir jedes u€(— o, =) T M '

6-5 G O, o Uik M T

P % (FIF@)=ptu(t); ¢ €€, =); |

; (FIFeJ ; und
8.3 | {D} multiplikativ}

{(FIF=T% acX} '

Der Satz 6. 5 wird in § 10. eine wichtige Rolle spielen.

Wir beschiftigen uns in § 8. mit den multiplikativen stetigen linearen Operator-
transformationen. Es wird gezeigt, daB jede solche Transformation F die Integral-
darstellung

2) F(f) = ff().)e-lf(*’dl
0

besitzt fiir f€%. (Satz 8. 2.) Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz
8. 3: Gilt die Beziehung
FD=kDF (k=0)

fiir eine stetige lineare und multiplikative Operatortransformation F, so ist
3) F=U,T-»,

wobei p irgendeine komplexe Zahl ist. (Satz 8. 4.)
Setzt man (3) in (2), so ergibt sich =

(4) LT f)= ff().)e“‘“’e_:’dﬂ..
0

Strebt k — <= unter dem Integral (4), so geht die rechte Seite von (4) formal in das
Laplace-Integral

(5) [ rye-rraz

iiber. Es wird in § 9. bewiesen, daB dieser Grenziibergang wirklich stattfindet, falls
das Laplace-Integral (5) konvergiert. Satz 9. 3.)
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Es liegt nahe, die Laplace-Transformierte eines Operators x mit Hilfe des
Grenzwertes
(6) lm U, T-7(x)  (p€X)

zu definieren. Interessant ist die Tatsache, daB der Grenziibergang (6) stets eine
Zahl liefert, falls er existiert. (Satz 10. 1.)

Wir haben also auf diese Art eine neue Definition der Laplace-Transformation
erhalten. Die Konsistenzsitze 10.2 und 10.3 ferner die angegebenen Beispiele
zeigen, daB die obige Definition der Laplace-Transformation eine gemeinsame
Verallgemeinerung der von G. DOETSCH ([4]) stammenden verallgemeinerten Laplace-
Transformation k-ter und ee-er Ordnung und der von V. A. DiTKIN ([5], [6]) her-
rithrenden Laplace-Transformation von Operatoren ist.

Es sei dem Herrn J. MikusiNskI fiir seine wertvollen Bemerkungen und Rat-
schlige wirmster Dank ausgesprochen.

§ 1. Der Ring der linearen Operatortransformationen

Definition 1. 1. Es sei .# der Mikusinskische Operatorenkdrper. Als Operator-
transformation bezeichnen wir jede Funktion F, die den Elementen x einer gewissen
Teilmenge Zr von .# Elemente F(x) aus .# zuordnet. Hat dieselbe die folgenden
Eigenschaften:

1. der Definitionsbereich 2 ist ein linearer Raum, d.h. Ax+ py € Zp gilt fir
alle x, y€ 2, und komplexe Zahlen 4, p,

2. Fist additiv: F(x+y) = F(x)+ F(y), (x, y€ ),

3. F ist homogen: F(ix)=AF(x), (x€Zp, A€A") so heiBt die Operator-
transformation F linear in Z.

F in 2, heiB}t multiplikativ, falls 1. 2, ein Ring ist und

2. F(xy)= F(x)F(y) fiiralle x, y€Zp
ailt.

Es wird hier stets @ =.# vorausgesetzt, wenn der Gegenteil nicht betont
wird.

In der Menge.7 der linearen Operatortransformationen definiert man die Addi-
tion und Multiplikation in gewohnter Weise:

(F+G)(x)=F(x)+ G(x), (FG)(x)=F[G(x)] (x€.#).

Dic Menge .7 bildet auf diese Art einen Ring. Man kann jedem Operator a€.#
genau eine lineare Operatortransformation A(x)=ax zuordnen. Diese Operator-
transformationen bilden einen Teilring von .77, der dem Ring .# isomorph ist.
Auf Grund dieses Isomorphismus wird vorausgesetzt, dall .# in 7 eingebettet ist.
Wir kénnen also tiber die Summe a + F und das Produkt aF (a€.#, FET) sprechen,
so dald

(@ + F)x) = ax+ Flx) und (aF)(x) = aF(x)

gilt fiir jedes €. /4.
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§ 2. Ableitung einer linearen Operatortransformation
Wir werden im Ring 7 eine Operation definieren, die jeder Transformation

FeJ eine Transformation F'€J zuordnet. Sie hat die iblichen Eigenschaften
einer gewohnlichen Differentiation.

Definition 2. 1. Die Operatortransformation
t2.1) F' = sF—Fs

heiBt die Ableitung der linearen Operatortransformation F. Hohere Ableitungen
definiert man rekursiv:

2.2) F® = gF@®-1)_ Fa-1)g =126 FO =)

Satz 2. 1. Die Ableitung besitzt die folgenden Eigenschaften:

2.3) (F+GY = F'+G,
Q. 4) (FGY = F'G+ FG'.
BEWEIS.

(F+GY = s(F+G)—(F+G)s = sF+sG—Fs—Gs =
= (sF— Fs)+(sG—Gs) = F'+G".
(FGY = s(FG)—(FG)s = (sF)G —(Fs)G + F(sG) — F(Gs) =
= (8F—Fs)G+ F(sG—Gs) = FFG+ FG".
BEISPIELE.

1. Ist c€ # =T, so ist ¢’ =0. Beweis. Da ¢(x)=cx ist, so folgt nach der De-
nition 2. 1:

c’(x) = (Ge—es)(x) = (se)(x) —(es)(x) = sex—csx =0 = 0-x

fiir jedes x€.#.
2. D =-1.

BewEels. Nach den Eigenschaften der algebraischen Derivation ergibt sich
D’(x) = (sD— Ds)(x) = (sD)(x) —(Ds)(x) = sD(x)— D(sx) =
= sD(x)—=[x+sD(x)] = —x =—1.x

fir peliebiges x € .#, folglich ist D" = —1.
3 I =ar”, :



174 E. Gesztelyi

BEwels. Da die Operatortransformation multiplikativ ist und 7%s) = s—«
gilt ([1]), so folgt
(T (x) = (ST*—T*$)(x) = (TH(x) — (T*5)(x) = ST*(x) = T*(sx) =
= §sT*(x) =T*(s)T*(x) = [s =T*(5)]T*(x) = aT*(x).

4. U, = k—;—l-sU,. (k = 0)

Beweis. Da U, multiplikativ ist, ferner

Ui(s) = U, (g_'}i] RAGHIER e N

§
: TU{)) K k) k
gilt, so erhélt man

Ui(x) = (sUy = Uy5)(x) = sU(x) = Uy (sx) = sU(x) — Uy (5)Ui(x) =

= =V (x) = [s e {-] v = 5L st

fiir jedes x€.#, und daraus folgt die Behauptung.

3. Stetige lineare Operatortansformationen

Definition 3.1. Eine Operatortransformation F (sic braucht nicht linear
zu sein) heiBt an einer Stelle x*€.# stetig, wenn fiir jede Folge x,, x,, ... von
Operatoren, die gegen x* in .# konvergiert, gilt

(3.0) ”lir?‘= Flx) = F('!in‘:e x,,) = F*).

Definition 3.2. Es sei # eine Menge von Operatoren. Eine Operator-
funktion f(4) wird im Intervall [«, ] eine J#-Funktion genannt, wenn f(2)€ 3¢
gilt fir iedes A€[a, ).

Definition 3.3. Es sei F eine (nicht notwendigerweise lineare) Operator-
transformation mit dem Definitionsbereich 5. F wird in 5 stetig genannt, wenn
jede Operatorfunktion g(4)=F[f(A)] in jedem solchen Intervall [«, f] stetig ist,
in dem f(4) eine stetige H#°-Funktion ist.

Ist eine Operatortransformation F in . stetig, so heilit sie stetig.

Satz 3. 1. Eine stetige Operatortransformation ist an jeder Stelle stetig.
BEwEIs. Ist die Operatorfunktion g(4) in [«, f] stetig so folgt (s. [7])

3.1 lim g(4,) = g(4*)

fir eine beliebige gegen A* strebende Zahlenfolge 4y, 4,, ..., 4,,... (4, 2* € [a, B]).



Uber lineare Operatortransformationen 175

Es sei f(1) eine in [0, 1] stetige Operatorfunktion mit den folgenden Eigen-
schaften:

L. f(1)=x*,
2. f(A)=x,,
3. 2,~1 fiir n—eo.
Dann ist die Operatorfunktion g(4)= F[ f(4)] wegen der Stetigkeit von F in [0,1]
stetig. So folgt aus den Eigenschaften von f(4) nach (3. 1)
lim F(x,) = lim FL) = lim g(4) = g(1) = FLAD)] = F(x*).

Es geniigt also zu zeigen, daB man zu einer beliebigen konvergenten Folge
X1s X2, ...s Xns ... von Operatoren stets eine in [0, 1] stetige Operatorfunktion f(4)
mit den Eigenschaften 1., 2., 3. konstruieren kann.

Es sei

(3.2) a(d) = n(n+1) (x,—x,_,) fir "=

und

1 n
-::/1=1 n+l ’ (n: 1,2,...,X0=0)

fa(p)d,u fir 0=sA<1
(3.3) J(A) =0

Iimx,=xfir i=1

n—seco

n

Dann erfiillt /(1) die Eigenschaft 1. Setzen wir 4, TR (n=1, 2,...) so ist nach
(3.2) und (3.3)
n k
n+1 e ke
1) =f[ - ] = | aGdu = a(uydp =
n+1 o k=1 3%y
k
k..
» k+1 .
= Zkk+D(—x-) | du= 2 ®—X-1) = X,
k=1 _k—l k=1

Die Funktion f(4) hat also auch die Eigenschaften 2. und 3.
Nun braucht nur noch gezeigt zu werden, daB f(4) im Intervall [0, 1] stetig ist.
Aus lim x,=x* folgt die Existenz eines Operators p =0 derart, daf folgendes gilt:

n—+ oo

(3.4) px,= {0, (1)} €
(3.5) pa* = {o*(t)} €€
(3. 6) P (1) = @*(t) fir n—oo,

d. h. @,(7) strebt in jedem endlichen Intervall [0,77] gleichmadBig gegen @*(r).
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Es wird die Stetigkeit von f(2) in [0, 1] bewiesen sein, falls wir die Stetigkeit
der parametrischen Funktion pf(2)={f;(4, #)} im Bereich 2: {0=A=1; 0=¢< =}
nachweisen. Es gibt zu jedem A€(0, 1) genau eine ganze Zahl n=0 derart, daB

n n+1

gilt. Dann folgt aus (3. 3) und Eigenschaft 2.

ol
n+1 i

) =p [ a@du+p [ awdu =
0 n

n+1

(3.8) =pX,+(n+1)(n+2)(PXy4 1 —PXn) [A—;:'_FT] =
= {(nau(t)+ (n+ l)("+2)[¢n+l(t)_‘pn(‘)] [;'_ ﬂ_-':*_l }.

Man sieht leicht die Stetigkeit von pf(4) in den Punkten (4;t), wenn 0=4i<1 ist.
Wir beweisen dic Stetigkeit in den Punkten (1; #,) (2, €[0, =) ). Es sei T'>1, eine
feste Zahl. Es sei weiterhin ein & =0 beliebig vorgegeben. Dann gibt es wegen (3.6)
eine ganze Zahl N =0 derart, daBl

(3.9) a(0—0* ()] < ¢

gilt fiir jedes ££[0, T] und n=N. Hieraus folgt

&
(3.10) (@ns1 (D)= @n (D] = @01 ()= 0* O] +|@* () —0a ()] = 5
fiir n=N, t€[0, T]. Ist
1
(3.11) 0{1--11-‘-:*&:_—1:51,
so ist
(3.12) n=N

wo n die durch den Ungleichungen (3. 7) eindeutig bestimmte ganze Zahl ist. In der

W N+1 Sy
Tat, aus (3. 11) ergibt sich ﬁlﬁql' Ist nun A= N3 Se geniigt n =N den Un

gleichungen (3. 7). Ist %{A, s0 1olgt aus (3. 7), daB n>N ist.
Da aus (3.7)

1 ___'i__-.;""'l_ W7 e 1 . =
k. e n+l1 = n+2 n+l1  (+1)(n+2)
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folgt, so ergibt sich nach (3. 9), (3. 10) und wegen (3. 12)
\pf(A)—pf(D)| = /(4 0)—=fi(1,0)] =

G149 = 0O+ 0+ 1)1 +D)[00s1 ()~ 9, (1) [,1___] 9" ()] <
< 19a(O) = @* O]+ |00+ 1 ()~ 92 (0 (1+ 1) (1+2) [,1__-_] <gt3=75
fiir
1—-).<6,=1—v%, 0=¢=T.

Da f(1, 1) =¢*() in [0, =) stetig ist, folgt die Existenz einer Zahl 4, =0
derart, daB

(3.15) A0 D=Ai( 1) < 5

gilt fir |t —1o]<09,.
Setzen wir

2
O<l1—-A=<9, |t—ty| <9,

5 min[é,,éz,u].

so gelten die Ungleichungen (3. 14) und (3. 15). Daher ist

e

1) =11(s 1)l = /1 A0 =f1 (LD + A, 0 =f1(L 1) = 5 + 5

=g,
wenn 0<=1—24<0 und |t—1,| -0 ist. Damit haben wir die Stetigkeit von f(4) in
[0, 1] und somit auch den Satz bewiesen.

Beispiele
1. D ist stetig. Es sei f(4) eine beliebige, in [«, f] stetige Operatorfunktion.
Dann 1dBt sich f(4) in der folgenden Form schreiben

{7, 1))
{q@} °

wobei f(A, 1) in Z: {a=i=p; 0=1t< o} stetig ist. Da

(3.16) f(3) = (ge%)

Df () = 5’2 (g {~1f (0} —{f(h, D} {~1g ()] = q' L[ (=209t~ 01 1))
0

ist, wobei die Funktion g(4,7)= f (t—21)q(t —1) f(4, 1)dr offenbar in Z stetig
0
ist, so ist die Operatorfunktion D f(A) in [x, f] stetig. D ist also stetig.

12 D



178 E. Gesztelyi

2. T*ist stetig. Ist nimlich f(A) eine in [a, f] stetige Operatorfunktion von der
Form (3. 16), so ist die Oper torfunktion
_ TG0} _ s n)
T = T*{q(} ~ {e"q()}

stetig in [, f], da die Funktion g(4, t)=e*f(4, 1) in D stetig ist.
3. U, ist stetig. Die Behauptung folgt aus der Formel

UUM =T @y ~ @)

4. Die Operatortransformation c¢<.# < J ist offenbar stetig.
Man kann die folgenden Sitze leicht bew.isen.

Satz 3. 2. Sind die Operatortransformationen F und G stetig, so sind auch die
Transformationen F+G und FG stetig.

Satz 3. 3. Ist die lineare Operatortransformation F stetig, so ist auch F' = sF— Fs
stetig.

§ 4. Die Operatortransformation A(x)

Wir beschiftigen uns in diesem Paragraphen mit einer nichtlinearen Operator-
transformation, die den Operatoren reelle Zahlen zuordnet. Diese Operatortransfor-
mation, die durch A(x) bezeichnet wird, sei erst fiir Funktionen der Klasse ¥
erklart:

0, falls f(r) in keiner Umgebung des Nullpunktes identisch yer-
schwindet

A(f)={ «, falls f(t) im Intervall [0, «) identisch verschwindet und f(7) in

keiner Umgebung von « identisch verschwindet
e falls f(1) =0 ist

Satz 4. 1. Es gilt

@.1) A(fg) = A(f) + Alg),

(wo fg die Faltung ?
t

@.2) fe = [ fe—v)g@yde
(1]

bezeichnet.)

BeweEis.: Erst zeigen wir, da

@.3) ‘ A(fo) = A(f) + Ag)
ist,

Fiir A(f)= A(g)=0 gilt (4. 3), da nach Definition A(fg)=0 ist. Ist A(f)=0
und A(g) >0, so sieht man sofort, daB (4. 2) im Intervall [0, A(f) + A(g)] identisch
verschwindet.

Nun beweisen wir die Ungleichung

(4. 4) A(fg) = A(S) + A(g).



Uber lineare Operatortransformationen 179

Fiir A(fg)=0 gilt (4.4), da A(f)+ A(g) =0 ist. Ist 0< A( fg)= A(f), so gilt (4. 4)
umsomehr. Ist 0= A(f)< A(fg), so verschwindet g nach dem Satz von Titchmarsh
(s. [8], [9]) in [0, A(fg)— A(f)] identisch. Also ist A(g)= A(fg) — A(f), d. h. (4. 4)
gilt.

Aus (4. 3) und (4. 4) ergibt sich die Behauptung.

Bemerkung. Wir haben gesehen, daB der Satz 4.1 eine Folgerung des Tit-
marshschen Satzes ist. Umgekehrt: aus dem Satz 4. 1 folgt der Satz von Titchmarsh.
Gilt ndmlich fg=0 in [0, T, so folgt, daB A(fg)=T ist. Ist weiterhin g(z)=0
in [0, a] (O<a<T), aber g(t)#0 in [0, 2 + 4] mit beliebigem & =0, so ist A(g)=«.
Dann folgt aus (4.1) A(f)+a=A(f)+ A(@)=A(fg)=7T, daher A(f)=T-—a.
Daraus folgt f=0 in [0, T—a].

Definition 4. 1. Die Operatortransformation A sei fiir Operatoren folgender-
weise erklirt:

Ax) = A [%] = A(u)— A(v)

fiir A=%€Jl, U, vEE.

Wir konnen uns davon leicht iiberzeugen, daB diese Definition korrekt ist,
d.h. A(x) von der speziellen Repridsentation u/v von x unabhingig ist. Weiterhin
ist ersichtlich, daB3

4.5) A(xy) = A(x) + A(y)
fiir alle x, ye.# gilt.

Satz 4. 2. Es gilt
4.6) A(ax) = A(x)

fiir jedes x € .# und eine beliebige komplexe Zahl «#0.
BEWES. Ist x€€; so folgt (4. 6) aus der Definition unmittelbar. Fiir a =§E.l
erhilt man nach der Definition 4. 1

ou

Aax) = A [7] = Aow)— A(v) = A(w)—A(v) = A [%] = A(x).
Es gilt der
Satz 4. 3. Fiir beliebige Operatoren x, y besteht die Ungleichung
4.7 A(x+y) = min [A(x), A(Y)]
BEWEIS. Fiir A, y€¥, ist (4. 7) unmittelbar klar. Sind x =

I~

= y=2(f 8.0e9)
beliebige Operatoren, so folgt

a6+ = A[LEE] < 449 40) = min(4(), 4@1 - A0) =

= min[A(f)— A(v),A(g)— A(v)] = min [A l%] v A [%]] 3
= min [A(x), 4(y)].
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Satz 4. 4. Es sei () eine beliebige, im Intervall |x, ff] stetige Operatorfunktion,
die in [x, P) nirgends verschwindet. Dann ist die Funktion

@A) =A[f(A)]
in [«. 8] beschrénkt.

BewEls. Wegen der Stetigkeit 1dBt sich f(2) in folgender i orm schreiben:

{fl (As 'f)}
4.8 A) = =2 €
wobei die Funktion fi(4, 7) in Z: {a =A=f; 0=t <=} stetig ist. Man kann ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, daB f,(4,0)=0 st fir jedes

j€[x, B). Da
@(2) = A[ f(D)] = A[ f1(4, 1)1 — Alg(1)]

ist, so brauchen wir die Beschrinktheit von Y(4)= A[ fi(4, 1)] fir A€[x, f] zu be-
weisen.
Wir zeigen, daB die Funktion y(4)=0 voa oben beschrinkt ist.

Setzen wir voraus, daB y/(24) nichtbeschrinkt ist. Dann existiert eine Zahlenfolge
Ags 23 ey Apy ooy (Ag€[xx, 1) mit der Eigenschaft: A,—Ay€[a, f1 und y¥(4,)=
=A[f;(2,, t)] =0 fiir n—~eo. Da fi(%,, t)=0 fir 0=t=A[f,(4,, )]=y¥(2,) ist,
so folgt, daB die Folge g,(1)=f,(4,, 1) von Funktionen fastgleichmiBig gegen
Null konvergiert. Dann ergibt sich aus der Stetigkeit von f,(4, #), daB

fl(;‘O) f) —_ ,!j_,lﬂfl()‘m‘) =0

ist fiir jedes feste 7€[0, ). Daraus folgt, daB f(4,) =0 ist. Das ist aber ein Wider-
spruch, da nach Voraussetzung f(4) in [«, f] nirgends verschwindet. y(2) ist also
beschrinkt,

Satz 4.5. Es sei x #0 ein Operator, fiir den dic Potenz x* definiert ist. D. h. es
gibt eine durch x* bezeichnete Operatorfunktion mit den folgenden Eigenschaften:

a) A2 list stetig im Intervall — ee <) < co,
b) x'=x,
) MFPr=xixr A, pu€(—oo, ).

Dann ist
4.9 A(x*) = AA(x).

Buwels. Es folgt aus den Eigenschaften b) und c¢), daBB die Operatorfunktion
x* nirgends verschwindet. Die Zahlfunktion ¢(1) = A(x#) ist also nach dem Satz 4. 4
in jedem endlichen Intervall beschrinkt. Da

(4. 10) P+ p) = AP = A(xx*) = A(x*)+ A(x*) = o(2) + o(u)

ist. so ist die Losung der Cauchyschen Gleichung ¢(2) = ¢(1)A. Wenn wir beriick-
sichtigen, daB @(4) = A(x*) und ¢(1) = A(x) ist, so erhalten wir hieraus die Bezichung
(4.9).
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Wir betrachten die Menge .#, derjenigen Operatoren x, fir dic 4 (x)= —«
gilt, wo a eine reelle Zahl ist.

Satz 4.6. Ist a<p, so ist M, My.

BEWEIS. Ist x€.#,, soist A(x) = —a > —f. also x€.#; und mithin .4, < .#;.
a+p +ﬁ a+p a+p

Da A[e 2 )— e 12 ist, so folgt e_revl,, aber e 2 ¢.#,. Daraus folgt die
Behauptung.
Satz 4. 7. Es gilt
U 4= A4.
O=g<e

Bewels. Es gibt fiir jedes x € .# eine Zahl «a =0 derart, daB A(x) = —a ist,
und somit x¢€.#, gilt.

Satz 4. 8. .#, ist ein linearer Raum.

BEwEels. Da A(0)=e= ist, so ist offenbar 0-x€.#, fir jedes x€.#. Ist nun
x€ M, und 10 cine beliebige Zahl, so folgt nach Satz 4.2 A(ix)= A(x) = —a.
Es gilt also Ax €.#, fiir A €.#, und beliebige Zahlen A. Aus x, y€.#, folgt stets
x+y€.#,. Denn dann gilt A(x) = —a und A(y) = —«, und folglich nach Satz 4. 3
A(x + y) =min [A(x), A(y)] = —a.

Definition 4. 2. Es sei o eine belicbige Menge von Operatoren. Wir kenn-
zeichnen durch #a die Menge samtlicher Operatoren y der Form y=xa, wobei
XEN ist.

Satz 4. 9. Fiir eine beliebige reelle Zahl « gilt
4.11) M= Mo

BEWEIS. Ist y€.#,e™, so 1aBt sich y in der Form y = xe™ schreiben, wo x € .4,
ist. Da A(x)=0 ist, so folgt

A(y) = A(xe®) = A(x)+ A(e™) = Ax) —a = —a,
und somit y€.#,. Damit haben wir gezeigt, da .#,=2.#;e* ist. Ist nun y€.#,,
so gilt A(y) = —a, und deshalb fiir x =ye~*:
A(x) = A(ye=*) = AQY) + A(e=*) = A(y)+a =—a+a = 0.

So ist x €.4#, und somit y =xe* €.#,e*. Es gilt also (4. 11).
Foiag ([10]) und Feny6 ([11]) haben den folgenden Satz bewiesen:

Satz F. Fiir jeden Operator f|g, wobei g in keiner Umgebung des Nullpunktes
verschwindet, gibt es eine Folge k,c€ (n=1,2,...) von Funktionen derart, daf

k,,—-g in M strebt.

Definition 4. 3. Es seien 2, und J¢,2¢, Mengen von Operatoren. ¥,
heiBt in 5, dicht, wenn jedes x €, ein Grenzwert einer Folge von Elementen
aus X, ist.
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Man kann den Satz F. mittels der obigen Definition folgendermaBen formulieren:
Satz F. € ist in 4, dicht.
Satz 4.10. |J ¥e™ ist dicht in H.

Osa<es

BeEweis. Da nach Satz 4.9 #, = #,e* ist, so folgt nach Satz F, daB €e*
in ., dicht ist. Die Menge |J %e*ist also dichtin |J #,=.4 (s. Satz 4.7).
O0sa<es O=a<eo

Bemerkung. Die Menge |J %e* wird in den folgenden Paragraphen eine

Osa<es
wichtige Rolle spielen. Sind die Werte einex stetigen Operatortransformation F
fiur die Elemente von |J %e™ bekannt, so ist F(x) fir jedes x€.# bekannt.

OsSa<eo

Denn aus u,—~x (u,€ |J €e®;n=1,2,...) folgt nach Satz 3. 1 stets F(u,) -~ F(x).
O=a<eo
Die Menge |J ¥e* ist kein linearer Raum. Man kann aber leicht einen
OSa<o

linearen Raum von Funktionen finden, der in .# dicht ist. Es sei % die Menge
samtlicher Funktionen f(4), die in (—eo, =) lokalintegrierbar sind, und in einem
Intervall ( — o, —a) identisch verschwinden (die Zahl « hdngt von fab). Die Menge
4 ist offensichtlich ein linearer Raum, und es gilt der

Satz 4. 11. % ist in .« dicht.
Die Behauptung folgt aus der Tatsache, daB |J Fe™ ¥ (s. [1]) ist.

O=a<e
Die Sitze 4. 10 und 4. 11 sind dquivalent. Um dies einzusehen, geniigt es zu
zeigen, daB der Satz 4. 10 eine Folgerung von Satz 4. 11 ist. Ist ein Operator x
beliebig vorgegeben, so gibt es nach Satz 4. 11 eine Folge u, €% (n=1, 2, ...) derart,

daB u, —sx strebt. Daher folgt % U, =~ X. Da% u,€ |J %e*ist,soistalso |J €e*

dicht in . OSa<o Osa<es
Wir fiihren der Kiirze halber die Bezeichnung
(4.12) U €e* =%%
O=a<e

ein.
§ 5. Integraldarstellung stetiger linearer Operatortransformationen

In diesem Paragraphen wollen wir zeigen, daB jede stetige lineare Operator-
transformation eine Integraldarstellung besitzt. Um dies einzusehen, bendtigen wir,
daB das Integral einer Operatorfunktion als der Grenzwert einer Riemannschen,
oder allgemeiner, einer Stieltjesschen Summe angesehen werden kann. Demnach
ist das Integral einer Operatorfunktion im Sinne von [12] zu verstehen.') Unter dem
uneigentlichen Integral

[ rvdg(2)

) Wir haben in [12] das Integral der Operatorfunktion f(1) beziiglich der Operatorfunk-
tion g(l) als der Grenzwert der Summe

ZfC) [8(4) — (A~ )]

definiert.
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verstehen wir den Grenzwert
im [ r2ydg (),
falls er existiert. =

Satz 5.1. Ist u€€u, so gilt
. 1) u= [ u@e-sdi

BeEwEis. Der Satz ist eine einfache Folgerung der Mikusifiskischen Formel

(5.2) 1= [ fdye-#a,
o

die fiir f€¥ gilt. Ist u€ 6%, so gibt es nach (4. 12) eine Zahl « =0 derart, daB uc%e**
und mithin we=* = {u(t —a)}€¥ ist. Dann gilt nach (5.2)

ue=® = fu().—a)e"‘-'d/l.
0

Hieraus ergibt sich

u=e [ uG-a)e=di = [ u(l—a)e-G-dj =
(] 4]

oo

=_fu(,u)e—#'dp= f u(p)e="sdu.

Hier beriicksichtigt man, daB w(u)=0 ist flir —cc<py< —a.

Satz 5. 2. Ist die Operatorfunktion f(1) beziiglich einer Zahlfunktion @(A) im
endlichen Intervall [a, B] integrierbar, so ist auch die Operatorfunktion g(A) = F[ f(4)]
beziiglich @(2) in [a, f) integ=ierbar, falls F eine stetige und lineare Operatortrans-
Sformation ist. Ferner gilt

B B
5.3) | Fironde @) = F[ [ 10y do ()]
BeEwels. Der Grenzwert
n 8
lim a, = lim 3 /(&) (4") ~ o (G2 = [ fd)do ()

existiert unabhéngig von der Wahl der Zahlen

a=AP < AP <... <P =8 n=12..)

AN, siP AP (k=12...,1)
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wenn lim max (A‘"’ MM )=0 ist, da f(1) nach Voraussetzung beziiglich ¢(4)

n—soo k=1,

in [«, f] mtegncrbar ist. So ergibt sich nach Satz 3. 1

b= 3 s@EoGM) - 0GR = 3 FUAGEMI0 ()~ 0(Gi2)] =
= 3 FUGE) 00— o Gi)] = F[&.if(ﬁi")(tp(li")—tp(lé'_’x)) =

B
= F(a) ~ F| [ fydo )] fir n -~ .

Damit haben wir den Satz bewiesen.
Der Satz gilt auch fiir ein unendliches Intervall:

Satz 5. 3. Existiert f”f (A)do(A) fiir die Zahlfunktion (1), so existiert auch
_f F[f(A))do(4)
fiir eine beliebige stetige lineare Operatortransformation F, und es gilt
(5.4) ¢ f FUf@)do () = F[ f fydo ).
BeEwEls. Nach Satz 5. 2 gilt fiir jedes endliche n

f FI/()dg () = F[_f f(iydo ().

Dann ist nach Satz 3. 1 wegen der Stetigkeit von F

f FUf3)do () = lim f FU@)do () = lim F[_f fWdp ()] =

= F|lim f fydo )] = F[ [ 1y do ).

Satz 5. 4. Ist die Operatorfunktion f(2) im endlichen Intervall [, ] stetig differen-
zierbar, so ist auch g(A)= F[f(2)] in diesem Intervall stetig differenzierbar, wenn
die Operatortransformation F stetig und linear ist. Es gilt ferner

(5.5) %FU(?L)] =F %f(i)]-



Uber lineare Operatortransformationen 185

Beweis. Da f’(4) in [, B] stetig ist, ist auch A(A) = F[f’(4)] in [a, ff] stetig.
So folgt nach Satz 5. 2

A P P
[ hwydu = [ Fir@ldu = F[ [ £ @wdu] = Fioy—fe =

= FIAD] - F[f(®)] = g(4) —g ().
Die Operatorfunktion 4(4) 1aBt sich wegen der Stetigkeit in der Form

h(A)=p='{h(2, 1)}  (p=0)

schreiben, wobei die parametrische Funktion /,(4, #) im Bereich 2: {a=i=};
0=t < o} stetig ist. Dann sind die Funktionen

ple()—g@) = | [ hy(u, 1) du) = {g, (4, )},

83 1 (As t) A
—a1 = m@1
in @ stetig. Die Operatorfunktion g(2) ist also in [«, f] stetig differenzierbar und es gilt

¢ 0) = B0 -g@ =~ {7010, 0f = =1 1o 1) = 4,
d. h. (FLf(D)Y = FLf"A).

Satz 5. 5. Jede stetige lineare Operatortransformation F besitzt die Integraldar-
stellung

(5.6) F) = [ u()Fe*)ds
fiir jedes wec€uU. i

BEwEls. Dieser Satz ist eine unmittelbare Folgerung der Siitze 5. 1 und 5. 3, und

der Formel
Flu(i)e=%] = u(i) F(e=%),

die wegen der Homogenitit von F gilt, da w(1) eine Zahlfunktion ist.

§ 6. Die Vertauschbarkeit von stetigen linearen Operatortransformationen

Wir haben in § 2. bewiesen, dall ¢’=0 (c€.# = 7) ist. Die Operatoren ver-
halten sich also beziiglich dieser Ableitung, wie die Konstanten. Es gilt auch die
Umkehrung dieser Behauptung:

Satz 6. 1. Ist FF=0 fiir eine stetige lineare Operatortransformation F, so ist
F=ccACYT.
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BEwEels. Die Bedingung F’'=sF— Fs=0 bedeutet die Vertauschbarkeit von
s und F:

(6. 1) sF=F.

Die Operatorfunktion g(2) = F(e~**) ist nach Satz 5. 4 in jedem endlichen Inter-
vall stetig differenzierbar. So folgt aus (6. 1)

580 = F—se~) = — F(se~%) = —(F)(e*) =
= —(sF)(e~%) = —sF(e~%) = —sg(A).

Es ist also die Differentialgleichung

(6.2) g'(A) +.g(2)=0

unter der Anfangsbedingung

(6. 3) g(0)=F(l)=c

aufzulésen. Die Losung dieser Gleichung bei (6. 3) lautet (s. [1])
g(A)=ce=*.

Ist nun u€¥%, so erhalten wir nach Satz 5.5

Fw)= [ u@Fe»)di= [ u@cerdy=c [ u(t)eisdi = cu.

Da €% in .# dicht ist, so folgt aus der Stetigkeit von F, daB F(x)=cx ist fiir jedes
x € .#. Damit ist der Satz bewiesen.

Es sei F eine stetige lineare Operatortransformation. Wir betrachten die Menge
A samtlicher Operatoren, die mit F vertauschbar sind. Wie man leicht nachpriifen
kann, ist & ein Korper, der den komplexen Zahlenkorper stets enthilt. Der Korper
Ay ist abgeschlossen beziiglich der Konvergenz in ., d. h. aus b,€ %, b, —b*
folgt stets b*cAB,. (Da nimlich F(b,x)=b,F(x) (x€¥) gilt, folgt F(b*x)=>b*F(x)
aus der Stetigkeit von F.)

Fiir ein beliebiges %, gilt offenbar

H B M.

wo A" der komplexe Zahlenkorper ist.
Bp=.# gilt genau dann, wenn F(x)=cx ist. In der Tat, gilt Fx=xF fiir jedes
x €.4#, so erhalten wir
F(x)=(Fx)(1)=(xF)(1)=xF(1)=cx.

Es kann vorkommen, daB %= X" ist:

Satz 6. 2. Gilt fiir einen Operator b

(6. 4) bD = Db,
so ist b eine Zahl.
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BewEis. Benutzt man (6. 4) und die Eigenschaft der algebraischen Derivation,
so ergibt sich

bD(x) = (bD)(x) = (Db)(x) = D(bx) =bD(x) + xD(b)

fiir jedes x € #, und daher xD(b) =0. Da x willkiirlich ist, so folgt D(b)=0. Hieraus
folgert man nach einem Satz von Mikusinski, daB b eine Zahl ist. (s. [13].)
Man kann leicht eine stetige lineare Operatortransformation angeben, fir die

(6.5) H B M

gilt. Es sei zum Beispiel F=4(T'+T-!) (i=y=1). Dann sind F und e** ver-
tauschbar:
(6.6) Fe*™ = g3 p

Diese Behauptung folgt aus der folgenden Eigenschaft von 7*: Ist « eine beliebige
komplexe Zahl und A eine beliebige reelle Zahl. so ist

6.7) Teets = gils—a)T
In der Tat, wegen T%(e*) =e**~® (s. [1].) erhalten wir
(T*e*)(x) = T*(ex) = T*(e*)T*(x) = eX*-9T*(x)
fir jedes x€.#. Dann folgt aus (6. 7)
Fe?®s = J(T 4+ T-i)e?™s = }(Tie?™s +T-ie?™) =
p— .i[e—'.’ul(ezxsri)+e21i(e2uT—i)] — ez::i(TI_'_T—i) — eZnsF_

Da ™ € Bp keine Zahl ist, gilt A" C Bp. Da weiterhin nach § 2. F' =1 (iT' —iT-%) %0
ist, so folgt F¢ # und somit B, #, d. h. es gilt (6. 5).
Eine Verallgemeinerung von Satz 6. 1 ist der

Satz 6. 3. Es sei.n#0 eine ganze Zahl. Gilt
(6.8) Fs* = s"F
fiir eine stetige lineare Operatortransformation F, so hat F(x) die Form F(x)=cx.

BEwEls. Man kann voraussetzen, daB n positiv ist. Besteht namlich (6. 8) fiir
eine negative ganze Zahl, so gilt auch Fs~"=s-"F da & ein Korper ist. Die Operator-
funktion f(4) = F(e~*) geniigt der homogen Differentialgleichung

(6.9) SOD)=(=1)"s"f(2)=0.
In der Tat erhalten wir nach Satz 5. 4 unter Beriicksichtigung von (6. 8)
SO@) = Fi(-1y's"e™] = (~ 1y F(s"e™™) =
= (- 1P(E) ™) = (- 1)'("F)(e™) =
= (=1)'s"F(e™*) = (—1)'s"f(}).
Wir haben dabei die Anfangsbedingung
(6. 10) f(0)=F(1)=c.
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Die charakteristische Gleichung (s. [1].) von (6. 9) ist
(6.11) P=(=1)s"

Eine Losung von (6.11) ist y = —s. Die Operatoren y, = —¢gs (k=1,2, ..., n)
sind also simtliche Losungen von (6. 11), wobei die Zahlen ¢, die komplexen Wurzeln
der Gleichung <"=1 sind.

Ist n eine ungerade Zahl, so ist y; = —s die einzige Wurzel von (6. 11), die
ein Logarithmus ist. Die allgemeine Losung von (6. 9) lautet in diesem Fall

R) = ¢cye=2,

Beriicksichtigt man die Bedingung (6. 10), so ergibt sich ¢, =¢. Ist nun u€%%, so
gilt nach Satz 5. 5

o ea

Faw) = [ u@ce-sdi=c [ u(@ye=#di= cu,

und somit wegen der Stetigkeit von F: F(x)=cx. (x€.#).

Ist n eine gerade Zahl, so kommen nur die Wurzeln y, = —s, y, =s in Betracht.
Dementsprechend ist
(6.12) J(A) = cie=*+c e

die allgemeine Losung von (6. 9). Nach dem Satz 5. 5 existiert das Integral (5. 6)
auch in diesem Fall fir jedes uc€%. So muB in (6. 12) ¢, =0 sein. Dann erhalten
wir wieder das Ergebnis f(4) = ce~**. Daher folgt schon die Behauptung.

Satz 6. 4. Ist die stetige lineare Operatortransformation F mit jedem e** vertausch-
bar, wobei p€(— oo, =) ist, so ist F(x)=cx.

BeEwEis. Gilt

(6.13) Fe** = e F
flir ein u, so ist
(6.14) g(4A) = e F(e™ ™)

eine periodische Operatorfunktion mit der Periode u. Setzt man in (6. 13) —pu
statt y, so bleibt die Gleichung richtig, da &y ein Korper ist. Dann folgt

g(l+ﬂ) X e(1+n)sF[e—(A+n)s] — elsepsp(e-me—h) o
e ejseus(}?e——na)(e-—.ls) b elseps(e—ysp)(e—iu) —
= elsete~m F(e=*) = e F(e~*) = g(4),

d. h. g(2) ist periodisch mit der Periode u. Gilt (6. 13) fiir jedes u, so bekommt
man hieraus g(u) =g(0)=c. So erhalten wir aus (6. 14) F(e=*)=ce~*. Hieraus
folgt die Behauptung des Satzes mit einem Gedankengang, den wir schon in den
Séitzen 6. 1 und 6. 3 verfolgt haben.

Satz 6. 5. Ist ein Operator a mit jedem U, (n=1, 2, ...) vertauschbar:

(6. 15) UVa=aU,,
so ist a eine Zahl.
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BeEwEels. Wir benutzen die folgende Eigenschaft der Transformationen U,:
(6. 16) vu,=U,, (u=>=0,v=0).
Beweis von (6. 16). Fiir f€€ gilt
UULN) = U {vf(v)} = {uvf(vur)} = U, (f).
Fiir beliebiges x=§e.ﬂ (f, g€¥€) ergibt sich daher

m&m_mﬂu_[q_
0,0,@ ~ Un@ _ r|g) = Uw:
somit haben wir (6. 16) bewiesen.

Zum Beweis des Satzes multipliziere man beide Seiten von (6. 15) von links
und auch von rechts mit U,,,. So erhilt man auf Grund von (6. 16)

Uu,(x) =

(6. l?) U”,,a = aU”" (ﬂ = l, 2, ..-)
Ist r ='% eine beliebige positive rationale Zahl, so erhalten wir aus (6. 16) und (6. 17)

U, = Uyatt = Uyl = UpaUyp = aU Uy = U, = all,,

d. h. es gilt
(6. 18) Ua=aU,

fiir eine beliebige positive rationale Zahl r.

Da
vy =0 1] = WD

") Ui
ist, so folgt aus (6. 18)
(6. 19) Ufa)=a
fiir jede rationale Zahl r=0.

. : " . ;
Gegeben sei ~ =a, eine Reprisentante von a derart, daB die Funktionen u

und v in [0, =) stetig differenzierbar sind.
Dann kénnen wir die Gleichung (6. 19) ausfiihrlicher schreiben:

{u(ro} = {u(0)}
{v(rn)} {v(n}’

{u(rt)} {o(1)} = {ort) (u(r)} =0.

Nach einer Umformung lautet diese Gleichung

(6. 20) {urt) —u()} {o(1)} — {u(®) Hotrr) ~o(1) } =0.

oder
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Setzt man r=l+-:; in (6.20) (n=1. 2. ...) so ergibt sich

u[t+lt]—-u(r) 'v[t+lt]-v(t)
(6.21) "1 t4 {o(0)} — | "l t4 {u(®) = 0.
i i
Es gilt :
u(t+~l—t —u(f)
(6.22) lim "I ’ t = (1),
—
n

und dabei ist die Konvergenz in Intervall [0, 7] gleichméBig. Gleicherweise gilt

v [t+~:-,—r)—-v(r)
(6.23) le.rg i t = ' (1).
—t
n

Da die Ableitung «’(r) im Intervall [0, =) stetig ist, so ist sie in dem abgeschlossenen
endlichen Intervall [0, 27] glechmiBig stetig. Bei beliebig vorgegebenem &=0
gibt es daher ein >0, so daB

(6.24) W @=w @) < &

ist fir |[t—1|<4d, 1, 1€[0, 2T).
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es fiir beliebige feste
n und ¢ ein 7, mit den folgenden Eigenschaften:

(6.25) O<t<t<t+1,
u[f+%t]—u(r)
(6.26) — =¥ ().
— 1
n
Ist
(6.27) . _‘5’1 =i

so ist wegen (6. 25) Om:t,,—r-::;'l- t-:-g,réé. Dann gilt nach (6.24) und (6. 26)

u(r+%t]—-u(!)
1

=1
n

fiir n>N und 7€[0, T). Damit ist (6. 22) und sogleich auch (6. 23) bewiesen.

= () t| = W (@) —w Ot < 1=
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Nach dem Satz iiber die fastgleichmaBige Konvergenz (s. [1].) erhalten wir
aus (6.22), (6.23) und (6. 21)

{td (O}Ho()} — ()} (1)} =0.

Diese Gleichung 1dBt sich mit Hilfe der algebraischen Derivation in der Form
(6.28) {eO}DI{u ()}] — {u()} D[{v"(1)}] =0
schreiben. Benutzt man die Formeln {u(¢)}=su—u(0), {v'(¢)}=sv—v(0), so ergibt
sich aus (6. 28)
vD(su) —uD(sv) =0.
vD(u) —uD(v) =0

Hieraus erhalten wir

und somit

D D
D(a) = D[ ] il 2“ @ _o

Daraus folgt nach einem Satz von Mikusinski (s. [13]) daB a eine Zahl ist.

§ 7. Mit D vertauschbare stetige lineare Operatortransformationen

Wir haben in § 6. bewiesen, daB ein Operator, die keine Zahl ist, mit D nicht
vertauschbar sein kann. Dagegen sind die Transformationen D?, D3, ..., P(D)=
=og+a,D+...+a,D" (€A k=1,2,...,n) mit D vertauschbar. Ein nichttriviales
Beispiel fiir die Vertauschbarkeit mit D liefert die Transformation 7= (s. [14] S. 218.)

Zu jeder solchen Transformation F gehdrt eine in (— e, =) unbeschrdnkt
differenzierbare Funktion ¢(z) derart, daB F(u)={@(t)u(t)} fir jede Funktion
u€€U eine gewdhnliche Multiplikation bedeutet. Zum Beispiel: D(u) = {—ru(r)}
T*%(u) = {e*u(r)}. Der folgende Satz zeigt, daB jede stetige lineare und mit D ver-
tauschbare Operatortransformation diese Eigenschaft hat.

Satz 7. 1. Gilt
(7. 1) DF=FD

[uir eine stetige lineare Operatortransformation F, so gibt es eine in ( — ==, <o) beliebig
vielmal differenzierbare Zahlfunktion ¢(t) so, daf

(7.2) Fu)={o(1)u(t)}

gilt fiir jede Funktion uc€#. Ist weiterhin F™ die in § 2. erklirte n-te Ableitung
von F, so gilt

(7.3) F™w) = {o™(0u(r)},
(wobei — natiirlich — @™ (t) die gewohnliche n-te Ableitung von @(t) ist).

BEwEIs, (a) Die Funktion
(7.4) ¢(1) = e F(e™*)
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ist eine Zahlfunktion, die im Intervall — o= <1 < e unbeschriankt differenzierbar ist.
Aus (7. 1) folgt nimlich

DIF(e™)] = (DF)(e™*) = (FD)(e™*) = FID(e™*)) = F(~Je™*)
und deshalb

D[p ()] = D[e*F(e™*)] = Ae*F(e~*)+e*D[F(e *)] =
= AeM F(e~*)+ e F(—Ae™*) = Ae*F(e~*)+e*(—A)F(e~*) = 0.

@(4) 1st also fiir jedes A eine Zahl. (s. [13]). Die Funktion ¢(A4) ist als Operator-
funktion nach Satz 5.4 in jedem endlichen Intervall unbeschrinkt stetig differen-
zierbar, da die Funktionen e¢** und e~* diese Eigenschaft haben. Hieraus folgt
die gewohnliche Derivierbarkeit von ¢(4) in ( — <o, =), Dann folgt aus (7. 4) nach
Satz 5. 5

oo oo

F(u) = f u(A) Fle=) di = f u(A)p(Ae-#di = {u(t) (1)}

—_—-n —_-

Damit haben wir die Formel (7. 2) bewiesen.
(b) Ist f€¥ in [0, <) stetig differenzierbar, so erhalten wir aus (7. 2)

F'(f)=(sF—Fs)(f)=sF(f) — F(sf) = s{o(t)f(t)} — FI{f () } + /(0)] =
={o (1) + @(0)f" (1)} + @(0) £(0) — {@(1) £ (1)} — F[/(0)] =
={0’ () f(1)} +9(0) £(0) —f(O)F(1).

Da aus (7. 4) ¢(0)= F(1) folgt, so ergibt sich F’'(f)={¢’(¢)f(t)}. Wir wollen nun
diese Formel fiir ein beliebiges f€ €% beweisen.
(c) Ist die Funktion y €%% im Intervall [A(y), <) stetig differenzierbar, so gilt

(7.5) sy={y' (1)} +y[A(y)] e~ 40
wobei
. Ay -
}:I_I.lo-d—r-, fir t# A()
y(n =
N ) 2
}5510 T fir 1= A(y)
At>0

ist.
Beweis von (c), Fiir A(y)=0 geht (7. 5) in die Formel

(7. 6) sy = {y' ()} +»(0)
iiber, da y' €% ist. Fir A(y)=0=0 ist {p(t+x)}=ype™ €€, denn wegen

A(ye*®) = A(P)+A(e™) =a—a =0
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gilt y(t +«) €€ < M, und nach Voraussetzung ist y(f+a) in [0, =) stetig differen-
zierbar. Folglich gilt nach (7. 6)
sye™ ={y'(t+x)} + ().

Hieraus folgt sy ={y'(t+a)}e~* + p(x)e~* = {y’'(t)} + ¥(@)e~**, was zu beweisen war.
(d) Aus der Vertauschbarkeit von F und D folgt die Vertauschbarkeit von
F’und D:
F'D=(sF—Fs)D = sFD—FsD = sDF—-F(Ds—1) =

=(Ds —1)F—FDs+ F = DsF—FDs = DsF—DFs =
=D(sF—Fs) = DF’.
Dann gibt es nach (a) eine in (—eo, ==) unendlich oft differenzierbare Funktion
Y(tr) derart, daB
7.7 F'(u)={y()u(t)}
gilt, da F’ eine stetige lineare Operatortransformation ist. (Satz 3. 3).
(e) Setzen wir in (7. 7)
u= e = {H.(0)c%,

so erhalten wir nach (7. 2) und (7. 4)
WOH-, ()} =F [% e"’] = (sF— Fs) [sl e‘“] = yF [?]—F(e") =

7.8
i = sF[{H_,()}] —e*e~*F(e*) = s{p(N H_,(1)} — e p(—2).

Da die Funktion y=¢(t)H_(t) €6 in [ —a, =) stetig differenzierbar ist, so folgt
rach (c) wegen A(y) = —a:

(7.9) s{o(t)H_ (1)} = {(p’(f)H_J;)} + @[ A(y)]e=4®s,

Ist A(y) > —a, so ist ¢(—a)=0 und (wegen der Stetigkeit von ¢(z)) @[A(y)]=0.
Dann folgt aus (7. 8) und (7. 9)

(7.10) V() H_ (1) =o' (t)H (1)

Die Beziehung (7. 10) folgt aber aus (7. 8) und (7.9) auch fir A(y) = —a, denn
dann ist ;
PlA()]e~10% —e=p(—a) = 0.

Da (7. 10) fiir jedes « besteht, so gilt

(7. 11) w(t)=o'(1)
fiir jedes 1€ (— oo, o).

Aus (7.7) und (7. 11) folgt die Beziehung (7. 3) fiir n=1. Durch vollstendige
Induktion ergibt sich (7. 3) fiir jedes n.

Bemerkung. Eine Folgerung des obigen Satzes ist die folgende Behauptung:
Die gewohnliche Multiplikation mit einer nicht-unbeschrinkt differenzierbaren
Funktion 1dBt sich nicht fiir Operatoren erweitern bei der gleichzeitigen Beibehaltung
der Stetigkeit, der Distributivitit und der Kommutativitit.

13 D
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§ 8. Multiplikative lineare Operatortransformationen

Satz 8. 1. Gegeben sei eine multiplikative Operatortransformation F mit
dem Definitionsbereich Py =%. Ist F(f)#0 fir f#0, f€¥, so ist die Operator-
transformation

3. 1) P = ;’::;

fiir jedes x—_——g—e‘d eindeutig erklirt. F(x) ist die einzige multiplikative Operator-

transformation in .M mit der Eigenschaft, daf
(8.2) F(f)=F(f),
fiir jedes f€€ gilt. Ist Flinar in €, so ist auch F linear in A.

BeEwkls. Man sieht leicht die Multiplikativitit von F und auch die Linearitit,
wenn F linear ist.

(8. 2) folgt aus (8. 1): Ist f= {l}li}i! €%, so folgt
_F{1)f) _ FQIHF(Sf)
FO="Faqy =~ Fqip

Ist G eine multiplikative Transformation in # derart, daB G(f)= F(f) ist
fir jedes f€€, so ist G=F. Aus G(1)=G(1-1)=G(1)G(1) folgt G(1)=1, da G(1) =0
ist. (Aus G(1)=0 folgt nimlich F(f)=G(f)=G(f1)=G(f)G(1)=0 fiir jedes
f€% im Gegensatz zur Voraussetzung.) Ist nun v€% v 0, so erhalten wir

= F(/).

1 1 1
=6 = 6[oy] = wa[7) = rrs( 7).

1 1 S s o e _u
und daher G [—J)— o)’ Dann ergibt sich fiir ein beliebiges x= = €M

1 1 1

Satz 8. 2. Fiir jede stetige lineare und multiplikative Operatortransformation
F#0 ist der Operator F(s) ein Logarithmus, und es gilt

oo

8.3) Fw) = [ uGe-#od)  uceu

-0

BeEweis. Die Funktion
(8.4) S(A)=F(e~*)

ist nach Satz 5.4 in jedem endlichen Intervall stetig differenzierbar. Dann folgt
aus der Multiplikativitit von F

(8. 5) f'(A) = F(—se %) = — F(s)F(e~*) = — F(s) f(A).
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Die Operatorfunktion f(4) ist also die Losung des Anfangswertproblems:
S+ F(s) f(A)=0
SO)=F1)=1.

Folglich ist F(s) ein Logarithmus, und F(e—*)=f(1) =e-*®. Daraus folgt (8. 3)
nach Satz 5. 5.

Satz 8.3. Ist die stetige lineare und multiplikative Operatortransformation
F#0 mit D vertauschbar, so ist F=T* fiir irgendeine Zahl o.

BEwEIs. Aus FD=DF und F(1)=1 folgt
D[F(s)] = (DF)(s) =(FD)(s) = FID(s)] = F(1)=1.
Durch eine algebraische Integration (s. [14]) ergibt sich daher
(8.6) F(§)=5—ua
wo « eine Zahl ist. Dann folgt nach Satz 8. 2 und Satz 5. 1

F) = [ u@)ere-sdi = {u(r)er) = T+(u),

fiir u€%%. Folglich ist F=T*" (nach Satz 8. 1).

Satz 8. 4. Gilt
8.7 FD=kDF

fuir eine stetige lineare und multiplikative Operatortransformation F =0, wobei k
eine positive reelle Zahl ist, so ist

(8.8) F=UT"
wobei z irgendeine komplexe Zahl ist.
BEwEIs. Aus (8. 7) folgt

D[e~*®)] = — AD[F(s)]e~*® = — A(DF)(s)e~*® = — % (FD)(s)e~*® =

- —_ —AF(s) — . —AF() — — " p—AF(s)
‘ F[D(s)]e % F(l)e-#fG ;€ .

(Beziiglich der Regel D(e*) = D(w)e* siehe [13] und [14].) Hieraus folgt

1
(8.9) D[F(s)] = P
Nach algebraischer Integration erhalten wir

(8.10) F(s) = %s-{-z
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wobei : eine komplexe Zahl ist. Setzt man (8. 10) in (8. 3), so ergibt sich

(8.11) F(u) = fu(A)e“‘(”:?’]dA= _[u(z)e-he':"dx

fiir uc®u. Ist speziell u={f(z)}€¥, so geht (8. 11) in
" i,
(8.12) F(f) = [ fe-3e *" da
0

iiber. Durch die Substitution u= erhalten wir hieraus

®.13)  F() = [ fak)er=e-wkdu = {ke 4= f(kn)} = UT-*(f).

Dann folgt nach Satz 8.1 F(x)= U, T-*(x) fiir jedes x€ .#.

§ 9. Eine Eingenschaft der Transformationen U, T
Aus den Formeln (8. 12) und (8. 13) ergibt sich

g i
©.1) [ 1ye=#e” %" @z = u, -+ ().
0
Strebt k <= in (9. 1), so geht die linke Seite formal in das Laplace-Integral
[ r2ye=+aa
0

tiber. Wir werden beweisen, daB dieser Grenziibergang nicht nur formal ist.

Satz 9. 1. Konvergiert ein Laplace-Integral fiir eine komplexe Zahl p:

©.2 [ r@ye=rdi = jp),
0

so konvergiert die Folge der Funktionen
9. 3) UT-2f)={ne""™f(nt)} @n=12..)

im Sinne der Operatorenrechnung, und es gilt

9. 4) lim U,T-#(f) = [ fye-rida.

Bewels. Die Funktionen

0.9 (A0} = 5 UT() =~ (re=mfn) = | [ [ e=vf(o)do ds)
o 0
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sind in [0, =) stetig. Wir werden beweisen, daB die Folge dieser Funktionen gegen

die Funktion ¢ f f(A)e—P*d) fastgleichmiBig konvergiert, d. h. sie konvergiert
0

in einem beliebigen Intervall [0, 7,] gleichmidBig. Da das Laplace-Integral (9. 2)
konvergiert, besitzt die Funktion

9.6) o) = [ flo)e~rdo
die folgenden Eigenschaften: >
I.  @(4) ist stetig im Intervall [0, o).
II. @(4) ist beschrinkt im Intervall [0, ).
L. lim &(2)=0.

Es sei nun ein £=>0 beliebig vorgegeben. Es gibt wegen der Eigenschaft IIl. eine
Zahl N, =0 so, daB

9.7) B ()| < ;.,jfu

ist fiir A= N, . Man kann infolge von II. eine Zahl K =0 so wihlen, daB die folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

9.8) |®(1)| <K fiir A€[0, o)
(9.9) LA
. 2K 0-
Setzen wir N =K und nehmen wir an, daB
9. 10) e N 2—“1'5
ist fiir eine natiirliche Zahl n. Dann werden wir zeigen, daB fiir 7€[0, 1,]
oo t nmt.
9. 11) 't [f@)erdo— [ [fo)e-rdode <
0 o 0
gilt. Wegen

tff(a)e‘”da—fff(a)e‘”dadr = fff(a)e"”dadr—
0 0 0 0 0

—jff(a)e‘”dadt = f[ff(a)e‘”dcr]dt: jd-"(ur)u't
0 0 0 mr 0

hat man nur

9.12) [ omrydr| <e.
0

fir n>N und 1[0, 7,] zu beweisen.
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Ist 0=r=-—, so folgt wegen (9. 8)

2K
t 3E ;Lx 3
9. 13) \ofcb(m)drlgof |&(ne)| de < f Kde= Koo =5 <
e £ £
fiir beliebiges n. Ist nun ¢, E“"ﬁ und IETER, so folgt aus (9. 10)
IR . YO

2K e 2K
somit wegen (9. 7)

Lot £ 4
ZK

Somit ergibt sich aus (9. 13) und (9. 14)

t 2K t

| = LA I

gfd-"(nr)dt,- zﬁf |@ (nt)| dr + !|¢(nt)|dt = gig =
2K

fiir n> N und r0:=:r=-%. (9. 12) gilt also stets in [0, 7] fiir n>N.

Wir haben also bewiesen, daB3

LUT-() = {s f f(ye-wda) = f f(Bye=» dy

fastgleichmiBig in [0, =) konvergiert. Damit ist die Konvergenz (9.4) und somit
der Satz bewiesen.
Wir kénnen uns davon leicht iiberzeugen, daB der Grenzwert

lim U, T-?(x)
auch in solchen Fillen existieren kann, in denen das Laplace-Integral nicht kon-

vergiert, oder iiber ein Laplace-Integral zu sprechen ganz und gar sinnlos ist, da x
auch ein Operator sein kann, der keine Funktion ist.

§ 10. Die Laplace-Transformierte von Operatoren
Die Laplace-Transformierte einer Funktion f(7) existiert im klassischen Sinne

genau dann, wenn das Laplace-Integral in allen Punkten einer komplexen Halb-
ebene konvergiert, und dort eine komplexwertige Funktion

@) = [ f(Wye=r*di = 2{f(1)}
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definiert. Hier werden wir die Laplace-Transformierte eines Operators mittels des

Grenzwertes
lim U, T-?(x)

n—+oco

erkliren. Wir wollen zuerst beweisen, daB wir in dieser Weise wieder eine komplex-
wertige Funktion erhalten.

Satz 10. 1. Existiert der Grenzwert

(10.1) limU,(y) =a

fiir irgendeinen Operator y, so ist a stets eine komplexe Zahl.
Bewels. Es gilt

(10.2) Uin=Uj

fiir eine beliebige positive reelle Zahl k und alle natiirliche Zahlen n. Diese Behauptung
folgt aus (6. 16) (§ 6.) durch vollstindige Induktion. (10. 2) gilt offenbar fiir n=1.
Setzt man die Richtigkeit von (10.2) fiir irgendeine natiirliche Zahl n voraus,
so folgt

Upssr1 = Uya = U Uy = U, UR = UR*.

Da jede Teilfolge einer konvergenten Folge gegen denselben Grenzwert strebt,
so folgt aus (10. 1) und (10. 2)

(10 3) }HE U:(y) = "ILIE U*.. =da
und
(10.4) lim U,[U30)] = lim U3*1() = a

fiir eine beliebige natiirliche Zahl k.
Da die Transformation U, stetig ist, so ergibt sich aus (10.4) und (10. 3)
nach Satz 3.1

(10.5) a = lim U[ULO)] = V[ lim U20)] = Ui(@)

fiir eine beliebige natiirliche Zahl k. Daher folgt die Vertauschbarkeit von U, und a:
(Upa) (x) = Uy(ax) = U(@) Uy(x) = aUy(x) = (aU,) (x).

Hieraus folgt nach Satz 6. 5, daB a eine Zahl ist.

Definition 10.1. Es sei 2, die Menge derjenigen komplexen Zahlen p,
fiir die der Grenzwert

(10.6) lim U, T-?(x) = X(p)

beziiglich eines Operators x existiert. Ist die Menge 2, nichtleer, so heiBt der Operator
x Laplace-transformierbar. Die Funktion X(p) die nach Satz 10. 1 eine Zahlfunktion
ist, heiBt die Laplace-Transformierte des Operators x, fiir die wir die Bezeichnung

(10.7) X(p) = £,(x)
einfiihren werden.
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Bemerkung. Die Laplace-Transformation ist keine Operatortransformation,
da £,(x) den Operatoren x die Funktionen X(p) zuordnet, die keine Operatoren sind.

Das folgende Beispiel zeigt, daB die durch die Definition 10. 1 erklirte Laplace-
Transformation allgemeiner als die klassische ist.

Uber die Funktion

(10. 8) f(t) = —née' sin (ne')

ist bekannt (s. [4].), daB ihre Konvergenzabszisse =0 ist, folglich divergiert das
Laplace-Integral in allen Punkten p mit Re p-<0. Wir werden zeigen, daBB £,{f(z)}
im Sinne der Definition 10. 1 fiir jede komplexe Zahl existiert.

Aus (10. 8) ergibt sich

T-%*(f)={—mne " sin (ne')}

und
(10.9) sT~%(f)= {ne~" sin (ne*) —n? cos (ne')},
weiterhin
(10. 10) s2T-%(f)={—me~" sin (ne') + n? cos (ne') + n3e' sin (me')} + n2.

Aus (10.9) und (10. 10) erhalten wir

S2T-2(f)+sT-*(f)==*[- {f (1)} + 1]
und daher
f= 1—;lz—s(s+1)r—=(f).
Also ist |

U T?(f) = U,T-?(1) - :nli U, T-P()U,T-?(s+ DU, T-?-%(f) =

(10.11)
sl & [_i +p] [i+p+ 1] U, T-®+2(f).
nln n i
Wir beweisen die folgende Behauptung: Existiert f(p) = Z,(f) fir Re p > —2N,

so existiert Z,(f) auch fiir Rep > —2(N+1). (N ist eine nichtnegative ganze
Zahl.) Zum Beweis setzen wir Rep > —2(N+1), dann ist Re(p+2) > —2N.
Da

lim U, T-®+3(f) = f(p+2)

n-+oo

in diesem Fall nach Voraussetzung existiert, so folgt aus (10. 11)

1
UT-*(f) = 1- = [E +7] [§+p+ 1] U,T-0+(f) ~ 1= p(p+ DI (p+2)

f(p)=2,(f) existiert also, und es gilt

(10.12) J(p) = 1= 5 p(p+ DI(p+2).

Damit ist die obige Behauptung bewiesen.
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Da 2,(f) nach Satz 9.1 fir Re p>0 existiert, folgt die Existenz von £,(f)
fiir jede komplexe Zahl p.

Man sieht aus (10. 12), dasz Z,(f) die analytische Fortsetzung der klassischen
Laplace-Transformierten 2{f (@)} ist.

G. DoerscH hat in seinem Buch ([4]) die verallgemeinerte Laplace-Transfor-
mierte k-ter Ordnung in folgender Weise definiert:

(10.13) 2w {f(0) = | e-n[g?l_?kr‘

wobei k eine nichtnegative reelle Zahl ist, und % das Malzeichen des Faltungs-
produktes ist. G. DOETSCH zeigt in seinem zitierten Buch in Verbindung mit der
Funktion (10.8), daB die Konvergenzabszisse §, von LW { —ne' sin (ne')} p, = —k
ist. Da, wie wir gesechen haben, £,{—ne' sin (ne')} fiir jedes p existiert, kann man
vermuten, daB £,(f) iiberhaupt allgememcr als 2®(f) ist. Tatséchlich gilt der

Satz 10. 2. (Konsistenzsatz) Existiert die verallgemeinerte Laplace-Transformierte
k-ter Ordnung (10. 13) fiir irgendeine komplexe Zahl p, so existiert

(10.14) £,(/) = lim U,T-7(f),
und es gilt
(1015) £,(f) = L8(f).

Bewels. Fir k=0 ist der Satz mit Satz 9. 1 identisch. Wir brauchen ihn also
nur fiir £ =0 zu beweisen. Es geniigt zu zeigen, da

r'k+1)
gk+1

r(k+1)

(10.16) lim - U, T-?(f) = {80(f) )} = 2O (f)

ist, und dabei die Konvergenz in jedem endlichen Intervall [0, 7,] gleichmaBig ist.
Gegeben seien 7, >0 und &> 0 beliebig. Es gibt wegen (10. 13) ein N, =0 so, daB

(10.17) Sa il i

—28(f) ‘

pt k
ist fiir >N, . Da die Funktion [i_):(ﬂlf_ wegen (10. 13) beschrénkt ist, konnen

wir eine Zahl K=0 wihlen derart, daB die Ungleichungen

(10.18) | ["--_"-f-:@]—if' <K  (t€[0, )
und '
(10. 19) LP(f)<K

erfiillt sind. Setzen wir
N,

g Yk
&

N =




202 E. Gesztelyi

Da
r'tk+1)
stq-l

rk+1) 1

e

k 1
- T, [1%] U, [FT,‘] U,[T-*(f)) = U, [f(;: ) "kl-l-l p(f)]

U, T-*(f) = U.T-?(f) =

f e=P f(t) (nt — 1) de
o {[e""f(r)]*f“ _18 #
n nk+1 (”t)k

ist, so ist nur zu beweisen, daB

[ e @) nt—pde

) 0 5 k__ @k
(10. 20) | - QW) <
gilt fir
N
(10.21) n = LI”‘ =N
2K
e Y1k
und 7€[0, 7,). Ist Oéré(z—x-] , so folgt wegen (10. 18) und (10.19)

[ erpyme—nrde |

f e-rf(t)(nt — 1) dr ‘
0 - 0
= (nt)t

(o)t

) e —
+ 18O f)| 1+ 2Kr"52K2K ¢

4+

—QW(f)|

1/k
fiir jedes n. Ist rog:»[z—%) , 50 ist wegen (10. 21)

N, g 1k
okl i [if] =
&
Dann ergibt sich aus (10. 17)

e~ f(t)(nt —1)*dr
SRR i L

fir n>N. (10. 20) gilt also stets in [0, 7,] fiir n>N.
Damit ist der Satz bewiesen.

P
—f*=ce
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J. Mikusinski hat fiir die Konvergenz von Operatorfolgen zwei Definitionen
gegeben. Die erste findet sich in seinem Buch ([1]), und wir haben bisher diese Defi-
nition benutzt. Die zweite lautet (siehe [15].):

Definition (A). Eine Folge a,, a,,... von Operatoren heit konvergent,
wenn es eine Folge ¢q,, ¢,, ... von stetigen Funktionen aus der Klasse € gibt derart,
daB folgendes gilt:

1. g, konvergiert fastgleichmdBig in [0, =) gegen eine stetige Funktion ¢#=0.
2. q,a,€€ gilt fir jedes n=1,2, ... .
3. Die Folge q,a,, q,a,, ... von Funktionen konvergiert in [0, =) fastgleich-

mabig gegen eine stetige Funktion ¥ €%. Der Operator a=—:- heiBt dann das Grenz-
element der Folge a,, a,, ... und wir werden hier zwecks Unterscheidung

II-lma, =a

n-—soo

oder
11 =
a,——~a fir n— o
schreiben.
Man sieht leicht, daB diese Definition mit der folgenden dquivalent ist:

u
Definition (B). a, ML, 4 falls es eine Folge — =a, von Ripresentanten gibt
n

derart, dal3 folgendes gilt:
1. u, = uc¥ fastgleichmiBig in [0, =)
2. q,= q#0 (g€¥ fastgleichmdBig in [0, =)
3. a=ulq.

Die tibliche Konvergenz einer Folge a,, a,, ... gegen a geht aus der Konvergenz
II — lim a@,=a hervor, falls man speziell ¢, =g wihlen kann.

n=+ 00

Es ist bekannt, daB die Konvergenz II. allgemeiner als die Konvergenz erster
Art ist. (s. [15].) Setzt man deshalb in der Definition 10. I.

11— lim U, T-?(x) = %(p)

statt (10. 6), so erhalten wir eine allgemeinere Definition der Laplace-Transformation
von Operatoren. Wir schreiben in diesem Fall

X(p) = U= lim U,T-?(x) = 25" (x)

Ein Konsistenzsatz fiir die Transformation £9" gilt offenbar, da die Existenz
von Il —lim g, aus der Existenz von lim a, stets folgt. Wir werden jetzt durch ein

Beispiel zeigen daB die Transformation S!,(,m allgemeiner als £, ist.
Das Laplace-Integral von ¢ konvergiert in allen Punkten der Halbebene
Re p=>1, wihrend es fiir Rep=1 divergert.
Wir zeigen zuerst daB
1

2,{e} = AT
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ist fiir Re p=1, p#1. Fiir Re p>0 folgt die Existenz von £,{e'} aus dem Satz 9. 1.
Es geniigt also die Behauptung nur fir Rep=1 p#1 zu beweisen. Setzen wir
p=1-—yoi, 0#0. Dann konvergiert die Folge

U, T-?{e'} = U,{e"ttietet} = U, {e"} = U,{cos ot +isin gt} =
= {ncos gnt} + i{nsin gnt}
i 1 1

gegen E: ] = e & da

— 1
cos gnt + } =0

1
= {ncos pnt} = o

i{nsin nr}__{_singnf+i oy 0 e 3
" 5 o en. el le)l P

und

fastgleichmiBig konvergieren.
Fiir p=0 existiert £,{¢'} sicher nicht, da die Folge

U, To(e'} = U {¢'} = {ne)
beziiglich der Konvergenz erster Art divergiert (s. [1]).
Dagegen existiert £ {e'} fiir jedes p=1:

U,T-P{e‘}=U,,T-P[Sil]=U,,[s+;_l]___ SNy

{r} I { {{}_ﬁi = _L_
1 (p—=Dt}  p—1"
{}!‘+(P—-l)t}

V. A. DitkiIN hat die Laplace-Transformierte von Operatoren in der folgenden
Weise definiert: ([5] [6]).
Wir betrachten die Menge S von Funktionen f(r) fiir die das Laplace-Integral

*(p) = of f(f)e=» dt

absolut konvergiert. S* sei die Menge der Laplace-Transformierten dieser Funktionen
Besitzt der Operator @ eine Ripresentante {_[(_rl}_ =a mit f(1), g(t)€S, so

{g()}
heiBt der Operator a Laplace-Transformierbar. Die Funktion
J*(p)
a*(p) =
(P) =g ()

wird die Laplace-Transformierte von a genannt. Wir bezeichnen sie hier mit %, (a).
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Wir beweisen den folgenden Konsistenzsatz:

Satz 10. 3. Existiert die Laplace-Transformierte des Operators a im Ditkinschen
Sinne filr eine Zahl p, so existiert 29"(a) und es gilt

20°(a@) = 25 (a).
{()}
—{ g(t)} so, dal3

Beweis. Der Operator a besitzt eine Répresentante

) = [ fayema
0

und

o

e () = [ g(tyemdt =0

0

existieren. So folgt nach Satz 9. 1, daB die Folgen

1 1
FUT?() = /()

1 1
= U, T-7(g) = }i'g*(P)
in [0, =) fast gleichm@Big konvergieren. Da g*(p) #0 ist, so folgt

L vr- 1
I P U S
U, 1 =

? U,,T_"(g) ?g*(P)

s = =p _‘f.‘_ =
U,T-?(a) = U,T [g]

Damit ist der Satz bewiesen.
Der Definitionsbereich von £3(a) ist stets eine Halbebene da die Konvergenz-
bereiche von f*(p) und g*(p) Halbebenen sind. So gilt zum Beispiel

fe"”dr 1

Q*(s) = £* -{-‘-}-] PE ARSI e
{1} 3 8
er-ﬂrdr P>

nur fiir Re p>0. Dagegen gilt
2°(s) = 1= lim U,T-7(s) = 11— lim [% +p] =p

fur alle komplexe Zahlen p.
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