Bemerkung zu dem Problem der Rekurrenz
der kovarianten Ableitung eines beliebigen Tensors
des zweidimensionalen Raumes

ANTONI JAKUBOWICZ (Szczecin)

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das Vorhandensein
einer kovarianten rekurrenten Ableitung das nichtverschwindenden Tensors T,
(wenn dieser weder ein symmetrischer noch ein schiefsymmetrischer ist) im zwei-
dimensionalen Raume sind in den Arbeiten [1], [2] gegeben. Unter diesen Bedingungen
existiert ein Objekt der Parallelverschiebung I'%;, welches das Gleichungssystem
(1. 14) in der Arbeit [1] erfiillt. Es entsteht das Problem, eine notwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir zu finden, daBl das berechnete Objekt der Parallel-
verschiebung ein symmetrisches, bzw. ein nichtsymmetrisches wird, also daB die
Beziehung gilt:

(1) a) S%, =0 bezichungsweise b) S%, =0
wo
) 85, < 2U Y

ist. Nehmen wir zunichst den Fall (1) a), dann gibt es 6 unbekannte Komponenten
des Objektes I'%;. Das Gleichungssystem (1. 14) in [1], wobei die Beziehung (1)
a) gilt, ist folgendes ([3], [4]):
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(2a) 2T (121124273, ri, = @3,
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Bezeichnen wir mit M* die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems (2a)
und mit M die adjungierte Matrix dieses Gleichungssystems. Wir haben:
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Es handelt sich nun darum, eine invariante Bedingung dafiir zu finden, daB das
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Gleichungssystem (2a) eine Losung hat. Bezeichnen wir mit

(6)

diejenigen Unterdeterminanten der Matrix M, welche durch Ausstreichen der i-ten
Zeile (i=1, 2, ..., 8) aus der Matrix M entstehen. Wegen (4) ist ersichtlich, daB es
sich darum handelt, um eine invariante Bedingung zu finden, damit alle Determinanten
(6) verschwinden, weil die Relation W' =0 die notwendige Bedingung fiir die Identitiit
des Ranges der Matrizen (3) und (4) ist. Es ergibt sich durch Ausrechnen der Deter-
minantenwerte (6), daB
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(i=1,2, ..., 8)
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wo D' analog zu W' erhaltene Unterdeterminanten der Matrix M:
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sind. Durch Ausrechnen der Determinanten D' und nach Umrechnung der so
berechneten Ergebnisse erhalten wir fiir diese Determinanten die folgende Faktoren-

zerlegung ([3], [4]):
D (_1)k+1+1 . T,‘,‘Azh('), [%]

©)

woO

(b#0 (0 #0) auf Grund (1. 10) in [1], d.h. der Nichtsymmetrie von T;l,,).
Fiihren wir folgende Bezeichnung ein:

def U

(11) e=—.

Da A, v Dichten vom Gewicht 2 sind, so ist « ein Skalar. Nehmen wir nun den
kovarianten Vektor
(12) 0, %9« (A1=1,2).

Bekanntlich ist das Nichtverschwinden des kovarianten Vektors eine invariante
Eigenschaft.

Satz 1. Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir das einzige Vorhandensein
im zweidimensionalen Raume einer kovarianten rekurrenten Ableitung mit symmetri-
schen Objekt der Parallelverschiebung des gegebenen nichtverschwindenden Tensors
T;, (welcher weder symmetrisch noch schiefsymmetrisch ist) ist

(13) A#0, h=0
und
(14) w=0 und d,w=0 oder s,=0

(w ist durch (2. 10) in [1] und s, durch (2. 16) in [1] definiert) ; dieses symmetrische
Objekt der Parallelverschiebung ist die einzige Losung des Gleichungssystems (1. 14)
in [1] fiir die Bedingung (1) a) (des Gleichungssystems (2a)).

Bewers. Nehmen wir die Unterdeterminante W*!'® der Matrix M* in (3),
welche durch Ausstreichen der ersten und achten Zeile aus der Matrix M* entsteht.

Wir haben:
(ls) W‘]'a - T|IT22Dh.

Fiir T;, welcher unsymmetrisch ist, haben wir v 0. Weiter fiir 4 =0 und auf Grund
des Satzes aus der Arbeit [5] haben wir aus (15) die Beziehung W*!# :<0, also Rang
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(M*)=6. Auf Grund (9) und (12) sehen wir, daB fiir 4 =0, #=0 die Gleichheit
v; =0 gleichbedeutend mit der Bedingung Rang (M)=6 ist. So gibt es also fiir
A#0, h#0, v;=0 die Gleichheit: Rang (M*)=Rang(M)=6, und aus dieser
erfolgt, daB es existiert eine einzige Losung des Gleichungssystems (2a). Auf Grund
(2. 10), (2. 15), (2. 16) in [1], A0 und (11), (12) erfolgt, daB die Gleichheit v; =0
mit den Gleichheiten d,w =0, w=0 beziehungsweise mit der Gleichheit 5, =0
aequivalent ist.

Satz 2. Im zweidimensionalen Raume im Falle A#0, h#0 existiert keine ko-
variante rekurrente Ableitung mit nichtsymmetrischen Objekt der Parallelverschiebung
des gegebenen nichtverschwindenden Tensors T,, (welcher weder symmetrisch noch
schiefsymmetrisch ist).

Beweis. Auf Grund von (9), (12), (1. 10) in [1] und des Satzes aus der Arbeit
[5] im Falle 40, h#0 ist v; #0 gleichbedeutend mit der Bedingung, daB der
Rang (M)=17. Da aber der Rang (M*) =6 ist, so gibt es also fiir 40, h#0, v; 0
keine Losung des Gleichungssystems (2a). Aus diesen Arwiangungen, und auf Grund
des Satzes in der Arbeit [1], konnen wir sagen: die notwendige und hinreichende
Bedingung fiir das Vorhandensein im zweidimensionalen Raume einer kovarianten
rekurrenten Ableitung mit nichtsymmetrischen Objekt der Parallelverschiebung
des gegebenen nichtverschwindenden Tensors 7, (welcher weder symmetrisch
noch schiefsymmetrisch ist) im Falle 4 =0, 4 =0 ist

(16) a) w=0, 0,w=0 und b) v,#0
beziehungsweise
(17) 3) a,=0 und b) v;=0.

Wir zeigen, daB die Gleichheiten (16) bzw. (17) widersprechend sind. Néamlich

fiir (16) auf Grund (2.10) in [1], 4 #0 und nach (11), (12) haben wir: 4 =v, Ai: 1.

a=1,0,2a=0, v; =0 was der Ungleichung (16) b) widerspricht; fiir (17) auf Grund
(2. 10), (2.15), (2. 16) in [1], A0 und (11), (12) haben wir: w = A —v,w+v=A4,
;“" : =1,s+a=1,0,54+0,2a=0, 5, +v, =0, fiir 5; =0 haben wir v; =0, was
mit (17) b) widersprechend ist.

V. HrAvaTy hat fiir das Gleichungssystem
(18) VeTl1u 20, T3~ 4Ty —T8T1u =0 (0, 4u=1,2,...,n)

in dem I';; die Unbekannten und 7, (T, # T;,. T,, # —T;,) gegebene Komponenten
des Tensors sind, die notwendige Bedingungen der Losbarkeit gefunden ([6], Seite
48—49). Man kann die Methode von V. Hlavaty auch fiir den Fall einer kovarianten
rekurrenten Ableitung anwenden. Und so kommt man zum folgenden

Satz 3. Eine notwendige Bedingung fiir die Lisbarkeit des Gleichungssystems

(lg) (}d Ti.p__'r:i. Tau_riy TJ.: — KGTR;J (6? )-,ﬂ - ]; 2-! very n)
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(woI'y, die Unbekannten und T, gegebene Komponenten des Tensors sind, T;,#T;,,
T,, # —T,,) ist, daf die Skalaren g, k:

A v
(20) = k z
konstant sind.

BEwEIS. Aus (19) erhalten wir

(21) a) V, T = K, Ty,

(21) b) YT = Ko Ta-

Im Falle 40, h=0 ist

22) a) T*,T,, = d,In|4|—2I'% = K.,

(22) b) T, T, = 0,In|h|-255, = K,,

(22) 0) Tlfwlv, Tysay = 9, In [40] - 2%, = K,,

wo T4, T TiA die Beziehung T*T,, = T@WT,;, = TI*IT,, ,=5% erfiillen. Da-

raus folgt d,In |A|=0d,1In |h|=0,In 1{m| Durch lntegration erhalten wir fiir (1. 10)
in [1] die Bezichungcn g=const., k =const., was zu beweisen war. Wir beweisen
jetzt den

Satz 4. In einem zweidimensionalen Raume mit A =0, h#0 ist die Bedingung
s=const. (s ist durch (2. 15) in [1] definiert). die notwendig und hinreichend fiir die
Laisbarkeit des Gleichungssystems (19) ((1. 14) in [1]) ist, aequivalent mit der Bedingung
g =const., beziehungsweise k = const.

BEwels. Aus der Gleicheit s=const. ergibt sich 5,=0 und aus dieser auf
Grund der Definition (2. 15) in [1] erhalten wir fiir 4 #0 die Gleichheit

(23) Ad,w—wd, A = 0.

Fiir n =2 haben wir die Bezichung #=44 —v und auf Grund der Definition (2. 10)
in [1] die Bezichung w =4 —v. Aus den letzten Beziehungen erhalten wir in bezug

auf (23) folgende Beziehung: hd,4 —Ad h=0. Fiir h 0 ist ferner - "—‘—%fAd’h =),

also 0, (h) = 0 und wegen (20) erhalten wir die Gleichheit d,g =0, also g=const.

Umgekehrt erhalten wir s = const. aus der Gleichheit g = const. Die Gleichwertigkeit
der Bedingung s = const. mit der Bedingung k = const., sowie der Bedingung g = const.
mit der Bedingung k =const. kann analog durchgefiihrt werden.

Betrachten wir jetzt den Fall 4=0, also den Fall des singuldren nicht-
verschwindenden Tensors 7, (7,0 [1]).

Satz 5. Indem Fall des singuliren nichtverschwindenden Tensors T, (welcher
weder symmetrisch noch schiefsymmetrisch ist) des zweidimensionalen Raumes existiert
immer eine einzige kovariante rekurrente Ableitung mit symmetrischen Objekt der Pa-
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rallelverschiebung und gleichzeitig existiert nicht nur eine einzige kovariante rekurrente
Ableitung mit nichtsymmetrischen Objekt der Parallelverschiebung ( dieses nichtsymmet-
rische Objekt der Parallelverschiebung ist zweiparametrie Lisung des Gleichungs-
systems (1. 14) in [1]).

BEwels. Weil 1=4A4 —v, daher fiir A=0 haben wir A = —v. Auf Grund
von (1. 10) und (2.8) in [1] haben wir 4 =0. fiir W*38 (W*38 st analog zu (15)
definiert) haben wir W*3% =T, T, ,hv. Auf Grund von (1. 1), (1. 10) und (2. 8) in [1]
des Satzes aus der Arbeit [5] und /0 haben wir: Rang (M*) = 6. Auf Grund von
(7) und (9) haben wir fiir 4 =0 die Gleichheit: Rang (A)=6. Also es existiert eine
einzige Losung des Gleichungssystems (2a), was beweist den ersten Teil des Satzes.

Fiir D} (D} ist analog zu (3. 2) in [1] definiert) haben wir D} =4T,T,,,T;,;
Auf Grund von (1. 1), (1. 10), (1. I1) in [1] und des Satzes aus der Arbeit [5] haben
wir D #0. Daraus folgt, daB Rang (M*)=3 (M™* ist in (1. 16) in [I] definiert).
Auf Grund von (3.4) in [I] haben wir fiir 4 =0 die Gleichheit: Rang(M)=3
(M ist in (1. 17) in [1] definiert). Also es existiert zweiparametrige Losung des
Gleichungssystems (1. 14) in [1] fiir die Bedingung (1) b), was beweist den zweiten
Teil des Satzes.

Betrachten wir jetzt den Fall 4 =0.

Satz 6. In dem Fall des nichtverschwindenden Tensors T, des zweidimensionalen
Raumes (welcher weder symmetrisch noch schiefsymmetrisch ist) fiir h=0 existiert
immer eine einzige kovariante rekurrente Ableitung mit symmetrischen Objekt der
Parallelverschiebung und gleichzeitig nicht nur eine einzige kovariante rekurrente Ablei-
tung mit nichtsymmetrischen Objekt der Parallelverschiebung (dieses nichtsymmetrische
Objekt der Parallelverschiebung ist die zweiparametrige Lisung des Gleichungssystems
(1. 14) in [1]).

Beweis. Fiir W*S (W*45 ist analog zu (15) definiert) haben wir fiir #=0 den
Wert: W*S = —T,,T,,Ti2v. Auf Grund von (1. 1), (1.11), (1. 10) und (2. 8)
in [1] und des Satzes aus der Arbeit [5] haben wir Rang (#M*)=6. Auf Grund von
(7) und (9) haben wir fiir #=0 die Gleichheit: Rang (/) =6. Also es existiert eine
einzige Losung des Gleichungssystems (2a), was beweist den ersten Teil des Satzes.
Fiir D} haben wir D} =4(T,,)?+ T;,24((3. 2) in [1]). Auf Grund von (1. 1) und (1. 10)
in [1] und des Satzes aus der Arbeit [5] haben wir D} 0. Daraus folgt, dal Rang
(M*)=3. h=4A4 —v, daher fiir h=0 haben wir v =44 %0 und auf Grund von
(2. 10) in [1] haben wir w = —3A4. Auf Grund von (3. 4) in [1] erhalten fiir v =44
und fiir w = —34 die Gleichheit: Rang (M)=3. Also es existiert zweiparametrige
Losung des Gleichungssystems (1. 14) in [1] fiir die Bedingung (1) b), was beweist
den zweiten Teil des Satzes.

Wir mogen jetzt alle Ergebnisse zusammenfassen im folgenden

Satz 7. Im zweidimensionalen Raume existieren folgende Fille der kovarianten
rekurrenten Ableitung mit folgendem Objekt der Parallelverschiebung des gegebenen
nichtverschwindenden Tensors T,, (welcher weder symmetrisch noch schiefsymmetrisch
ist):

1) wenn A#0, h#0, s, #0 dann existiert kein Objekt der Parallelverschiebung;

2. wenn A#0, h#0, s,=0, dann existiert ein einziges symmetrisches Objekt
der Parallelverschiebung:
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3. wenn A=0 ist, dann existiert ein einziges symmetrisches Objekt der Parallel-
verschiebung und gleichzeitig zweiparametrige Menge der nichtsymmetrischen Objekten
der Parallelverschiebung;

4. wenn h=0 ist, dann existiert ein einziges symmeltrisches Objekt der Parallel-
verschiebung und gleichzeitig zweiparametrige Menge der nichtsymmetrischen Objekten
der Parallelverschiebung.
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