Grundziige der moglichen Hyperflichentheorien der 3 -Riume

Herrn Prof. Otté Varga anlaBlich seines 60. Geburtstages gewidmet
Von ARTHUR MOOR (Sopron)

Einleitung

In unserem Aufsatz [2] ') begriindeten wir eine Ubertragungstheorie der so-
genannten YN, -Raume, die eine Verallgemeinerung der gewdhnlichen Linienelement-
riume bilden (vgl. z.B. [3]; die Finslerriume sind bekanntlich metrische Linien-
elementrdume). Die Verallgemeinerung besteht darin, daBl die Grundelemente der
M,-Riaume einer allgemeineren Transformationsformel geniigen, als die der Linien-
elementraume. Dementsprechend werden die Ubertragungsparameter des invarianten
Differentials der Vektoren in 9%,-Riumen einen anderen Charakter haben, als in
den Linienelementridumen. Auch fiir die Vektoren in IM,-Raumen sind zwei Type
moglich, die aber durch eine GrundgroBe des 9i,-Raumes ineinander iibergefiihrt
werden konnen (vgl. [2] Gleichung (5. 5)).

Im folgenden wollen wir die Grundrelationen der moglichen Hyperflichen-
theorien der 9M,,-Riaume begriinden. Die Definition der Hyperflichen der 9i,-Riume
werden wir in § 2 angeben, wir bemerken aber schon jetzt, daBB der wesentliche
Unterschied beziiglich des Hyperflichenbegriffs der Linienelementraume darin
besteht, daB die moglichen Richtungen der Linienelemente v' der Hyperfliche,
in Linienelementrdumen durch den Punkt-teil

X% XO0R 0% ey )

vollstindig bestimmt sind (vgl. [1] und [4]), wiihrend in unserer Definition v' von
x“(«*) unabhingig ist 2). Somit bekommt man in den 9R,-Riumen zwei Reihen der
Tangentenvektoren, die wir durch B bzw. Cj bezeichnen werden (vgl. unsere
spitere Formeln (2. 4)), die aber spiter doch nicht ganz beliebig vorgegeben werden
konnen, ndmlich sie miissen solche Normalenvektoren bestimmen, die der Relation
(2. 26) geniigen. Auf Grund dieser Relation ist es moglich die Hyperfliche als einen
M, ;-Raum zu betrachten und die GrundgréBen dieses M, _ ,-Rédumes zu bestim-
men (vgl. unseren Satz 3).

1) Dié_Z_ahlcn in eckigen Klammern deuten an die Literatur am Ende unserer Arbeit.
2) Lateinische Indizes bedeuten in folgendendie Zahlen: 1, 2, ..., n; griechische Indizes bedeuten
die Zahlen: 1, 2, ..., n—1.
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§ 1. Fundamentalgrofien der 9, -Riume

Ein 9M,-Raum ist eine Manningfaltigkeit der Elemente (x®, v'), (b,i=1,2, ..., n)
die den Transformationsformeln von der Form:

(1.1a) £ m 2xt, 22 .0 2Y

(1.1b) =0 P = giﬁ vr
(1.2a) Det g;:] ~ 0,

(1.2b) Det [—gf;] =0

geniigen, wo die Funktionen #(¢) in den #® homogen von erster Ordnung sind.
Wegen (1. 2a) und (1. 2b) existieren die inversen Transformationen von (1. l1a) bzw.
(1. 1b). In diesem Raum, in dem wir eine Ubertragungstheorie in unserer Arbeit
[2] entwickelt haben, existieren, beziiglich der Transformationen (1. 1) gewéhnliche
Tensoren, verallgemeinerte Tensoren und Pseudotensoren (vgl. [2] § 2) 3), in deren
b i

Transformationsformeln der Reihe nach die Griéfen g;c g gﬁ; , und bei den Pseudo-
tensoren gleichzeitig beide Type, bzw. die Inversen dieser GroBen vorkommen.

In der affinen Ubertragungstheorie der 9M,-Riume sind die GrundgroBen:
die affinen Ubertragungsparameter L/, und M/, bzw. die mit L/, gleichwertigen
Groflen

L*AEL, ML,

wo der Index ..0” jetzt und im folgenden die Uberschiebung mit ' bedeutet, und
der Pseudotensor aj mit dem Transformationsgesetz:

off Ox*
Blrd A\ == T T
(1.3) 408, 0) = 5 5o al(x, 0

die in der Formel des invarianten Differentials bzw. in der der kovarianten Ablei-
tungen der Pseudotensoren vorkommt (vgl. [2] § 5).

Wie in der Formel (1. 3), werden wir im folgenden bei einer GroBe fiir die-
jenigen Indizes, beziiglich der bei einer Transformation der Grundelemente von

Y
der Form (1. 1) die Faktoren -3i bzw vi vorkommen, immer die Buchstaben

vl ©op

3) Der Referent des ,,Mathematical Rewiews™: Herr T. K. Pan bemerkte (vgl. Math. Rew.

34 (1967), Seite 907), daB die von uns ,,verallgemeinerte Tensoren” genannten GroBen gewdhn-

liche Tensoren beziiglich der Transformation (1.1) sind. Doch wollen wir unsere Benennung
" ox"

behalten, da beziiglich (1. 1) GroBen sowohl mit den Transformationsformeln 7% = P T", als

=y

- v :
auch mit den Transformationsformeln 7¢ = — T vorkommen kénnen und diese verschieden-

o™
artigen Charakter haben.
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i,j, k, I, r, s, t verwenden, wihrend fiir diejenigen Indizes beziiglich der bei einer

sa b

Transformation (1. 1) die GroBen a—;; bzw. % vorkommen, werden wir die Buch-

staben a, b, ¢, d, e, [ beniitzen.
Wir wollen noch bemerken, daB neben dem Pseudotensor aj auch der inverse
Pseudotensor von aj, vorkommt, und wenn wir diese GroBe mit 4 bezeichnen, so gilt

k348 aibf = 5
g (62 = Kronecker-9),
(1.4b) a.bs = &

und die Transformationsformel von bf ist:

ox* ovl

(l. 5) 5?("\", l") - ()_i‘c W b}(x, l‘).

Im metrischen Fall kommt zum fundamentalen Pseudotensor aj der symmet-
rische verallgemeinerte metrische Grundtensor g;; und ein schiefsymmetrischer
verallgemeinerter Grundtensor f;; hinzu. Ihre Transformationsformeln sind demnach

& o’ ot a o o’
(1.6) 85 = 5 ppi 8rs» i = g pprtes

Mit Hilfe von g;; und f;; konnen die Ubertragungsparameter L}/, und M/, bestimmt
werden (vgl. [2] § 6, insbesondere die Formeln: (6. 5) und (6. 16)).
Fiir den Ubertragungsparameter M,’, der in i, kK symmetrisch sein soll, gilt:

(1.7) M =MJ,=0,

ferner es sollen die beiden kovarianten Ableitungen von g; und die in [2] durch
Vi bezeichnete kovariante Ableitung von f;; verschwinden. Im metrischen Fall
sind die Ubertragungsparameter L}, bzw. M/, eben aus diesen Bedingungen. nimlich
aus

(1.8) %&;=0, %f;=0
bzw.
(1.9) “&ij=0

bestimmt (vgl. [2], Gleichungen (6. 3), (6. 4) und (6. 10)).
Im metrischen Fall spielt neben den Tensoren g;;, f;; noch der gewdhnliche
metrische Grundtensor

(1.10) Yab E‘fguafwai

eine wichtige Rolle, besonders bei der Linge der gewdhnlichen Kurven (vgl. [2]
Formel (8. 5)), doch wollen wir betonen, daB y,, schon eine abgeleitete GroBe, also
nicht GrundgroBe ist.
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§ 2. Definition und Grundgrifen der Hyperflichen im 9i,-Raum

Die Definition der Hyperflichen der 9M,-Radume lautet in ihrer allgemeinstzr
Form wie folgt:

Definition: Eine Hyperfliche H,_, eines M ,-Raumes ist eine Mannigfaltig-
keit derjenigen Grundelemente (x*, v') die durch die Gleichungen:

(2. 1a) = 2208 a0, Y
(2‘ ]b) l."' = l_.l'(ul, (g H"—l, “.1, e wn-—l)

bestimmt sind, wo die Funktionen x*(u*) und v'(u*, w*) hinreichend oft stetiz differezier-
bar sein sollen, auferdem sollen die v'(1*, w*) in den w* homogen von erster Ordnung
sein.

(u*, w*) sind die Grundelemente von 9, _, und sie geniigen demnach dem Trans-
formationsgesetz:

(2.2a) W = ;{’(!1', 0 i =)

(2.2b) w* = wi(W!, ..., 1), W= 3:%; wh,
(2.3a) Det [gﬁ] # 0,

(2.3b) Det [gi] # 0,

wo «, » die Zahlen 1, ..., (n —1) durchlaufen. Wie im Basisraum IR, werden wir
durch «o, f, y,0.¢ bzw. =, A, u, v, 0, 6, 7 diejenigen Indizes der GroBen von H,_,
bezeichnen bei denen nach einer Transformation (2. 2) der Grundelemente die
* ow I Owt
Faktoren —, —— bzw. —, ——
? o’ ow*  dn
wegen (2.3a) und (2. 3b) die inversen Transformationen von (2.2). a, B, 7,9,¢
bezeichnen somit die gewdhnlichen, x, 4, i, v, 0, 0, t aber die verallgemeinerten
Flichentensoren.
Fiir $,_, existieren zwei Reihen der Tangentenvektoren, undzwar:

vorkommen. Selbstverstindlich existieren

a def ox° j def al'i -
2.4 C’Eé}u” x— P (@, 2x=1,...,n—1).

Die Vektoren C¢ bzw. B sollen immer je ein linear unabhiongiges (n —1)-Bein
bilden, d.h. der Rang der Matrix (C?) bzw. (B)) sei gleich (n —1). Die Vektoren
C¢ (x=1, ..., n —1) sind offenbar Tangentenvektoren der Manningfaltigkeit (2. 1a),
d.h. des Punkt-teils von $,_,, aber sie sind im allgemeinen keine Tangentenvektoren
von (2. 1b). Umgekehrt, die B! (x=1, ..., n —1) sind Tangentenvektoren von (2. 1b),
aber sie beriihren (2. 1a) im allgemeinen nicht.

Fiir die Vektoren (2. 4) gilt der folgende
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Satz 1. Die Cjj bzw. B, bilden bei festem B bzw. bei festem » beziiglich der Raum-
transformationen (1. 1) je einen gewdhnlichen bzw. einen verallgemeinerten kontra-
varianten Vektor. Hingegegen bilden die C§ bzw. B} bei festem a bzw. bei festem i
beziiglich der Flichentransformationen (2.2) je einen gewdhnlichen bzw. verallge-
meinerten kovarianten Vektor der Hyperfliche $,_,.

Bewels. Auf Grund von (1. 1a) bzw. (1. 1b) gilt nach (2. 4):

v DR BREER BR,

(2:3) =0 "0 o — 98 P
bzw.
= o o6t ol ) A
b e = = - = J
(2.6) * 7 ow* vl Iw* v Be,
womit die erste Hiillte des Satzes bewiesen ist.

Bei festem a bzw. i wird nach (2. 2a) bzw. (2. 2b) unter Beachtung der Relation

(2. 3a) bzw. (2. 3b), die die Existenz der inversen Transformationen gesichert:

Gs o I 0 _ o .,
ol T o 0w
bzw.

* vt dwe owe

9 S e

womit auch die zweite Hilfte des Satzes bewiesen ist.
Der verallgemeinerte metrische Grundtensor der Hyperfliche $,_; ist

(2.9) 8o = g, BiB].

Jetzt und im folgenden werden wir die Hyperflichenkomponenten einer Raum-
groBe durch die griechischen Indizes kennzeichnen, wihrend der Kernbuchstabe
unverdndert bleibt. Auf Grund des Satzes 1 wird g,, nach (2.9), beziiglich der
Raumtransformationen (I.1), eine Invariante, widhrend beziiglich der Flichen-
transformationen (2. 2) die Gesamtheit der Komponenten g,, einen verallgemeinerten
Flichentensor festlegen.

Aus (1. 10) folgt auf Grund des Satzes 1, daB

(2.10) Veg = V5 C2C}

einen gewdohnlichen kovarianten Flichentensor beziiglich der Flichentransformatio-
nen (2. 2) ist, d.h. y,; geniigt dem Transformationsgesetz:

: o au'*? y
S

beziiglich der Raumtransformationen (1. 1) ist y,, nach der Definitionsgleichung
(2. 10) auf Grund des Satzes 1 eine Invariante.
Der Flichentensor, der dem verallgemeinerten schiefsymmetrischen Tensor

i entspricht ist
G fuo ! fuBLBS.
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Um das vollstindige System der charakteristischen GrundgréBen von $,_,
zu bestimmen, miissen wir noch die dem Pseudotensor aj entsprechende Flichen-
groBe: aj bestimmen. Vorher miissen wir aber die (n — 1)-Beine C¢ und Bj zu n-Beine
erginzen, und die entsprechenden adjungierten kovarianten n-Beine bestimmen.

Durch die Gleichungen

(2.12) gij(x @), v(u, w))BIN' = 0
(2.13) ii(x (), v(u, W) NINI =

ist in jedem Grundelement (#*, w*) von $,_, eindeutig ein normaler Einheitsvektor
N' bestimmt, da die Matrix (B,) vom Rang (n—1) vorausgesetzt war. Das adjungiert e
n-Bein: (Bf, N;) ist durch die Gleichungen

(2.14) BiBi+N'N; = &

definiert. Nach einer Uberschiebung von (2. 14) mit g, N* folgt auf Grund von (2. 12),
und (2. 13), daB

(2.15) Nj=gjka

ist. Wenn wir den inversen Tensor von g,,., wie gewohnlich, durch g% definieren,
d.h. es gilt die Relation:

(2- 16) galg” = 5;:

und wir (2. 14) mit g¢*g, B¥ iiberschieben, so wird im Hinblick auf (2.9), (2. 16)
und (2. 12)

(2.17) B = gt*g, BY.

Die Formeln (2. 15) und (2. 17) bestimmen nun das adjungierte n-Bein von (B}, N;),
das vollstindig analog zur entsprechenden Theorie des Finslerschen Raumes ist
(vgl. [3] Kapitel V. § 2).

Wir kénnen aber mit Hilfe von (2. 10) und mit den Vektoren Cj einen zweiten
Normalvektor n*(u, w) in vollstindig analoger Weise definieren, und das adjungierte
n-Bein (CJn,) bestimmen. Die entsprechenden Formeln sind dann:

(2.18) Yab(x (), v(u, w))Cin® = 0,
(2.19) Yap(x (@), v(u, W))nn® = 1,
(2.20) C2Ci+nny = &,
(2.21) m =Yg, Cj=7"74C§.
a8 = 95.

Beziiglich der Transformationsformeln von N, N; bemerken wir, daB aus
(2. 12) und (2. 15) unmittelbar folgt, daB N’ und N; beziiglich (1. 1) verallgemeinerte
Vektoren, wihrend aus (2. 18) und (2. 21) folgt, daB »* und n, gewohnliche Vektoren
bilden. Die Formeln (2. 17) und (2. 21) zeigen, daB fiir C* bzw. B} der folgende
Satz gilt:
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Satz 1*, Fiir die Grofen C% bzw. B gilt der Satz, der aus dem Satze 1 entsteht,
wenn darin die Substitution ‘
Ci~C!, B.-By

durchgefiihrt wird, und die Warter | kontravariant™ und ,kovariant” verwechselt
werden.

Die Transformationsformeln dieser GréoBen sind namlich nach (2. 17) und (2. 21)

oxt - ok
2 Bl o R e
(2.22) C! oqa Ch» Bi = 35 Bi,
bzw.
T4 « oW
IR, Y
(2.23) Cl=5-Ci Bi=3-B

Jetzt sind wir schon imstande die fundamentalen PseudogroBen a7 bzw. bf
zu bestimmen. Es ist:

(2.24) a g BrCh.

Eine natiirliche Forderung ist nun, daB die durch (2. 9) und (2. 10) definierten
Flichentensoren in der Relation

(2- 25) ?aﬂ > 3900205

stehen. Diese Relation wird aber nicht gelten, wenn C? und B! voneinander un-
abhingig sind. Wir stellen nun eine Forderung, womit (2. 25) erfiillt wird:
Forderung: Es soll ldngs (2. 1a) und (2. 1b) die Relatin

(2.26) ayN, = ny = yn*
bestehen.

Offenbar ist (2. 26) eine Relation zwischen die B, und Cj, da N;=g; N/ und
ny =7y, n* durch die Vektoren B und Cj definiert waren. Die Gleichung (2. 12)
bzw. (2. 18) bleibt aber unverindert, wenn B} bzw. Cj durch eine lineare Kombina-
tion dieser Vektoren, z.B. ®%B. bzw. ¢/Cj mit Det (9%) =0, bzw. Det (¢pf) =0
ersetzt wird. N* bzw. n* hiingt also von der durch die Vektoren B} bzw. Cjj bestimmten
Vektorenmannigfaltigkeit ab. Es gilt nun der

Satz 2. Die Relation (2. 25) besteht, und sie ist eine Folgerung von (2. 26).
BEwEels. Nach (2. 9) und (2. 24) bekommt man in Hinsicht auf (2. 14):

8..a3a; = gi; B, Bl ay BiCya; B;Cy = g;;(6;, —N'N,) (0] — NN a;a:C;Cj.
Beachten wir nun (2. 26) und (2. 18), so wird in Hinsicht auf (2. 10):

goaagag = grsa;af'C:Cs = ‘}’aﬂ’
w.z.b.w.
Auf Grund von (2. 26) kann leicht gezeigt werden, daB die inversen GrofBen
von (2. 24):

(2.27) b8 <= b5 Bi C*
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sind. Es ist nidmlich nach (2. 24), (2. 27), (2. 14) und (2. 26):
azbl = ay BfCib5BiC! = aj (6] — N'N)b;C:C? = ajb5CiCE,

da n,C? nach (2. 18) gleich Null ist. Beachten wir nun (1. 4a) und die aus (2. 21)
folgende Relation:

(2.28) CiC! = &,
so folgt:
(2.29) a;bf = at,
w.z.b.w.
Aus (2. 29) folgt nach einem bekannten Satz der Tensoralgebra die Relation:
(2.30) a;b; = o3,

die auch unmittelbar bewiesen werden kann, wenn (2. 20) und die aus (2. 26) wegen
(1. 4b) folgende Relation:
(2.31) N; = n b5
beachtet wird.
Unsere bisherige Resultate konnen wir im folgenden Satz zusammenfassen:

Satz 3. Die Grundgrofien einer Hyperfliche $,_, im metrischen I,-Raum,
die durch die Gleichungen (2. 1) festgelegt ist, und falls die Forderung (2. 26) besteht,
sind durch (2.9), (2. 11) und (2. 24) bestimmt. Die Metrik von $,_, ist eine Pro-
Jektionsmetrik mit den Projektionsfaktoren B} und Cj.

Im M,-Raum koénnen mit Hilfe der Pseudotensoren & und 5§ die verschiedenen
Type der Vektoren bzw. Tensoren ineinander transformiert werden. Dasselbe
gilt fiir die Flichentensoren beziiglich der durch (2.24) und (2.27) definierten
GroBen. Mit Hilfe der Projektionsfaktoren konnen nun die Tensoren des I,-Raumes
auf $,_, proiziert werden. Auf Grund von (2. 26) besteht das folgende wichtige

Satz 4. Die mit Hilfe der b bzw. a, durchgefiihrte Transformation der Tensoren
des WM,-Raumes kann mit der Projektion auf 9,., verwechselt werden, wenn die
Rolle von bf bzw. a}, auf H,., von bl bzw. ai iibernommen wird: d.h. es gilt (z.B.
beziiglich der Vektoren des IN,-Raumes):

(2.32) (T'b5)CE = (T BY)be,
(2.33) (T"a) Bf = (T"C})az,
(2.34) (P,bj) B} = (P,Cj)bt.

Bemerkung. T' bedeutet in (2.32) einen verallgemeinerten, 7° bzw. P, in
(2. 33) bzw. (2. 34) je einen gewohnlichen Vektor.

Bewels. Im kovarianten Fall haben wir den Satz im wesentlichen teils schon
bewiesen, ndmlich fiir den metrischen Grundtensor. Definieren wir y,; durch (2. 10)
und (1. 10), so driickt (2. 25) auf Grund von (2. 9) eben den Satz 4 aus. Wir miissen
also noch die Relationen (2. 32)—(2. 34) beweisen.

Aus (2. 27) folgt nun nach einer Uberschiebung mit B} in Hinsicht auf (2. 14):

(2.35) BrbE = b5CP (5 — N/ N).
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Die Relation (2. 26) kann nun nach (1. 10) in der Form:
a,guN* = g, diajn’

geschrieben werden. Uberschiebung mit 5} g" gibt dann nach (1. 4b)

(2. 36) Ni = aln®.
Aus (2. 35) wird dann nach (1. 4a) und (2. 18):
2.37) Brb? = biCt

und das beweist (2. 32). )
Beziiglich (2. 33) beachten wir, daB aus (2. 24) nach einer Uberschiebung mit
C: auf Grund von (2. 20) folgt:

Cia; = ay, By (55—n"n,).
Wenn wir nun (2. 36), (2. 17) und (2. 12) beachten, so wird:
(2.38) Cia; = a;, Bf
und das beweist (2. 33).
Um (2. 34) zu beweisen, iiberschieben wir (2. 27) mit Cj beachten wir (2. 20),

so wird; :
C3 b2 = b5BiC!C; = b5 Bi(6:—nn,).

Auf Grund der Relation (2. 31) bekommt man
(2.39) Cjb§ = b3 Bj,

woraus (2. 34) unmittelber folgt.

§ 3. Die Hyperflichen als eine Mannigfaltigkeit der tangenten
bzw. orthogonalen Elemente

Die Finslerraume bilden einen Spezialfall unserer I ,-Raume. Sie sind durch

ook
E =73 v o

gekennzeichnet, wenn F(x, v) die Grundfunktion bedeutet. Statt (1. 1b) besteht
in der Finslerschen Riumen & =¢', ferner existieren fiir die Hyperflichen zwei
wesentlich verschiedene Theorien. Der erste betrachtet die Hyperfliche als eine
Manningfaltigkeit der tangenten Linienelemente (vgl. [1]), der zweite als eine Mannig-
faltigkeit der orthogonalen Linienelemente (vgl. [4]). Wir charakterisieren diese
beiden Type durch den folgenden

Satz 5. Gilt die Relation:
(3.1 v = gl CohEw™,

fﬁt=03 ai=5i
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so ist die durch (2. 1) definierte Hyperfliche eine Mannigfaltigkeit der tangenten
Grundelemente v': ist aber

(3.2) * = atn®

guiltig, so ist die durch (2. 1) definierte Hyperfiiiche eine Mannigfaltigkeit der ortho-
gonalen Grundelemente v'.

BEWwEIS. Der zweite Teil des Satzes folgt unmittelbar aus den Formeln (2. 36)
und (3. 2), da dann driickt v = N aus, daB das Grundelement v’ der Normalvektor ist.

Nehmen wir nun an, daB (3. 1) fiir die Funktionen (2. 1) giiltig ist. Nach (2. 27)
folgt aus (3. 1) in Hinsicht auf (2. 20)

v' = ayCob§ BLCiw* = aj(02—n"n.) b5 Biw*.

Beachten wir nun, daB3 die Funktionen v*(x, w) in den w* homogen von erster Ordnung
vorausgesetzt wurden, so ist

v :
Blw* = Do w* = ¢J,

ferner, unter Beachtung von (1. 4b), wird:
—apn®n b5v) = 0
bestehen. Nach (2. 36) und (2. 31) wird

N"le’j — 0,
woraus
Njvi=g;Nv/ =0

folgt, und das driickt aus, daB die v’ einen tangenten Vektor der Hyperfliche $,_,
bilden w.z.b.w.

Wir wollen jetzt untersuchen, wie die Grundformeln der Hyperflichentheorie
der Finslerriume in den Resultaten von § 2 und § 3 enthalten sind, falls (3. 1) besteht.
Wie schon erwihnt wurde, ist in den Finslerriumen a} =dJ}, und somit nach (1. 4a)
auch 5§ =46%. Auf Grund von (2. 39) geht (3. 1) in die Formel

'
W
ow*

4

(3.3) o' = Biw* =

tiber. Da aber andererseits in den Finslerriumen, wenn die Hyperfliche eine Mannig-
faltigkeit der tangenten Linienelemente ist, v'(x, w) als

i
(3.4) g g;:, e

definiert wird, und ferner nur gewdhnliche Vektoren bzw. Tensoren existieren,
besteht:
_oxXt

Bx=3x

= C}.
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(3. 3) und (3. 4) sind also identisch und nach (2. 26) ist auch

o=y N'=w
giiltig.

Wir verweisen noch auch die wichtige Tatsache, daB jetzt zu den verschiedenen
Indexen immer dieselbe tensoriellen Transformationsformeln gehéren, da in diesem
Falle

i o, AR 0 oxt o
P 9 T 00 937 T 00
gelten.

§ 4. Invariantes Differential von $,_,

Ein inneres invariantes Differential der Hyperflichen kann auf Grund der
Formeln (2. 9), (2. 11) und (2. 24) unmittelbar bestimmt werden, da diese Formeln
driicken aus, daB eine Hyperfliche $,_, ein M, _-Raum ist, dessen GrundgroBen
eben durch diese Formeln von g,,. f,, und & bestimmt sind.

Wie in der Theorie der Finslerraume, kann auch im 9,-Raum ein induziertes
invariantes Differential (vgl. [3] Kapitel. V. § 3) eingefiihrt werden. Diesen Fall
wollen wir etwas eingehender untersuchen.

Das invariante Differential des Grundraumes 9, hat die Form (vgl. [2] § 3):

@.1) DX = dXi+ M\ X o*(d)+ L*/, X dx",
wo
(4. 1a) o*(d) & De* = dv*+ L* ", dx®

ist, und das .0 — wie gewohnlich — die Kontraktion mit »' bedeutet. Bei unserer
Untersuchungen in [2] § 3 brauchte v nicht unbedingt auf 1 normiert zu sein, da
in [2] § 3 das affine invariante Differential der 9,-Riume begriindet wurde. Ist
aber (3. 2) giiltig, so ist nach (1. 10) und (2. 19):

gut't* = gpayain®n® = yy.n®nt = 1.

Da nach der gestelltlen Annahme iiber die Matrix (B)), die Vektoren B,
(z=1,...,n—1) linear unabhingig sind, bestimmen B;, N' ein linear unabhingiges
n-Bein. Somit kann das invariante Differential (4. 1) von X' in der Form:

4.2) DXi = BiDX*+n(d)N'

bestimmt werden, wo DX* das induzierte invariante Differential von §,_, bedeutet.
Ist (3. 2) giiltig. so ist nach (2. 36) -wie das schon bemerkt wurde- N'=0¢". Aus
(2. 17) folgt nun nach (2. 9) und (2. 16)

4.3 B} B = 4%,
bzw. nach (2. 12):
4.4) NiB§ = 0.
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Nach einer Kontraktion von (4. 2) mit Bf bzw. mit N; wird nach (4, 3) und (4. 4)
bzw. nach (2.12) und (2. 13):

(4.5) DX* = B*DX?
bzw.
(4. 5a) n(d) = N,DX'.

Die Formel (4. 5) bestimmt das invariante Differential der Hyperfliche $, -,
offenbar dann und nur dann, falls mit X¢ auch die Raumkomponenten X i bekannt
sind. In den meisten Fillen betrachtet man X als einen Flichenvektor, falls die
Raum- und Flichenkomponenten in der Relation

(4. 6) Xi = Bixe

stehen. Auf Grund von (4. 5) und (4. 6) konnen die Ubertragungsparameter der
Flicheniibertragung leicht bestimmt werden. Es ist nach (4. 6)

(4.7a) a = B{, dX‘+(B§, du’+B(f‘, dw’) Xe,
wo
i def a Li i def 32 Ui
@ wedut’ T Oweow
bedeuten.
Nach (2. 1b) ist
(4.7b) w*(d) = (BX+ L* },COdu* + Bk dw”,

wo wir die Bezeichnungen

Cw:def :;\* : B:c_lc

ot " ow”

beniitzt haben. Substituieren wir nun die Formel von DX? aus (4.1) in (4.5),
beachten wir dann (4. 7a) und (4. 7b), so wird das invariante Differential der Hyper-
fliche $,-; in Hinsicht auf (4. 3) die folgende Form haben:

(4.8) DX* = dX*+(u,*, dw* + A, dif) X°,

wo

(4.9a) 1%, By (Bi,+ M, BiBY),

(4.9b) A By(BL+ M\ Bi(B:+ L* *,C) + L*/, BiC}).

Auf Grund der Homogenitit erster Ordnung der Funktionen v'(x, w) in der w*
folgt aus _

MJ‘;‘Uk T Mk‘_,-v" =0
auch

B W = p > W =0

Beziiglich des invarianten Differentials D der gewdhnlichen Vektoren X*
von der Transformationsformel:
x4

e M ]
g ava
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bemerken wir vor allem, daB DX“ nach den Definitionsformeln (5. 5) und (5. 6)
von [2] ein verallgemeinerter Vektor ist. Es ist im 9,-Raum:

(4.10) Dx* = 8 Dal X*,

wo das Kronecker-§ nur darum notwendig ist, da bei dem af der obere Index auf
Grund unserer Vereinbarung iiber die Indizes i, j, ... bzw. a, b, ... nicht durch
a bezeichnet werden kann. Wir machen jetzt die Vereinbarung, daB im folgenden
nach den Symbolen D bzw. © die Indizes a, b bzw. x, f-entgegen unserer Annahme-
immer verallgemeinerte Vektoren bzw. verallgemeinerte Flichenvektoren mit
dem Transformationsgesetz

i

o - * ~
= 53 DX, DX = 5 DX’

bedeuten werden, wenn D das invariante Differential der gewdhnlichen Flichen-
vektoren mit dem Transformationsgesetz

DXe

* _ Ou p
Sl o
bedeutet. Es ist:
(4.11) DX* = §;Daj X?,
wo &% wieder das Kronecker-o bedeutet, da bei aj nach der Vereinbarung von §2
der obere Index nicht durch « bezeichnet werden kann.
Auf Grund von (2. 24) geht nun diese Formel in

(4.12) DX* = 62 Da} BICLX*

iiber. Auf Grund von (4. 5) hat aber die Formel (4. 12) dann und nur dann einen
Sinn, falls neben den Flichenkomponenten:

(4.13) X*=ulBYICr X"
auch die Raumkomponenten X' bekannt sind. Ist X ein verallgemeinerter Flichen-
vektor, so ist X?=BiX? und nach (2. 14) und (4. 13) wird in Hinsicht auf (2. 26):
(4.14) X'=aCyX?
bestehen. (4. 14) ist somit eine Folgerung von (4. 6) und (4. 13).
Aus (4. 14) und (4. 6) folgt im Hinblick auf (4. 3), daB (4. 12) in die Formel
DxX* = 2 DX’
iibergeht, wo X durch (4. 13) festgelegt ist. Nach (4. 5) wird somit:
(4.15) DX* = 6:Bf DX = 52 B; Da,C} X?,

und diese Formel bestimmt ein invariantes Differential fiir die gewohnlichen Flichen-
vektoren X?. Wir wollen noch kurz den Fall besprechen in dem der durch (4. 13)
bestimmte Vektor keinen Flichenvektor definiert. Offenbar hat (4. 15) auch in diesem
Fall einen Sinn. Diese Formel wird aber nicht mit der Formel (4. 8) identisch, da
jetzt statt (4. 6)

X=0X"+N=x
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gelten wird, und die Formeln (4. 9a) und (4. 9b) der Ubertragungsparameter werden
somit eine andere Form haben.

Zur Formel (4. 15) kann man auch durch einen anderen Weg gelangen. Zum
gewohnlichen Flichenvektor X sind durch

X Ecsxt

die Raumkomponenten bestimmt. Nach der Formel (4. 10) ist das invariante Differen-
tial von X“: :
Dx* = & DajCy X*

ein verallgemeinerter Vektor des 9M,-Raumes. Mit Hilfe des linear-unabhingigen
n-Beins Bi, N hat man die Form:

Dd,C}X* = BiDX°+aN',

wo DX¢ das invariante Differential des Flichenvektors X¢ ist. Eine Uberschiebung
mit Bf zeigt unmittelbar nach (4. 3), daB3

DX’ = B Dai,C} X*

im wesentlichen mit (4. 15) iibereinstimmt, da das invariante Differential DX*
eines gewohnlichen Vektors — wie das schon bemerkt wurde — ein verallge-
meinerter Vektor ist.
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