Uber den Vergleich von Mittelwerten
die mit Gewichtsfunktionen gebildet sind

Von L. LOSONCZI (Debrecen)

1. Einleitung

Es sei I ein offenes Intervall und /"= {x=(x,, ..., x,)|x;€l; i=1, ..., n} die
Menge aller n-tupel von reellen Zahlen aus /. Es bezeichne ©Q die Menge der in
I stetigen und streng monotonen reelwertigen Funktionen, Q die Menge der in [
definierten positiven Funktionen. Die GroBe

2 f(x)e(x)
(l) S,th,(!&)f — (p'! i

é’f(-\'.-)

wird der mit der Gewichtsfunktion f gebildete Mittelwert von x¢cI" beziiglich der
Abbildungsfunktion ¢ genannt (€ Q,f€Q, ¢! ist die inverse Funktion von ¢).
In [5] hat Z. DarGczy das folgende Problem gestellt: welche sind die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen fiir die Funktionen ¢, Yy £Q, f, g€ Q, damit die
Ungleichung

() M, (x), =My (x),

fiir alle x<7"; n=2, 3, ... erfiillt ist. In den Spezialfillen f=g und ¢ =y hat Z. Da-
roczy dieses Problem vollstindig geldst. In [3] hat M. BAJRAKTAREVIC hinreichende
Bedingungen fiir (2) gegeben. Ebenda wurde bewiesen, daB3 die Ungleichung

@) S0 _ Y ,80)
Q'(1) 2J"(!) i w'(r)+2g(r)

(unter gewissen Differenzierbarkeitsvoraussetzungen) notwendig dafiir ist, daB (2)
fiir alle x € 1" (n=2 fixierte natiirliche Zahl) gilt. Die Eigenschaften der Mittelwerte
vom Typ (1) wurden in [1], [2], [4] untersucht.

In dieser Arbeit werden wir uns mit der Ungleichung (2) beschiftigen. Wir
zeigen, daB (2) auf den Fall @(¢)=t, f(1)=1 reduziert werden kann (dh. M, (x),
arithmetisches Mittel ist). Im Fall der sog. Potenzmittelwerte, wo I =(0, =), ¢ (r) =1%
f()=1t?, Y(t)=1" g(t)=1% ab=0 sind, werden wir das Problem (2) fast voll-
stindig erledigen.
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2. Reduktion des Problems
Satz 1. Es seien ¢. Y < Q, f, g€ Q. Die Ungleichung
(2) M, (x), =M, (x), (x€I";n=2,3,...)
gilt dann und nur dann, falls im Falle einer wachsenden Funktion ¢

@) %2;& =M ), @™ m=2,3,..)
i=1

erfiillt ist, bzw. falls im Falle einer abnehmenden Funktion ¢

(%) = Zu,- =M @), @eJ";m=23,..)
gilt, wobei
(6) J=p)={e() 11},
-1
7 W=vle=' ), he) =22 ,( ) ey
He=1(@)
sind.
Bewels. Wir werden zeigen, daB die Ungleichung
Z P9 (1) Zpig(y.w(m
(®) o~ | = = — | =y = = — | (yeI™,pERT; m=23,...)
;:Pif(}’i é'pig(yi)

aus (2) folgt, wobei R, =(0, ==) ist. Mit Hilfe dieser Behauptung ergibt sich leich
unseren Satz (mit einer entsprechenden Wahl von p,).

Um (8) zu zeigen, setzen wir in (2) n = ky+ ... +k,, X;=...=X%, =),
Xiyt1 = oor =X 4ky =V2s oves Xyt thmey #1= o0 =X 4tk =Vms WO Kyyo, Ky
beliebige natiirliche Zahlen sind. Dann ist

>4 oo > v
(P_ 1 li= = l!l -11i=1 —
g 5 f > LT

1
fur beliebige natiirliche Zahlen /. Dies bedeutet, fiir je de positive rationale Zah
p; gilt die Ungleichung (8). Weil ¢~!, ! stetige Funktionen sind, wird (8) fiir
beliebiges p,¢ R, (i=1, ..., m) richtig, w. z. b. w.
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Bemerkung. Ist  eine wachsende Funktion, x(r)=0 fiir t<J, so ist (2)
mit der symmetrischen Ungleichung

l m
k;“g:“: [ 2”:

i=1

©) (ueJ™; m=2,3,...)

,:1 Z k(“i) = ;;: h(uw,)

dquivalent, wo k(1)=h(r)y(t) ist. Dies ergibt sich aus der (mit (2) dquivalenten)
Ungleichung

D" Z h(ug) 7 ()

‘P_I =1 "-—._"’rll!l_l "
Zh(u‘-)

3. Potenzmittelwerte

Es seien a =0, b#0, p, ¢ beliebige reelle Zahlen, /=R, =(0, ==). Auf Grund
der Bemerkung des Satzes 1 geniigt es statt der Ungleichung

1 1
b
S|’ [ S

(10) = == — | (xeR%;n=2,3,..)

28 g:x?

i=1

im Falle 5=>0 die (9) entsprechende Ungleichung

1< Y
(ll) [ |=1 [;;!s;l,uIl

(WERT; m=2,3,...)

1 < 1 <
méw P
zu untersuchen, wobei « = L‘;-}_b s P ? sind. Mit den Bezeichnungen
i = Z—E:—, &= tl:;— erhalten wir aus (11) die Ungleichung
i=1
(12) ’EZ fir z;=0, 2:,-:m.m=2.3.. ;
j o= j= im=]

Nach der Taylorschen Formel

-2 = @ P D+ [x6— D&~ pBE-DE ]G 1)
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wobei &; zwischen 1 und z; liegt. Damit erhalten wir aus (12) (m=2, x;—~1) daB

(13) a(z—1) = p(B-1)

ist. Also ist die Bedingung (13) notwendig fiir die Giiltigkeit von (11). Fiihren wir
die folgenden Bezeichnungen ein:

Do={(x, p)|a(z—1) = p(B—1)},
D, ={apfla=1,0=8=1}, Ds={@ap)la>1,1-a=p <0},
Dy, ={xplxa=0,0=p=1}, D6={(a,B)[1<:0 l=f=1-a},
Dy = {(a,p)la>1,1<p = a}, ={@pi=a<l, 1-as =0,
Dy = {(p)la<0, a= g <0}, Ds= {6, H0<ax<} a=f=1-—a}.

Es ist klar, daB D,= UD,, D\ND=g fir k=i, k,1=1,2, ..., 8.

Liegt (2, ) in Ds, so gilt (11) nicht fiir alle wé R7 . Diese Behauptung kann auf
Grund der Limesrelationen llm x*=0, llmox’ + == bewiesen werden. Mit Bei-

x-=0+40
spielen kann man zeigen, daB} die Mengen D¢, D, Dg innere Punkte haben, in
denen (11) nicht fiir alle ue R m=2,3, ... gilt. Fiir die anderen Mengen D,
(i=1,2,3,4) ist der folgende Satz richtig.

4
Satz 2. Gilt die Ungleichung (11), dann liegt (x, ) in D,. Liegt (, B) in U D;,
i=1
dann gilt die Ungleichung (11).

Bewels. Die Richtigkeit der ersten Behauptung haben wir schon gezeigt.
Ist (o, f)€ D, U D,, dann ist 1* konvex, ## konkav und dariiber hinaus gilt (11).
Ist (z, f)€ D3, dann haben wir wegen a>1, 1 <f =«

(14) L T N T

Il

j‘:i ﬁzf]ﬂ IZM'Z’? :

weil die Funktion M,(z) = | = in ¢ wachsend ist (S. [6]). Aus (14) folgt (wegen
2f=0, bzw. f=1)

[ Zm'z?‘ﬂ _Zm':?

1
m | m m

1A

(15)

so dass

(16) _.i_=l A = i=1 b
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Vergleichen wir (15) und (16), so erhalten wir wegen =0

m m
Zz? = sz fir z>0, D z;=m, m=2,3,...
i=1

i= i=

und dariiber hinaus gilt (11).
Ist (x, p)¢D,, d. h. <0, a§ﬁ<0~=1 dann gilt

o (B A

woraus wegen «ff =0, bzw. ﬁ{O

( m Y= m
[ ] 3 b

(18) = bzw. 1=10= =
folgt. Daraus erhalten wir

S| [ 2]
(19) -'1 = ..‘f};_! 5

das heiBt auf Grund (18), (19) und f <0 gilt (12), was gleichbedeutend mit (11) ist.
Kehren wir jetzt zuriick zur Ungleichung (10). Es sei

a=0,b=0, [-q-"’-*b, "*”] D

E; = \(a,b,p,q) (i=0,1,...,8)

oder a#0,b<0, [%’, Etﬂi_b] D,

Aus dem Satz 2 folgt der
Satz 3. Gilt die Ungleichung

2 .
a

e [ 3w
i=1 i=1
2 xF 2

i=1

(10) (x€ER%;n=2,3,...)

1A

dann ist (a, b, p, q)€ E,. Liegt (a, b, p, q) in U E;, dann gilt die Ungleichung (10),,
wdahrend (10) nicht in jedem Punkt (a, b, p, q) Lon UI:'i erfiillt ist.
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