Darstellung quasikonformer Abbildungen durch Fouriersche Reihen

Von REINER KUHNAU (Halle/Saale)

In der z-Ebene (z = x+iy) sei ein durch 0=x=1, 0<=y<J definiertes Recht-
eck R gegeben. Dieses werde durch eine schlichte quasikonforme Abbildung w=w(z)
auf ein durch 0<=u<=1, 0=v<h definiertes Rechteck R" der w-Ebene (w = u +iv)
eckpunkttreu, d.h, mit w(0)=0, w(l)=1, w(ih)=ih, w(l+ibh) = 1+ih abgebildet,
wobei die Dilatation p(z)=1 die Ungleichung

(n p(2)=0

mit einer vorgegebenen Konstanten Q=1 erfiillt. Dann gilt — das war der Aus-
gangspunkt der Theorie der quasikonformen Abbildungen bei H. GROTZSCH in [3] —
bekanntlich fiir des Funktional /4

(2 @ '-b=h=Q-h,

und durch Zuriickfiihrung auf diesen ,,Rechtecksfall” lassen sich nach [4], [11]
allgemeinere Extremalprobleme bei quasikonformen Abbildungen mit einer Dila-
tationsbeschrinkung der Form (1) erledigen.

Von O. TeicHMULLER wurde nun in [12, S. 15, Zeilen 16—20] (vgl. auch die
offenbar ohne Kenntnis hiervon von L. I. WoLKowYsKI in [14] gestellten Aufgaben)
auf die allgemeineren Extremalprobleme hingewiesen, bei denen (1) durch die Di-
latationsbeschrinkung

3) P(2)=po(2)

mit einer vorgegebenen (hier z. B. beschrinkten, stiickweise glatten) Ortsfunktion
Pol(z) ersetzt wird. Seit einiger Zeit sind hierzu fiir obigen Rechtecksfall entsprechende
(2) verbessernde Abschidtzungen fiir das Funktional 4 bekannt, z. B. (vgl. die in
[6, § 5] genannte Literatur) die Ungleichung

b 1

“) [-—;—‘b;——ghgl/f .. 2
0

die jedoch i. allg. unscharf sind. Ungleichung (4) 1aBt sich auch weiter nach der
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CaucHy—ScHWARzschen Ungleichung zu der noch etwas unschérferen, jedoch be-
quemeren Ungleichung

(5) po"'bh=h=psh
umschreiben, wobei
b 1
(6) rs= [ [ podxdyfp
0o 0

der Mittelwert der Funktion p, ist.

Ziel vorliegender Arbeit ist entsprechend der genannten TEICHMULLERschen
Fragestellung die zugehorige scharfe Abschitzung, die freilich wesentlich komplizier-
ter ist. Die zugehorigen Extremalfunktionen wurden schon in [6] (vgl. auch [7],
[8], [10] sowie die dort genannten Arbeiten von C. ANDREIAN CAZACU) geometrisch-
funktionentheoretisch charakterisiert. Und zwar gibt es bei dem Extremalproblem
h=min bzw. h=max bei der Dilatationsbeschrinkung (3) jeweils genau eine
Extremalfunktion. Diese erfiillt das elliptische System

(7) Uy = Po Uy, Uy = =Py Uy,
bzw.
(8) “x=p61°uy1 u,=“‘P51"-‘x-

Die explizite, d.h. analytisch-rechnerische Gestalt der Extremalfunktionen und der
genauen Schranken fiir das Funktional & ergibt sich nun aus folgendem Satz, zu
dessen Herleitung wesentlich die Entwicklung der vorkommenden Funktionen in
Fouriersche Reihen benutzt wird (iiberhaupt scheinen die Fourierschen Reihen
bzw. Integrale ein sehr geeignetes Hilfsmittel bei vielen Fragen der Theorie der
quasikonformen Abbildungen zu sein — vgl. die Zusatzbemerkungen am Schluss
der Arbeit). Da die Extremalprobleme A=min und A=max bei einer Drehung um
n/2 mit Hilfe von Ahnlichkeitstransformationen ineinander iibergehen, kdnnen wir
uns auf das Minimumproblem beschrinken.

Satz. Fiir jede der genannten eckpunkttreuen, (3) erfiillenden Abbildungen von
N gilt

9) W [b—ﬁ- Z).m-bm-cm-,u] =%
Coo 4 >0
p=1
mit
4 2 P n a i
10 Cpy = — X, ¥) COS VX cOS i — y dx
(10) ” baf.sfp‘)(y) By yexiy
a l i . -
und igq= 4 AO,=A,O=E, Ivg=1 fiir v=0, u=0, und die Konstanten b,, er-

fiillen des unendliche lineare Gleichungssystem

(11) ch,,,,,-z,ﬂb,,gr%bac}., =0 (=0012..,6=12..)
0
1

"
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mit
1
(]2) C"'B‘;J = Z (C‘:‘-T?,Jd—n +C?+v.a+n}("?bz+ﬁ"6)"00“

| : E
__4_(c7_‘.3’6+#+c?_',‘."a_p_)(“'?[]z—‘#6)000—0'C;.J'C‘.u‘ﬂ
(? =0,l,2,...; 0= 1,2,...; V=0,l,2,...; nu= ],2,)

Das Gleichheitszeichen steht in (9) genau dann, wenn die Abbildung

(13) u(x,y) = x+ Z Aoy @y SIN VILX COS J _Iz; »
*

v(x,y) = % b w;(; Agu by, COS VIX SIN p 'E y

p=1

vorliegt, wobei die b,, die genannten Konstanten sind und

I
4yh

*

Avubyu(€ly—v1, 1=+ €ly=v,0 4w+ Cptv o=l +",+.a+g)#+n}'b i

[\43

(14) a, =

[]]
-0

==

=2 o 8=0,12..)

zu setzen ist.

Die Ortsfunktion p, sei dabei so beschaffen, daB p, sowie die partiellen Ab-
leitungen der (7) erfillenden Extremalfunktionen durch ihre Fouriersche Reihen
darstellbar sind, und daB die aus den Fourierkoeffizienten dieser FOURIERschen
Reihen gebildeten Reihen absolut konvergieren. Dann sind die Fourierreihen fiir
po und diese partiellen Ableitungen und damit fiir u, v selbst absolut konvergent,
und man kann die Summanden in diesen Reihen, wie dann auch in (9), (l 1) und (14)
in beliebiger Reihenfolge anordnen.

BeEwels. Ist u(x, y), v(x, y) die (7) erfillende Extremalfunktion zur Aufgabe
h=min, wobei der sich einstellende (also kleinstmdgliche) Wert des Funktionals
h gleich A* sei, so erweisen sich die nach Spiegelung an den Seiten des Rechtecks

R usw. in die ganze z-Ebene fortgesetzten Funktionen p,(x, »), u(x, y)—x, v(x, y)—
*

#—l;- -y als periodisch mit der Periode 2 in x und 2§ in y und damit darstellbar

durch

(15) Po(x,y) = Z Ay Cyy COS VILX COS U g y
v=0
n=0

mit den Koeffizienten (10) bzw. gemaB (13) mit zundchst unbestimmten Zahlen-
werten a,,, b,,, h*. Nach Voraussetzung konvergiert die aus(l3) durch gliedweise
Differentiation entstehende Fourierreihe fiir v, ebenso wie die fiir p, fiir alle
x, y absolut, und man kann also die Summanden in behcblger Reihenfolge umordnen,
bei der Bildung von p,v, gliedweise multiplizieren und die Summanden der entste-
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henden, wieder absolut konvergierenden Reihe in beliebiger Reihenfolge anschreiben:

oo

Po* ¥y = Z Ak ),c,,,u b COS VTTX COS ATX COS U ; ycosf b)+
I.F,lT
h* <
+-b~ Z ),,c‘,cosvnxcosusy=
vu=0
4 pz AvubyulupCup ,ub [cos(v+a)1rxcos(u+ﬁ)3) +
A=

+cos(v+a):rxcos(p.—ﬂ)%y+cos(v—az)rrxcos(,u+ﬁ) gy+

i3
+cos (v —a)nx cos (u — ﬁ) )‘, €,, COS VIIX COS i — y =
I) B uCvu b
1 % 2
= 1 Zolv Doy gty ae "pbcoswrxcosﬁ-b- y+
yEv=E
d=pe1

n

et
R T & )

COS P7TX COS & b

1
+ Y A AR s " cos yIX cOs b n_;-f—
4 uOvwhv—76-pCv-ys muh ¥

v=0,y=v [
57

|
+— 2 )..,,,bwﬂ.‘._,,_,,_,c,._m_éu—E—cosynxcosé :;—y+

P < . T
+- = A.y5C,5 COS YTLX COS O - V.
) 3,6=0 b

Die letzte Umformung entsteht durch eine Indexverschiebung und benutzt die ja
gesicherte Konvergenz der entstehenden fiinf Einzelreihen. Schreibt man noch den
entstehenden Ausdruck fiir p,v, explizit als Fourierreihe um, so entsteht durch
Koeffizientenvergleich mit der (ebenfalls durch gliedweise Differentiation aus (3)
entstehenden) Reihe fiir u, zunichst (14), auBer fiir y=6=0, in welchem Falle der
in (9) fir 4* gegebene Wert folgt und fiir y =0, d =1, in welchem Falle formal auch
(14) gilt, wenn man zuvor mit y multipliziert. Durch eine entsprechende Prozedur
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bei u,: — Po - U, ergibt sich fiir y, 6= 1

_4‘76 Z \u .e v,é- Ja"f—\'.é—n"’+ Z ’1 bm}r vau-6Cy—v -8V
y=v=1 yEvEL
E =1 u=é

2 v \u ;-—hp+.§c;—-\,u+d"+ Z j‘ b A\—;J—n t-?,a—n'v_
= d=p=1
1 viay

I?

- Z )‘ruble 1.8-uCviyo-u ¥Vt 2;)‘731!’"“)‘\'—?.”—60?-?.1!—6 &
n=

v=y

_Z;A"ﬂbvn“wr.u-bcr-ﬂ'.d—u""_ Z"wb Av—yu+sCv-yu+s*V+
Y=y
1 u=

3 3 Z:)'vybvp)'v+r.n+dcv+y.u+6'v —
HE

vzl

==1
Z Avnbvu(c y—vl,|8=ul —Cly—vl,d+n— c;-+v,i&—n!+cv+ \',Ji-;.)"'-

und durch Ellmmation von a,; tatsichlich (11).

Zusatzbemerkungen. 1. Setzt man

1 X A

4 P9+ (1-Clyy) fir v=1y, p=3,
(16) Avncrwa = |
T (Y252 +68%)cdo-Clys  SONSL,

so laBt sich (11) auch in der Form

16 o ¢
(17) by, = ZC vy * by —— b')f,'z‘l')'z'4;5'z"c—§§
n-=l
schreiben. Betreffs effektiver Losung des Systems (11) bzw. (17) sei auf [5] (S. 19. ff.)
und dort genannte Literatur verwiesen.

2. Im folgenden soll eine Niherung fir die GroBe h* angegeben werden, falls
Po(x, y) von einer Konstanten wenig abweicht. Dazu setzen wir

(18) Po(2) = pote-4o(2),
wobei wie in (6) pg der Mittelwert der Funktion p,(z) ist. Dann gilt bei fester Funktion
go(2) fiir £ =0 ersichtlich C; ., ;=0(¢) und damit wegen (17)

16 d

bo =~ Ve d,

c,, (1+0(),
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mithin

s_ %9 6
(19) h Coo l+4Z)M zbz+62

‘*"+0( ’)]

h* 4 62 5
e % = 7 TG gy T O
Fiir die in (19) entstehende Summe 148t sich leicht noch eine explizite Formel angeben,
falls noch z. B. 36°|c,;| und 382 y|c,s| konvergieren (so daB p,,, stetig partiell
differenzierbar ist). Dazu fiihren wir die Hilfsfunktion

o

62 n
P(x,y) = 2 ,,w ,,,,cosyzrxcoséj)—y

421
ein, fiir die offenbar
2

]
(21) 4P (x, }") - l)yz pt)(x1 y)

gilt. Durch Losung dieser Poissonschen Differentialgleichung ergibt sich

2
(22) ®(x, y) = f f 9 P"(‘ ). 10g |6 (z—3)| dx dy —C
mit %
’ o h
(23) C=ip" j f [Po(x, 1)~ po(x, O)] dx dy.
-1 =p

Dabei ist ¢ die WEIERSTRASSsche Sigmafunktion zu den Perioden 2w =2 und 2m"=2ib,
und es wird z = x+iy, 3 = x+iy gesetzt. Die Funktion p, wird noch im ganzen
Rechteck —1=x=1, ~h=y=0h symmetrisch fortgesetzt und n=_{(w), 5" ={(»")
definiert ({ = WEIERSTRASSsche Zetafunktion).

Zum Beweis von (22) zeigt man zunichst, dal die rechte Seite von (22) eine
Lésung von (21) ist, indem man von ¢(z—3) den Faktor z—3 abspaltet. Hernach
zeigt man, daB die rechte Seite von (22) mit 2 und 2/l periodisch ist. Zum Beispiel
ergibt sich die Periodizitat mit 2 wegen log [6(Z+2)| = log |6(Z)|+2nRe(Z+1) aus

1

b
0% po(x, 1) =,
f f——al?———‘ﬁe(z—5+w)dxdu—0

-1 =h

(man fithre zundchst die Integration nach vy aus). Bei der Periodizitit mit 2il) wird
nach partieller Integration benutzt, daB (wegen der Symmetrie) p,, auf dem oberen
und unteren Rande des Rechteckes verschwindet. Damit ist die Differenz beider
Seiten von (22) eine doppeltperiodische harmonische Funktion, mithin eine Kon-
stante und damit =0, weil in (22) beide Seiten das Mittel 0 besitzen im Perioden-
rechteck. Das ergibt sich daraus, daB schon das Mittel lings jeder im Rechteck
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gelegenen und zur imagindren Achse parallelen Strecke der Linge 20 fiir die rechte
Seite von (22) (ebenso wie fiir die linke Seite — vgl. namlich die Definition von @)
gleich Null ist, was aus den folgenden Rechnungen flieit (in » und vy wird ldngs
verschiedener solcher Strecken integriert, auf denen e z=x=const bzw. Re 3=
=x=const ist):

2 0 :
f[fd paol()x, W 1oilete—il dn]d} _f[f Po;;, v) .d og]a(z—a)]dn]dy=

9 -4 -

f[fdp"(x 9.2 logla(z a)ldn]

“h =b

. f o, 0) | oG +2iD=3) |, _

/ y o(x—3)

b

o f)Po_(x 1)) e o ’e R, Y f 3"’0(;' l)) -t
&= f g 2y —2n"iy)dy = 2in n 9 dy =

A ~b

b
= 2in’ Ipro(r.- 0)— f Po(x. 1) dl)]-
~h

Mit Hilfe dieser Funktion @ ergibt sich nun aus (19) endgiiltig

1 b
(24) h* = p—[?,( 1+ l)pl*2 [ fpo (x, )@ (x,y)dxdy+ 0(53)] :
0 0" o

Diese Formel laf3t sich unter schwiicheren Voraussetzungen auch nach der Methode
wie z. B. in [I] herleiten.

3. Es soll noch die gefundene Abschitzung (9) mit der linken Hilfte der Ab-
schitzung (4) bei einem gemaB (18) gebildeten p,(x, y) fiir £ -0 verglichen werden.
Dazu berechnet man

b b
s B iR R
& Po g 2 d
dx 14+— x
0 f Po 5 6f do

f{l——-fqom = [fqodx] +0(cs)}d;,
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somit

(25) i Po [)P f[f(po po)dr] dv+0(e }]

Um nun zu erkennen, dal A2** i. allg. sogar asymptotisch fiir ¢ =0 wirklich
kleiner ist als der in (24) gefundene (exakte) Wert A, setzt man fir p, —pg die zu-
gehorige Fourierreihe ein und erhalt

B
h** = % l+h—;,;—2-f[ Zco,,cosp—v] dy + 0(33}]
0

(26) =2 [1 +2 Z C°”+0( 3)]

woraus im Vergleich mit (19) die Behauptung folgt — in der entstandenen Summe
fehlen i. allg. gegeniiber der entsprechenden Summe in (19) gewisse Summanden.

4. Im Zusammenhang mit der Frage, unter allen eine Dilatationsbeschrinkung
der Form (3) erfiillenden schlichten Abbildungen einer fest vorgegebenen Torus-
fliche auf eine andere Torusfliche den genauen Wertebereich des konformen Moduls
des Bildtorus zu bestimmen, entsteht folgende

Aufgabe. Gegeben seien die komplexen Zahlen 2w=1 und 2w’ mit Im o’'=0
und eine Funktion p,(x, ¥)=p,(z2)=1 mit den Perioden 2w und 2w’. Gesucht ist
diejenige stetige schlichte Abbildung der Vollebene, die — als komplexe Funktion
w=w(z) geschrieben — fiir alle z die Relation w(z+1) = w(z)+1, w(z+2w') =
= w(z)+2Q" mit einem gewissen Q" mit Im Q=0 erfiillt, wobei stets ein zu z
konzentrischer infinitesimaler Kreis in eine infinitesimale Ellipse mit dem Achsen-
verhiltnis py(z) und einer Richtung der groBen Achse, die fest (und zwar fiir alle
z gleich) vorgegeben wird, tibergeht. Diese Funktion w(z) sowie den Modul @’
des Bildtorus kann man nun in vollkommen analoger Weise, wie oben durchgefiihrt,
nach Einfithrung schiefwinkliger Parallelkoordinaten in der z- und w-Ebene durch
Fourierreihenansatz in der in diese Koordinaten umgeschriebenen Differential-
gleichung bestimmen.

5. Es werde noch auf die Maglichkeit hingewiesen, durch einen Ansatz mit
Fourierschen Reihen bzw. Integralen nicht wie oben bei vorausgesetzter Existenz
die analytische Gestalt der (7) erfiillenden Abbildung zu bestimmen, sondern um-
gekehrt die Existenz dieser Abbildung nachzuweisen, indem man die Losbarkeit
des unendlichen linearen Gleichungssystems fiir die Fourierkoeffizienten diskutiert.
So lassen sich natiirlich auch allgemeiner beliebige lineare Differentialgleichungs-
systeme behandeln, insbesondere z. B. die BELTRAMISysteme.

6. GemdB dem bekannten Grenziibergang von Fourlerschen Reihen zu Fou-
RIERschen Integralen 1dBt sich das aus dem im obigen Rechtecksfall vorliegenden
Extremalproblem in der Grenze entstehende und in [9] (Satz 1) geometrisch-funktio-
nentheoretisch geloste Extremalproblem durch Ansatz mit FOURiERschen Integralen,
d.h. durch Fourigrtransformation, auch analytisch-rechnerisch 16sen.
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7. Auch bei Vorgabe eines beliebigen elliptischen Systems (das also nicht not-
wendig die Gestalt (7) haben muB, z. B. auch ein Beltramisystem sein kann), lassen
sich durch Fouriertransformation die Losungen bestimmen, die die Vollebene auf
sich abbilden. GemaB Grenziibergdangen der in [9] (S. 5), [10] (§ 5) betrachteten Art
lassen sich daraus im Grenzfall hydrodynamisch normierte schlichte konforme Ab-
bildungen eines endlich vielfach zusammenhingenden Gebietes gewinnen, ins-
besondere auch neuartige Schlichtheitsbedingungen fiir solche Abbildungen.

8. Es sei abschliessend darauf hingewiesen, dal man die Losung des Differen-
tialgleichungssystems (7) und damit die Bestimmung der GroBe A* natiirlich auch
durch die Methoden in [2], [13] oder auch einfach durch ein Differenzenverfahren
vornehmen kann.
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