Verallgemeinerung eines Satzes
von Kulikov, Szele und Kertész

Von REINER FRITZSCHE (Halle)

Dem Andenken an Herrn Professor Andor Kertész gewidmet

In der Arbeit [6] von L. J. KuLikov wird ohne Beweis der Satz mitgeteilt, daB
_jeder abzihlbar erzeugte torsionsfreie Z,-Modul, der kein Element unendlicher
Hohe enthilt, als direkte Summe zyklischer Z,-Moduln darstellbar ist. Dabei
bezeichnet Z, den Ring der ganzen p-adischen Zahlen mit einer festen Primzahl
p. Ein Beweis fiir diesen Satz wurde von T. SzeLE und A. KerTESZ [8] erbracht.
Dieser Beweis ldBt sich verbandstheoretisch interpretieren, so daB ein analoger
. Satz fiir eine spezielle Klasse algebraischer modularer Verbinde, die die Klasse der
Untermodulverbinde der genannten Z,-Moduln echt umfaBt, beweisbar wird.
Zugleich wird damit ein Beitrag zu einer ,.clementfreien** Theorie der verallgemeiner-
ten primiren abelschen Gruppen geliefert, der auf eine Anregung zuriickgeht, die
der Verfasser vor mehreren Jahren von A, Kertész erhielt.

1. L sei ein algebraischer modularer Verband, 0 bezeichne das kleinste und
1 das grofite Element von L, b/a denjenigen Unterverband von L, welcher aus
allen Elementen ¢€L mit a=c=b besteht, falls a, b€ L mit a=b gilt. Ein Element
z€bja heiBe genau dann ein Zyklus in b/a, wenn z/a eine Kette und z/x fiir
jedes Element x€z/a mit x=a eine endliche Kette ist. Die (endliche oder un-
endliche) Linge der Kette z/a heiBBe die Ordnung des Elements z beziiglich a und
werde mit O,(z) bezeichnet. Z(b/a) sei die Menge aller Zyklen in b/a. Jeder
Zyklus ist ein kompaktes Element in L (siche [7]). Fiir jeden Zyklus z€Z(b/a)
mit z=>a bezeichne z, den unteren Nachbarn von z, und es sei a;géfa. Fiir jedes
beliebige Element c€b/a werde gesetzt

r;i——'f (z2]z€Z(bla), z = ¢),
WE (V) (=),
clo =e.
(Ein Komma innerhalb einer Formel bedeute stets die Konjunktion.) Existiert zu

dem Zyklus z€Z(b/a) eine groBte nichtnegative ganze Zahl m, so daB die Glei-
chung x!™ =z mit x£Z(b/a) losbar ist, so heiBe m die Hdéhe des Elementes z
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beziiglich b und werde mit H,(z) bezeichnet. Falls eine solche Zahl nicht existiert,
werde H,(z)=-<c gesetzt. Zur Abkiirzung sei Z(L)=2Z, 0,(z)=0(z), H,(z)=H(z),

e =¢™, Die direkte Vereinigung von Elementen a, b, a,cL werde mit alJb

bzw. U a, bzw. l:j(alaEA) bezeichnet, wobei dem jeweiligen Zusammenhang
r=]

entsprechend n eine natiirliche Zahl und A4 eine Untermenge von L ist. Gemil
[5] heiBe eine Untermenge M L mit O¢ M genau dann unabhiingig, wenn die
direkte Vereinigung der Elemente von M existiert, und maximal unabhingig in
der Untermenge RS L, wenn MES RC L und fiir jedes Element cc€R (c=0)
eNU(dlde M)=0 gilt.

Der (algebraische modulare) Verband L heiBle nach G. RiCHTER [7] genau
dann zyklisch erzeugtrer modularer Verband, wenn jedes Element von L als Ver-
einigung von Zyklen darstellbar ist. In [7] wird bewiesen, daB in diesem Fall die
Unabhingigkeit von Untermengen der Menge Z der Zyklen in L eine D-Unab-
hingigkeit im Sinne von Kertész ist, woraus die Gleichmichtigkeit je zweier maximaler
unabhiingiger Untermengen von Z folgt. Die Michtigkeit jeder maximalen unab-
hingigen Untermenge von Z hingt daher nur von L ab und werde als Rang von
L bezeichnet. Jede unabhingige Untermenge von Z kann durch Elemente aus Z
zu einer maximalen unabhingigen Untermenge ergianzt werden (siche [3] oder [4]).

In [7] wird bewiesen, daB jeder zyklisch erzeugte modulare Verband die fol-
genden Eigenschaften besitzt:

Q) yeZ(bla) & y =aUz, z€Z;

2 y=aUzeZ®la), zcZ = y™ =aUz™ fiir jede natiirliche Zahl n;
3) z,%€Z, acl, zy=zUa, z%£ z2Ua = alz, =alz;

@ z€Z, z=UO®|beB,BS L) = ' =U(('|beB);

5) a=U@G|beB,BS L) = a™ = Y (b™|bcB) fiir jede natiirliche Zahl n.
Fiir den Fall, daB alle Zyklen von L endliche Ordung haben, sind die Beweise
zum Teil auch in [1] bzw. [2] enthalten.

2. Zur Charakterisierung der zu betrachtenden Klasse von Verbdnden sollen
gewisse typische Eigenschaften der Untermodulverbinde der Z,-Moduln her-
angezogen werden, welche durch den folgenden Satz nahegelegt wer(fen.

Satz 1. Der Untermodulverband L jedes Z,-Moduls M ist ein zyklisch erzeugter
modularer Verband mit folgenden Eigenschaften:
(A) Fiir alle Elemente z€Z und alle Elemente b, ccL folgt aus

zM = pMUe, 2z £ p"-HUe¢
die Existenz eines Elementes zy€ Z mit

Ebls ZV=e VR Hle
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(B) Fiir jede Folge von Elementen z,6Z (v=1,2,...) und jedes Element xcZ
Jfolgt aus

720, 5Nx=0, z.,; U= {iralley
die Existenz eines Elementes zy€Z mit der Eigenschaft
0 <2z =2z, Ux™ fiir alle v.

Beweis. DaBl L ein zyklisch erzeugter modularer Verband ist, ist evident.
Die Zyklen sind genau die zyklischen Untermoduln von M, die entweder unendlich
und isomorph zur additiven Gruppe von Z, oder zyklische primire abelsche Gruppen
sind (siehe [6]). Bezeichnet ({) den vom Element {¢ M erzeugten zyklischen Unter-
modul, so ist ({)’=(p¢). Infolgedessen sind die Primissen der Implikation (A)
genau dann erfiillt, wenn p"{=p"p+7 mit geeigneten Elementen fcb, ycc sowie
pri=p" 1 +y" fir alle Elemente f'€b, y’€c gilt. Das Element Cr,-d—ircj—ﬁ hat
dann die Eigenschaften

C)=QUb, (o™ =c, ()" FEb"HUec.

Die Primissen zu (B) sind nur dann erfillt, wenn mit z,=(y,) (v=1,2,...), x=(%)
aus m,y,=m,a mit n,, n,€Z, fir jedes v p|n,, p|n, folgt und wenn fiir jedes v
Vv = Cvsatvir +P 02 (041, 006Z)

gilt, wobei g,,, p-adische Einheit ist. Mit gli-?—-rl gilt fiir jedes v

€1 QvsrPvirt Q1o QP = Q1o Oy(@vsrPvir— W) =
==p'01 .. 0,0,%
Demnach konvergiert die Folge der Elemente

01+ Oys1¥v4+1 (Vl= 1)21 )
gegen

r o
3’ﬂd=c aint Zl‘ (01 Ovs1Pvs1— 01 - OVYY) =

= 0y ... Oy} +p't,a fiir jedes v (1,€Z.),
so dal
: , 0= () = U@
fir jedes v gilt.

Folgerung. Jedes Intervall b/a des Untermodulverbandes L jedes Z,-Moduls
M ist ein zyklisch erzeugter modularer Verband mit den Eigenschaften (A) und
(B). denn b/a ist Untermodulverband eines Faktormoduls eines Untermoduls
von M, welcher ebenfalls Z,-Modul ist.

Fiir jeden zyklische erzeugten modularen Verband, dessen Zyklen simtlich
endliche Ordnung haben, ist die Implikation (B) trivialerweise erfiillt, denn fiir jede
hinreichend groBe natiirliche Zahl » gilt x™ =0, also z,,,=z, fir alle v=n,

so daB mit zu‘—’=°rz,, 0<=zy=z,Ux™ fiir alle v gilt. Andererseits besitzen die Unter-
modulverbinde torsionsfreier K,-Moduln (wobei K, den Ring aller rationalen



326 R. Fritzsche

Zahlen mit zur Primzahl p teilerfremdem Nenner bezeichnet) die Eigenschaft (B)
im allgemeinen nicht, obwohl die K,-Moduln zusammen mit den Z,-Moduln auf
Grund gemeinsamer Eigenschaften die Klasse der verallgeneinerten priméiren
abelschen Gruppen bilden (siche [6]).

In Abschnitt 4 wird die Klasse & derienigen zyklisch erzeugten modularen
Verbinde, die nur Zyklen unendlicher Ordnung enthalten und deren Intervalle
samtlich die Eigenschaften (A) und (B) besitzen, betrachtet. Hinsichtlich der
Eigenschaft (A) konnte man sich allerdings darauf beschrinken, diese fiir jeden (vollen)
Verband der Klasse zu fordern, weil sich dann bereits beweisen 146t, dal auch jedes
Intervall diese Eigenschaft besitzt (siche [7]). DaB K die Klasse der Untermodul-
verbdnde der torsionsfreien Z,-Moduln als echte Teilklasse enthilt, ergibt sich als
Folgerung aus Satz 2.

Satz 2. Jeder zum direkten Produkt L,x L, zweier Ketten L,=e,/0, und L,=
=e,/0,, wobei e, und e, Zyklen unendlicher Ordnung sind, isomorphe Verband L
ist ein zyklisch erzeugter modularer Verband, dessen Intervalle bla sdamtlich die
Eigenschaften (A) und (B) besitzen.

BEweis. Dall L zyklisch erzeugter modularer (sogar distributiver) Verband
ist, ist evident. Die Eigenschaft (A), die jeder der Verbidnde L, und L, trivialerweise
besitzt, Gibertragt sich ebenfalls ohne weiteres auf das direkte Produkt. Far i=1, 2
sei x;€L der dem Element ¢;€L; entsprechende maximale Zyklus von L, und
es sei b=x{®*)x¥) mit ganzen Zahlen k,, k,=0. Die Pramissen zu (B) sind nur
dann erfiillt, wenn fiir alle v z,=z,,,=aUx%*=a mit /;=0 (j=1 oder 2) gilt.
Dann besitzt das Element zuf%—'faU.\‘f.*ﬁ'ﬂ die geforderten Eigenschaften.

Folgerung. Die Klasse R enthidlt Verbdande, die nicht zu Untermodulver-
binden von Z,-Moduln isomorph sind, denn der Untermodulverband jedes torsions-
freien nicht zyklischen Z,-Moduls enthilt unendlich viele paarweise unvergleichbare
Zyklen, so daB L zwar zu K gehort, aber nicht zum Untermodulverband eines
Z,-Moduls isomorph ist.

3. L sei ein zyklisch erzeugter modularer Verband mit den Eigenschaften (A)
(sieche oben) und O(z)=-< fiir alle zé¢Z mit z=0. Dann gelten die folgenden
Hilfssitze.

Hilfssatz 1. Fiir je zwei Zyklen z,, z,€ Z gilt z,||z, = z;Nz,=0.
Bewels. Falls z,(z,=0 gilt, sind die Intervalle z;/z,/1z, endliche Ketten
der Linge k; (i=1,2). Isto. E.d. A. k;=k,, so gilt

(z{kl-k:l){kﬂ = ka) (z{kl—k,}){k,—lp EE zékg'—l)’

-
woraus nach (A) die Existenz eines Zyklus z,=0 mit O(z,)=k,=== folgt, was der
Voraussetzung iiber die Ordnung widerspricht.

Hilfssatz 2. Besitzt L den Rang n und ist z,€¢Z ein Zyklus mit H(z))=0,
so besitzt das Intervall 1)z, den Rand n—1.
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BEWEIS. y;=2z,Uz;€Z(1/z,) (i=1,...,m) seien in 1/z, unabhidngige Zyklen.
Dann gilt fiir j=1, ..., m

z;NU (2Uz) = (2Uz) N U (zUz) = 2,
i#j i
also
z;N fLj_(z[,Uz,v) = 2Nz =0.
#j

Letzteres folgt aus Hilfssatz 1. da z;=z, wegen der Unabhingigkeit der Zyklen
y; und z;=>z, wegen H(z,)=0 nicht méglich ist. Hieraus ergibt sich fiir j=1, ..., m

=1
ij vguzv = ZJ' m il:’j(Z“UZ,-) = 0.
Die Zyklen z,, z,, ..., z,, sind also unabhidngig, so daB m=n—1 gelten muB} und

5 . defl :
der Rang von 1/z, demnach héchstens #n—1 ist. Nunmehr werde x,= z, zu einer
maximalen unabhdngigen Untermenge {x,, x;, ..., X,_;} von Z durch Elemente

x;€Z (i=1,...,n—1) erginzt, und es sei u';gznu.\';EZ(l/zn) (i=1, ....,n—1).
Wenn die Elemente w; in 1/z, nicht unabhingig sind, gibt es einen Index j
(I1=j=n—1) mit der Eigenschaft
H'jﬂ U(H‘“!" = l, ...,n— ],i ;éj) = H‘}k) - ZU
fiir eine geeignete ganze Zahl k=0. so daB also unter Beriicksichtigung von (2)
0<xP =xUxP =UKi=01,...n—1,i#* )

gilt im Widerspruch zur Unabhingigkeit der Elemente x,, ..., x,_,. Infolgedessen
sind die Elemente wy,...,w,., in 1/z, unabhidngig, so daB der Verband 1/z,
den Rang n—1 besitzt.

Hilfssatz 3. Gilt 0<z=z® Uz (z. z,, z.€Z). so existiert ein Zyklus z,€Z
mit der Eigenschaft z\¥ =z (k=1).

BEwEss. Ist z=z®Uz{" fiir alle natiirlichen Zahlen r=k, so gilt in 1/z¥
nach (1) und (2) fur alle r
ZPUz= (U zg)‘;;l: ;

woraus auf Grund der Definition des Begriffes Zyklus z=z{", also bei geeigneter
Wahl von =0 z=(z{")® folgt. Es kann daher die Existenz einer natiirlichen Zahl
s=1 angenommen werden, so daBl mit

def , S (k-1 def _(k+s-1 = ] =
21:2', .l'"=£]_ ], _}?21: 22 - ) (l = ! = k)

die Relationen
(6) zp=yuUyu, x £ J’;_;U.V;l

fiir 1=1 erfullt sind.
Aus (6) folgt
Yu ¥ x:UJ"us
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da sich sonst wegen x,UUy, =y, Uy, mit (4) ein Widerspruch ergibt, sowie nach (3)
Yu = x Uyl
Nach Voraussetzung (A) existiert daher ein Zyklus x;.,€Z mit den Eigenschaften
Xi41 = YuUyus X £ XUpy, X4 =X
Nach Hilfssatz 1 muB dann x;,,=x, gelten. Wire
X141 = YuUyu,

so ergibe sich hieraus mit (4) abermals ein Widerspruch zu (6), so daB fiir jede
natiirliche Zahl / mit 1=/=k aus der Giiltigkeit der Relationen (6) auch deren
Giiltigkeit fir /41 folgt, wenn man yy=)g+ns Ya=lia+vs Ya=lia+n
beriicksichtigt. Fiir /=k gilt dann x{®);=x, das heiBt z*¥ =z mit z,% x,.,€Z.

4. L sei ein zyklisch erzeugter modularer Verband, dessen Intervalle b/a
simtlich die Eigenschaften (A) und (B) (siehe oben) besitzen, und es sei O(z)=-oo
fiir alle z€Z mit z=0. Dann gelten die folgenden Hilfssétze.

Hilfssatz 4. Ist H(z)<oo fiir alle z€Z mit z=0 und ist x€Z ein Zyklus mit
der Eigenschaft O.(u)=-<= fiir alle ucZ(l/x), so gilt H(u)<=- fiir alle ucZ(1/x)
mit u=x.

Bewels. Fiir x=0 ist die Behauptung trivialerweise richtig, so daB x=0
angenommen werden kann. Ist o™ =w"=u=>x (u,v,wcZ(l/x),m=n), so gilt
nach Hilfssatz 1, angewandt auf 1/x,v=w. Aus der Annahme, daB wcZ(1/x)
ein von x verschiedener Zyklus mit H(u)= ist, folgt daher die Existenz einer
unendlichen Folge von Zyklen u,Z(1/x) (v=1,2,...) mit den Eigenschaften

r ey
(1,405 =4, = u1d=' u fir jedes v.

Nach (1), (2) und (5) gilt dabei fiir jeden Index v w,=xUy,, (u).=xUy, mit
WEZ sowie
xM Uyl = Uy,

Die Relation x<y, hitte y,€Z(1/x) und damit O,(y,)=< zur Folge, was wegen
»,€Z nicht méglich ist. y,=x widerspricht der Annahme wu=x, so daB y|x
(insbesondere also y,0 und damit y{"” #0) und nach Hilfssatz 1 y,MNx=0, also
auch p”MNx=0 fir alle v gelten muB. Die Folge y{” (v=1,2,...) erfiillt dem-
nach zusammen mit x die Priamissen zu (B), so daB ein Element y,€Z mit der

Eigenschaft
0 < yo = 1 Ux® fiir alle v

existiert. Nach Hilfssatz 3 folgt fiir jedes v hieraus die Existenz eines Zyklus z,€Z
mit der Eigenschaft z{" =y,: alsoist H(y,)= e im Widerspruch zur Voraussetzung.
Daher kann ein Zyklus u€Z(1/x) mit H(u)= = nicht existieren.

Folgerung. Ist H(z)< <= fir alle z€Z mit z=0 und gilt mit a@,= U X,y X,EZ

ym]l
(v=1,..,n) O, (w)=-o= fir alle ucZ(l/a,) mit u=>a,, so ist H(u)=-= fir alle
ucZ(l/a,) mit u=a,.
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Beweis. Fir n=1 ist die Behauptung nach Hilfssazt 4 richtig. Nimmt man
unter den gemachten Voraussetzungen an, daB fir w,=a,_,Uz,¢Z(l/a,_,)
0, _,(u)=k=0 gilt, daB also (a,-,Uz)/a,-, Kette der Linge k, also z* =
=a,-,=a, ist, so muB z,=a,, also auch a,_,=z,Ua,_,=a, gelten (denn sonst
hitte a,!)z,>a, in 1/a, endliche Ordnung). Ferner gilt a,/a,.,=z,/0, insbe-
sondere also (a,-,Uzy)/a,-,=(a,-,'Jz,)(z,/0. Wegen O(z,)=<-= kann die rechte
Seite nur dann endliche Kette sein, wenn diese die Linge 0 hat. Demnach gilt
auch a,-,JUzy=a,_,, das heibt w,=a,_, oder k=0, so daB fir alle wucZ(l/a,_,)
mit w=a,_, ebenfalls O,  (u)=-- ist. Damit sind die Voraussetzungen der
Folgerung auch fiir n—1 an Stelle von » erfiillt. Nimmt man an, daB sie fiir diesen
Fall richtig ist, so sind fiir den Verband 1/a,_, und das Element z, die Voraus-
setzungen des Hilfssatzes 4 erfiillt, welcher dann die in der Folgerung ausgesprochene
Behauvptung liefert.

Hilfssatz 5. Ist H(z)<=-< fiir alle z€Z mit z=0 und besitzt L den Rang n,
n

sogilt 1= U z, mit z,€Z (v=1, ..., n).
v=1

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein Zyklus z€Z mit H(z)=0. Im Fall
n=1 folgt aus der Annahme z-<1 die Existenz eines weiteren Zyklus y=z, der
nach Hilfssatz 1 die Eigenschaft y(1z=0 besitat, was n=>1 bedeuten wiirde.
Folglich gilt z=1. Ist n=1, so besitzt das Intervall 1/z nach Hilfssatz 2 den
Rang n—1. Ferner gilt fir jeden Zyklus w€Z(1/z) mit u=z O(u)=- wegen
H(z)=0, also H(u)=-> nach Hilfssatz 4. Unter der Annahme, daB Hilfssatz 5
fiir n—1 richtig ist, kann dieser daher auf 1/z angewandt werden. Es sei demnach

in 1/z
f!'.—l

l:l:,lyv’ _}“,EZ(UZ) (!r":l.,...,n—l)

mit y,=zUz,z,6€Z (v=1,....,n—1) gemdB (1). Gilt fiir einen Index v z=z,,
so folgt H(z)=0 im Widerspruch zur Voraussetzung, und z=z, widerspricht der
Unabhiingigkeit der Elemente p, (v=1,...,n—1) in 1/z. Nach Hilfssatz 1 gilt
daher z(z,=0 fiir alle v. Infolgedessen ist

Wk 5 »
1= Ul (zUz) = U z,,
v= v=1
wenn z,,d-—'-rz gesetzt wird.

5. Nach diesen Vorbereitungen kann ein Beweis fiir das angekiindigte ver-
bandstheoretische Analogon zu dem eingangs zitierten Sazt erbracht werden.

Satz 3. L sei zyklisch erzeugter modularer Verband, dessen Intervalle simtlich
die Eigenschaften (A) und (B) (siehe oben) besitzen, und es sei O(z)=-> und
H(z)<c<= fiir alle z€Z mit z=0 sowie

Lo AP 2. S EZ (Veul D ..l)
v=1
Dann gilt
1=Uz, 26Z (v=12..).

ve=]
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BeEwEls. Sezt man a = U x,, so ist fir jede natiirliche Zahl » der Rang des

Intervalls a,.,/0 nach Deﬁmtlon des Ranges hochstens um 1 groBer als der Rang
von a,/0. Infolgedessen kénnen unter den Elementen a, (v=1,...) Elemente
b, (v=1,...) mit b;<b,=... so ausgewidhlt werden, daB fﬁr jede natiirliche Zahl
n der Verband 5,/0 den Rang n besitzt. Setzt man ferner

Cp '1°—rU(x| x€Z, x» = b,(k =0)),
so folgt aus .t
2=y 2¢2Z, 2>0

zundchst (weil z kompakt ist)
Z= U x€Z, x®=b, k=0 (i=1,..,m),

also wegen (4)
0<2zM=5p,

wenn k das Maximum der ganzen Zahlen k& (i=1, ..., m) bezeichnet, so daB z
zu den Komponenten, aus denen ¢, gebildet wurde, gehort. Fir jede natiirliche
Zahl n folgt daraus erstens, daBl ¢,/0 ebenfalls den Rang »n besitzt, weil sonst
wenigstens ein Zyklus z=¢, mit z=0 und z(b,=0 existieren miiBte. Zweitens
gilt fiir jeden Zyklus w=c,UzcZ(1/c,) mit u=c, O, (u)=-<=, denn aus

uP=c,UzM=s¢, Gzl

folgt z(M=¢,, also z**D=p  mit einer geeigneten ganzen Zahl /=0, woraus
sich nach Definition von ¢, z=¢, und damit w=c, ergibt. Insbesondere ist O, (u)=
=oo fiir alle u€Z(c,,,/c,) mit u=c,.

Auf den Verband ¢,/0 mit festem » kann unmittelbar Hilfssatz 5 angewandt
werden. Es gilt demnach

Cod O Zys Z.-EZ (\" == l, ...,n).
v=1

Auf Grund der Folgerung aus Hilfssatz 4 gilt H(u)=-=- fir alle u€Z(l/c,) mit
u=c,. also insbesondere fiir alle wcZ(c,,,/c,) mit u=c,, so daB Hilfssatz 5
auch auf den Verband c,,,/c, anwendbar ist. Danach existiert ein Zyklus u,,,=
=0, U2, 41€Z(Cps1/Cy) (2441€Z) mit u>c,, also z,,,MN¢,=0, und

n+1

Cpy1 = fnUzn-i-l o U -y
Da nach Konstruktion der Elemente ¢, (v=1,...) 1= CJ ¢, gilt, folgt
v=1

1=z, zeZ (=1 ..)
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