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In dankbarer Erinnerung meinem verehrten Lehrer Prof. Dr. Andor Kertész

In dieser Arbeit*) wird der Begriff der Injektivitit auf Gruppen iiber Fastringen
verallgemeinert, und es werden erste Eigenschaften untersucht. Dabei verstehen
wir unter einer Gruppe G iiber einem Fastring N eine additiv geschriebene Gruppe,
deren ..Operatorenbereich® ein Fastring ist. Bei Fastringen fehlt im Vergleich zu
Ringen eines der beiden Distributivgesetze und im allgemeinen die Kommutativitit
der Addition. Dies hat zur Folge, dal} die ,,Operatoren® in der Regel auf eine Gruppe
G nicht wie Endomorphismen von G wirken, so daBl Gruppen iiber Fastringen
(kurz N-Gruppen genannt) eine Verallgemeinerung von Operatorgruppen im iib-
lichen Sinne und insbesondere von R-Moduln iiber einem Ring R sind. Diese N-
Gruppen sind bisher noch wenig untersucht worden. Einige Eigenschaften sind
in den Arbeiten [14] und [15] dargestellt, wihrend Gruppen iiber nullsymmetrischen
und tber distributiv erzeugten Fastringen z.B. in den Arbeiten [3], [16], [19] bzw.
[5], [6] und anderen betrachtet werden.

Man kann Fastringe und Gruppen iiber nullsymmetrischen Fastringen als
Q-Gruppen im Sinne von HiGGINS [9] auffassen, wihrend Gruppen iiber einem
nicht nullsymmetrischen Fastring Q-Gruppen im Sinne von HAMiscH [8] sind, die
in dieser Arbeit als ,,verallgemeinerte Q-Gruppen* bezeichnet werden.

Die wichtigsten Begriffe und Eigenschaften von Fastringen und N-Gruppen
werden in § 1 zusammengestellt und erginzt. Es ergeben sich schon hier einige
interessante Eigenschaften. die damit zusammenhingen, daBl die Varietit der
N-Gruppen iiber einem nicht nullsymmetrischen (festen) Fastring N sowohl ein
initiales als auch ein terminales Objekt besitzt, aber kein Nullobjekt. Dies hat
z. B. zur Folge, dall es zwar zu jedem N-Homomorphismus einer N-Gruppe G
genau einen Kern gibt, dieser aber keine N-Untergruppe von G zu sein braucht.
Ferner folgt hieraus, daB der Begrifl eines direkten Summanden bzw. einer (diskre-
ten) direkten Summe von N-Gruppen (wie er z. B. [16] eingefiihrt wurde) nur fiir
nullpunktierte N-Gruppen im iiblichen Sinne definierbar ist. Es wird daher mit dem
Begriff des N-Retrakts gearbeitet, der eine Verallgemeinerung des Begriffes direkter
Summand (retract im Sinne von [1]) bzw. semi direkter Summand oder normal
komplementierte Untergruppe in der Theorie der nicht abelschen Gruppen darstellt.

*) Die Anregung zu diesen Untersuchungen gab Prof. A. KerTisz. Einige Ergebnisse sind in
einem Kurzvortrag aul der Tagung der Mathematischen Gesellschaft der DDR im Mai 1974 in
Halle angegeben worden.
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Im 2. Paragraphen Teil dieser Arbeit werden injektive N-Gruppen betrachtet, und
es wird gezeigt, daB jede abelsche N-Gruppe iiber einem abelschen Fastring N eine
injektive Hiille besitzt. Die Existenz einer solchen injektiven Hiille wird mit Hilfe der
Konstruktion der exakten N-Hiille einer partiellen N-Gruppe gezeigt. Diese Kon-
struktion ist eine Anwendung der Konstruktion der exakten K-Hiille, wie sie z. B.
in den Arbeiten von LANCkAU [13] und KuroS [I1] fiir Varietiten universeller
Algebren bzw. von Q-Gruppen und abelschen Q-Gruppen diskutiert wird, auf
die Varietit der N-Gruppen bzw. der abelschen N-Gruppen. Dabei haben wir
hier Varietiten von Q-Gruppen bzw. verallgemeinerten Q-Gruppen vorliegen, bei
denen der Multioperatorenbereich Q zusitzlich Identititen erfilit.

Es zeigt sich, daB es auch nicht triviale nicht abelsche N-Gruppen gibt, die
injektiv sind, im Gegensatz zur Gruppentheorie, wo Prof. R. BAER zeigte, dall in
der Varietit aller Gruppen jede injektive Gruppe die einelementige Gruppe {0}
ist. Herr Prof. R. BAER hat mir freundlicher Weise den Beweis dieses Satzes
geschickt (der wohl nicht veréffentlicht ist), wofiir ich ihm herzlich danke.

Der Autor dankt Frau Dr. Renate LANCKAU fiir ihre kritischen Bemerkungen,
und Herrn Professor Richard WIEGANDT fiir sein Interesse an der Arbeit.

§1

(1.1) Eine nicht leere Menge N mit zwei bindren Operationen + und - heifit
ein Linksfastring (N, +. +), wenn

(i) (N, +) eine Gruppe ist.
(i1) (N, +) eine Halbgruppe ist und
(iii) a(b+c)=ab+ac fir alle a, b, cEN gilt.

Ist auBerdem die additive Gruppe (N, +) kommutativ, so sprechen wir von einem
abelschen Fastring.")

Fordert man anstelle von (iii) die Rechtsdistributivitit fiir alle Elemente aus
N, so heiBt (N, +, ) ein Rechtsfastring. Rechts- und Linksfastringe sind anti-
isomorph. Unter einem Fastring N verstehen wir im folgenden stets einen Links-
fastring (N, +, ).

Fiir das Nullelement 0 der additiven Gruppe (N, +) und beliebige a, beN
folgt aus der Definition a-0=0 und a(—b)= —(ab).

(1.2) Ein Element n€ N heilit nullsymmetrisch in N, wenn 0-n=0 gilt [19]). Ein
Element k€N heilBt konstant in N, wenn

a-k =k fir alle acN gilt.

Ein Fastring heiBBt nullsymmetrisch (konstant)*), wenn jedes seiner Elemente null-

') Ein Fastring N mit Einselement (bzw. einem Nichtlinksnullteiler) und kommutativer Multi-
plikation ist ein Ring.

*) Nullsymmetrische Fastringe werden in der Literatur auch als ,,C-rings* (engl.), .,C-Fast-
ringe*, ,,Fastringe** mit zweiseitiger ,.Null** oder als ..Fastring** schlechthin und konstante Fastringe
als ,.Z-rings* (engl.) bezeichnet.
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symmetrisch (konstant) ist. Ein Fastring N, in dem ab=0 fir alle a, beN gilt,
heilt Zerofastring.
Wie mann leicht nachpriift, bilden in jedem Fastring N die Mengen

No:= {n/n€N, On = 0}
aller nullsymmetrischen Elemente aus N und

Ny:= {n/neN, an =n fir alle acN}

aller konstanten Elemente aus N je einen Unterfastring von N. [2])

(1.3) Sei G eine additiv geschriebene Gruppe. Dann bildet die Menge 7(G) aller
Transformationen von G (eindeutigen Abbildungen von G in sich) mit den Opera-
tionen

g(ry+19) = g1+ 875
und

g(1,-19) = (gTY 7T,

fir alle g€ G und 1,, 1,6 T(G) einen Fastring, den Fastring der Transformationen
von G mit der Nullabbildung ® als Nullelement und der identischen Abbildung
1 als Einselement.

Wir nennen eine Transformation t,€ 7(G) nullpunktiert, wenn das Nullelement
0€G bei 1, Fixelement ist, und t,€T(G) konstant, wenn alle Elemente g'¢G bei
1, dasselbe Bild g haben. Dann bilden die Mengen 7,(G) aller nullpunktierten
Transformationen und 7,(G) aller konstanten Transformationen je einen Unter-
fastring von 7(G), der im ersten Falle nullsymmetrisch und im zweiten konstant
ist. Es ist klar, daBl der Fastring 7(G) genau dann abelsch ist, wenn es die Gruppe
G ist.

(1.4) Jeder Fastring (N, +, ) ist eine 2-Gruppe (im Sinne von Higgins [9]) mit
dem Operatorenssystem Q={-} und dem System 7/={/,,/,} von Identititen,
wobei 7, das Assoziativgesetz der Multiplikation und 7, das linksseitige Distribu-
tivgesetzt bedeuten. Damit erhalten wir Homomorphismen, Epi-, Mono- und Iso-
morphismen, Unterfastringe, Ideale von Fastringen, Faktorfastringe sowie direkte
Produkte von Fastringen durch Spezialisierung der entsprechenden Begriffe fiir
Q-Gruppen.

Da bei einem Homomorphismus einer Q-Gruppe G in eine 2-Gruppe G’ die
Identitdten invariant sind (z. B. [7]), ist das homomorphe Bild eines Linksfastringes,
eines nullsymmetrischen, konstanten oder abelschen Fastringes wieder ein Links-
fastring, ein nullsymmetrischer, konstanter bzw. abelscher Fastring.

(1.5) Eine additiv geschriebene (nicht notwendig abelsche) Gruppe G heilit eine
N-Rechtsgruppe iiber dem Fastring N (N sei ein beliebiger Fastring), im folgenden
kurz N-Gruppe genannt, wenn es eine eindeutige Abbildung GXN-—-G mit
(g.n)—gn gibt, die den beiden Bedingungen geniigt:

(i) gr+my=gn+gm
und
(ii)) g(nm)=(gn)ym fir alle gecG;n, meN.
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Hieraus folgt
g0y = 0, fir alle g€G
und
g(—n) =—(gn) fir alle gé€G, neN.

(Wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind, werden die Nullelemente des
Fastringes N und der Gruppe G gleich bezeichnet. Im Zweifelsfall wird 0¢G mit
0; und 0€ N mit Oy bezeichnet.)

(1.6) Sei (H;|icl) eine Familiec von N-Untergruppen der N-Gruppe G (N-Unter-
gruppen sind wie iiblich definiert). Dann ist D=\ (H;lic]) wieder eine N-Unter-
gruppe und wir kénnen von der durch eine Untermenge M von G erzeugten N-
U ntergruppe (M) von G sprechen.

Die Menge U(G) der N-Untergruppen einer N-Gruppe G bildet somit einen
vollstindigen Verband (Unterverband des Verbandes der Untergruppen der additiven
Gruppe (G, +)) mit dem Nullelement (0).

Fiir diese N-Untergruppe gilt:

(0) = {On/neN}:= ON.

Im allgemeinen besteht die N-Untergruppe ON von G aus mehr als einem Element
wie das Beispiel eines nicht nullsymmetrischen Fastringes N als N-Gruppe Ny
betrachtet, wegen Onz=0 fiir jedes konstante Element n€ Ny von N, zeigt. Hieraus
folgt

(1.7) a) Fiir jeden Fastring N ist die N-Untergruppe ON von Ny gleich dem kon-
stanten Unterfastring N, von N.

b) OgN sei die durch Og in G erzeugte N-Untergruppe, so wird OGN durch jedes
Element Ogn (€04N) erzeugt.

¢) Jeder N-Homomorphismus in eine N-Gruppe der Form Og N ist ein N-Epimorphismus.

(1.8) Wir nennen eine N-Gruppe G nullpunktiert, konstant bzw. trivial, wenn jedes
neN auf G wie eine nullpunktierte, konstante Transformation bzw. wie die Null-
abbildung von G operiert. Ist die additive Gruppe (G, + ) einer N-Gruppe kommuta-
tiv, so sprechen wir von einer abelschen N-Gruppe. Als Beispiele fiir nullpunktierte,
konstante, triviale und abelsche N-Gruppen kénnen die N-Gruppen Ny dienen,
wobei N ein nullpunktierter, konstanter Fastring, Zerofastring bzw. abelscher
Fastring ist.

(1.9) Lemma. N ist genau dann ein nullsymmetrischer bzw. konstanter Fastring, wenn
jede N-Gruppe G nullsymmetrisch bzw. konstant ist.

BEWEIS. Sei zundchst N ein nullsymmetrischer Fastring. Dann ist fir eine

beliebige N-Gruppe G und 0yéN, 06¢G und neN stets On=(0-0y)n=00yn)=
=0:0y=0, d.h. G ist eine nullpunktierte N-Gruppe (vgl. z B. [3], [16]). Fiir
einen konstanten Fastring N und eine beliebige N-Gruppe G ist nach (1.7)
gn=g(0yn)= (g0 )n=0n(=g"=0), d. h. G ist eine konstante N-Gruppe.
Sei umgekehrt jede N-Gruppe iiber einem Fastring N nullpunktiert (konstant),
so ist insbesondere auch Ny eine nullpunktierte (konstante) N-Gruppe, d. h. es
gilt fiir die Rechtsmultiplikation in dem Fastring Oyn=0y fiir alle n€ N (mn=0yn
fur alle m, n€N, d. h. n€ N, nach (1.7)).
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Es gibt natiirlich auch nullpunktierte N-Gruppen iiber einem nicht nullsym-
metrischen Fastring N, z. B. ist jeder Faktorfastring N/I nach einem Ideal I, das
gleichzeitig N-Untergruppe von Ny ist, als N-Gruppe nullpunktiert. (Beispiele fiir
solche Ideale 1 eines nicht nullsymmetrischen Fastringes gaben z. B. Berman—
Silverman in [2] an.) Aus (1.8) folgt

(1.10) Eine N-Gruppe G ist genau dann nullpunktiert, wenn die N-Untergruppe (0)
von G nur aus dem Nullelement 0 von G besteht.

Fiir abelsche Fastringe gilt

(1.11) Wenn alle N-Gruppen iiber einem Fastring N abelsch sind, dann ist N ein
abelscher Fastring. In diesem Fall ist Ny selbst eine abelsche N-Gruppe.

Die Umkehrung von (1.11) gilt nicht, da sich die Kommutativitit der Addition
des Fastringes N nicht notwendig auf eine N-Gruppe lbertrigt, wie des Beispiel
der nichtkommutativen Gruppen als Z-Gruppen, bzw. (Z, 1)-Gruppen*) aufgefal3t
zeigt (Z bedeutet den Ring der ganzen rationalen Zahlen).

Dal} es auch abelsche N-Gruppen uiber einem nicht abelschen Fastring N gibt,
zeigt das folgende Beispiel: Es sei /(S;) der Fastring, der durch die inneren
Automorphismen der symmetrischen Gruppe S, erzeugt wird. /(S,) ist nicht abelsch
(1.3). Die additive Untergruppe A4 von S, ist eine abelsche /(S,)-Gruppe.

(1.12) Aus (1.6) und (1.10) folgt, daB jede N-Gruppe eine verallgemeinerte Q-
Gruppe (Q-Gruppe im Sinne von HAmiSCH [8]) ist mit dem Operatorensystem
Q={N} und der Menge der Identititen /= {(i), (ii) aus (1.5)}, und daB insbesondere
jede nullpunktierte N-Gruppe eine Q-Gruppe im Sinne von HIGGINS [9] ist. Somit
erhalten wir N-Homomorphismen, N-Epi-, N-Mono- und N-Isomorphismen, N-
Kerne (bei HAMisCH [8] Kongruenzkerne genannt), Faktor-N-Gruppen und (komp-
lette) direkte Summen von N-Gruppen als Spezialisierung aus den entsprechenden
Begriffen fir verallgemeinerte Q-Gruppen.

HAmiscH hat in [8] gezeigt, daB jede Kongruenz n auf einer verallgemeinerten
Q-Gruppe G durch den Kongruenzkern K=[0], (d.h. jener Kongruenzklasse
beziiglich =, die das Nullelement 0 von (G, +) enthilt) eindeutig bestimmt ist,
und daB je zwei Kongruenzkerne von G vertauschbar sind.

Damit bildet die Menge der Kongruenzkerne, im folgenden N-Kerne genannt,
ciner N-Gruppe G einen vollstindigen modularen Verband KR(G) mit dem Null-
element {0} [17], der offenbar ein Unterverband des Verbandes der Normalteiler
der additiven Gruppe G ist, aber im allgemeinen kein Unter verband des Ver-
bandes der N-Untergruppen der N-Gruppe G ist, da z B. das Nullelement 0
eines nicht nullsymmetrischen Fastringes N keine (einelementige) N-Untergruppe
von Ny bildet.

Andererseits ist R(G)MNU(G)=0, da z. B. das Einselement beider Verbinde
die (nicht nullpunktierbe) N-Gruppe G ist.

(1.13) Im Sinne von (1.12) ist eine nichtleere Untermenge K einer N-Gruppe
G genau dann ein N-Kern von G, wenn K ein Normalteiler der Gruppe G ist, und
wenn fiir alle g, g’€¢G aus g=g" mod K stets gn=g’nmod K vneN folgt.

*) Eine (N, D)-Gruppe ist eine N-Gruppe iiber einem distributiv erzeugten Fastring N, wobei
D die multiplikative Unterhalbgruppe von (N, -) ist, die (N, +) erzeugt (z. B. [6]). '
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Die letztere Bedingung ist offenbar dquivalent mit der (in [14] angegebenen) Eigen-
schaft:
(g+k)n—gnc K fir alle g€G, k€K, neEN.

Ein N-Kern, der gleichzeitig N-Untergruppe der N-Gruppe G ist, heiBt N-Ideal.
Ein N-Kern (N-Ideal) der N-Gruppe Ny wird Rechtskern (Rechtsideal) des
Fastringes N genannt.

(1.14) Lemma. Der N-Kern K=Xker ¢ des N-Homomorphismus ¢:G—~G" ist genau
dann ein N-Ideal in G, wenn G’ eine einelementige N-Untergruppe besitzt.

BeEwels. Aus der Definition des Kernes K=ker ¢ eines N-Homomorphismus
@ und den Eigenschaften von ¢ folgt fiir alle k¢ K und ne N:(kn)o=(ko)n=0n
mit 0’€G’. Damit ist genau dann knc K fir alle k€K, neN, wenn 0'n=0" fiir alle
néN in im@e<S G gilt, d.h. (0")=0" eine einelementige N-Untergruppe von
G’ ist.

Hieraus ergeben sich die folgenden Aussagen
(1.15) Fiir einen N-Kern K der N-Gruppe G sind die folgenden Bedingungen
dquivalent:

(1) Kist ein N-ldeal von G.
(2) Fiir die N-Untergruppe ON von G gilt: ONS K.
(3) Die Faktor-N-Gruppe G/K ist nullpunktiert.

(1.16) Eine N-Gruppe G ist genau dann nullpunktiert, wenn jeder N-Kern K
von G ein N-Ideal von G ist.

BeEwels. Da jede nullpunktierte N-Gruppe G eine Q-Gruppe ist und Identitdten
bzgl. Homomorphismen invariant sind, ist jedes N-homomorphe Bild einer null-
punktierten N-Gruppe G selbst nullpunktiert und folglich nach (1.15) jeder M-
Kern von G ein N-Ideal (z. B. [3)).

Ist umgekehrt jeder N-Kern einer N-Gruppe G ein N-Ideal, so ist auch ins-
besondere der (einelementige) N-Kern {0} ein solches. D. h. aber 0;n=0; fiir
alle neN.

(1.17) Lemma. A sei eine N-Untergruppe und K sei ein N-Kern einer N-Gruppe G.
Dann ist die von A und K erzeugte N-Untergruppe von G gegeben durch

(A, K) ={a+klacA, ke K} = A+ K= K+ A. 8

BEWEIS. A+ K ist als Summe einer Untergruppe und eines Normalteilers der
Gruppe G eine Untergruppe von G. Aus (1.13) folgt fiir alle n€N, ac A4 und k€K:
(a+kyn=k'"+an=an+k"c A+ K=K+ A.

Die N-Untergruppe A+ K heiBt die Summe von A und K. Gilt insbesondere
fiir eine N-Gruppe G=A+K mit ANK=0, so sprechen wir von einer eindeutigen
Summe und nennen den N-Kern K ein normales Komplement von A in G.,

In Verallgemeinerung einer Retraktion [1], d.h. eines idempoten Endomorphismus
ciner Gruppe G, definieren wir

(1.18) Ein N-Epimorphismus ¢:G-—~H einer N-Gruppe G auf eine N-Gruppe H
heiBt N-Retraktion und H ein N-Retrakt von G, wenn es einen N-Homomorphismus
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u:H—-G gibt, so daB pp=idy, die identische Abbildung von H, ist. (vgl. z. B.
[18]).

Es folgt leicht, daBB u ein N-Monomorphismus ist. Damit ist ein N-Retrakt H
von G stets N-isomorph zu einer N-Untergruppe von G.

(1.19) Lemma. Eine N-Gruppe H ist genau dann ein N-Retrakt der N-Gruppe G,
wenn es in G eine zu H N-isomorphe normal komplementierte N-Untergruppe H’
gibt. In diesem Fall ist G=H"+Xker ¢ eine eindeutige Summe von H' und dem
N-Kern ker ¢ der N-Retraktion ¢:G—H.

Der BEWEIS kann analog dem Beweis von Satz 4.1 in [10] gefithrt werden
und wird daher hier weggelassen.

(1.20) Fiir jeden (nicht nullsymmetrischen) Fastring N ist der konstante Unterfastring
Ny, als N-Gruppe betrachtet, ein N-Retrakt von Ny, der im allgemeinen kein N-Ideal
ist. Ein normales Komplement von N, in Ny ist der nullsymmetrische Unterfastring
Ny, von N. Damit besitzt jeder Fastring N eine eindeutige Summendarstellung
N=N,+N,.%)

Bewels. Die Abbildung ¢:Ny—O0N mit ng=0n yneN ist eine N-Retraktion
mit dem N-Kern ker ¢=N, und der identischen Abbildung idyy:ON-ONE Ny
als N-Monomorphismus, so daB idyyo=id,y gilt, wie man leicht nachrechnet.
Dal} N, im allgemeinen kein Rechtskern von N ist, zeigt das Beispiel des Fastringes
T(S,) der Transformationen der symmetrischen Gruppe S,={0.a,b,c, d, f} mit
der Strukturtafel

+|0 Bl 8 i
210 . a b e dF
CH N W
blb f 0 d ¢ a
cle 4 §F 0 a b
dl\d ¢ a & J U
f1f & ¢ a 0 d

: Oabcd Oabced 2
Sei To=[0 g d }- 0 Of]GTu(Sa), z=[a 3 a Z - £]€T,‘(Ss). Dann ist 1o—x%+1,=

0
=[a 2 g s g£]¢ T,(s;) und folglich die additative Gruppe 7,(S,;) kein Normal-

teiler in T(Sj3), also auch T,(S,;) kein Rechtskern in T'(S,).
(1.21) Zum Beweis von (1.19) und im folgenden werden neben dem Homo-
morphiesatz fiir N-Gruppen auch die Isomorphiesitze bendtigt. Ihre Giiltigkeit

folgt aus der allgemeinen Theorie fiir universelle Algebren (z. B. [7]). Sie werden
daher hier fiir N-Gruppen nur angegeben:

*) Diese Summe ist im allgemeinen keine direkte Summe von Unterfastringen, wie in [2]
behauptet wurde.

6 D
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1. Isomorphiesatz. Sind K ein N-Kern und A eine N-Untergruppe der N-Gruppe
G, so ist KA ein N-Kern in der N-Untergruppe A und es gilt die N-Isomorphie

(A+K)/K =y A(ANK).

2. Isomorphiesatz. Ist K ein N-Kern der N-Gruppe G. Dann besteht eine um-
kehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den N-Kernen H von G mit KE HEG und
den Faktor-N-Kernen H|K von G|K, wobei H|K:=lh+k/h+KcG/K, he H} ein
N-Kern der Faktor-N-Gruppe G/K ist. Die Faktor-N-Gruppen nach den entsprechenden
N-Kernen sind N-isomorph, d. h. es gilt

G/H =y (G/K)/(H/K).

Insbesondere ist der Faktor-N-Kern H/K genau dann ein N-Ideal in G/K, wenn H
ein N-Ideal in G ist.

§2

(2.1) Eine N-Gruppe G iiber einem beliebigen Fastring N heiBt injektiv, wenn
jedes Diagramm
A— B

N
ra\G

wobei A eine N-Untergruppe der N-Gruppe B und u ein N-Monomorphismus ist,

in ein kommutatives Diagramm
u

A B

b /
tﬂ\G/f.v

eingebettet werden kann.

Ist N ein Ring und sind A, B, G N-Moduln, so erhalten wir die iibliche Defini-
tion fiir injektive Moduln iiber einem Ring.

Sei N ein Fastring mit dem Einselement e(+0). Wir betrachten die Klasse
®y aller wunitdren N-Gruppen, d. h. aller N-Gruppen G mit der Eigenschaft, daB
ge=g fiir alle g€ G gilt. Hier erhalten wir

(2.2) Lemma. Jede N-Gruppe GE®y der Form G=O0N st injektiv.

BeweEs. Es seien 4, B€ %, und A4 eine N-Untergruppe von B. Sei ferner ¢:4—+G
ein N-Homomorphismus von 4 in G=0N. Da jede N-Gruppe der Form ON nach
(1.7) die Eigenschaft hat, daB jedes Element OncON erzeugendes Element der
ganzen N-Gruppe ist, folgt einmal, daBl jeder N-Homomorphismus in ON ein N-
Epimorphismus ist und zum anderen, daB sich alle N-Homomorphismen ¢:A4 ~0N
nur durch N-Automorphismen von ON unterscheiden. Daher kann ¢:4—0N in
der Form (an)o=0n YacA, n€N angenommen werden. Dann ist die Abbildung

(bn)¢":= ON fiir alle beB, neN

ein N-Homomorphismus von B auf G=0N, der auf A mit ¢ zusammenfallt.
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Um allgemein zeigen zu koénnen, daB jede abelsche N-Gruppe eine injektive
Hiille besitzt, sind noch einige Vorbereitungen ndétig.

(2.3) Wir fassen jetzt eine beliebige N-Gruppe G als verallgemeinerte Q-Gruppe
(1.12) mit den Identitdten (i), (i) aus (1.5),

(iii) g, = Ok fiir alle keN,, g€ G

und
(iv) On, = O fir alle nye N,

auf, wobei N, und N, den konstanten bzw. nullsymmetrischen Unterfastring von N
bedeuten. Ist der Fastring N abelsch, so gilt auBerdem

(v) g(n+m)=g(m+n) fir jedes g€ G, n, meN.

Wir sprechen von einer abelschen oder von einer unitiren verallgemeinerten Q-
Gruppe G, wenn auBer (i)—(iv) noch

(vi) g+g =g’ +g firalle g, g’<G,
bzw.
(vi) ge =g Vg€G,eeN
gilt.

In diesem Sinne verstehen wir unter einer partiellen N-Gruppe G, (analog
[11]) eine additiv geschriebene (nicht notwendig abelsche) Gruppe mit partieller
,»N-Struktur**; d. h. die undren Operationen n€ N sind auf G, nur teilweise defi-
niert und erfiillen (falls sie definiert sind) die Identititen (i)—(iv) (bzw. auBerdem
(v), (vi) oder (vii), je nachdem welche Klasse partieller N-Gruppen betrachtet
wird).

%nsbesondere sind also jede additiv geschriebene Gruppe (G, +) und jeder N-
Kern bzw. jede additive Untergruppe einer N-Gruppe partielle N-Gruppen.

Im folgenden besitz der Fastring N stets ein Einselement e=0.

(2.4) Sei G, eine partielle N-Gruppe. Dann heiflt die N-Gruppe G=Hy(G,) eine
exakte N-Hiille von G,, wenn sie die beiden folgenden Eigenschaften besitzt:
(1) G, G, und die von G, in G erzeugte N-Untergruppe ist gleich G.
(2) Jeder beliebige (partielle) N-Homomorphismus ¢:G,—~A der partiellen N-
Gruppe G, in eine beliebige N-Gruppe 4 kann derart zu einem N-Homomorphismus
¢ :G—~A fortgesetzt werden, dall das folgende Diagramm kommutativ ist:

e G

\w\A/ﬁf mit e’ = @,

wenn u die identische Abbildung von G, in G bedeutet.

Aus der Definition folgt: Wenn zu einer partiellen N-Gruppe G, eine exakte
N-Hiille Hy(G,) existiert, dann ist sie bis auf N-Isomorphie eindeutig bestimmt.

Mit Hilfe einer Verallgemeinerung der Konstruktion in [11] kann der folgende
Satz gezeigt werden:

6*
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(2.5) Satz. Sei &,y die Klasse aller partieller N-Gruppen iiber einem beliebigen
(festen) Fastring N. Dann existiert fiir jede partielle N-Gruppe G,€®py die exakte
N-Hiille Hy(Gy) in ®y.

BEWEIS*) Sei G, eine partielle N-Gruppe aus ®,y. Wir bilden auf die folgende
Art eine aufsteigende Folge partieller N-Gruppen

R A S

Gioa=(Gex Z* (@n)/Hisy fir =012 ...
g,E(i;und
g‘H(Gi
Dabei bedeutet ((g;,n)) die freie additiv geschriebene Gruppe, die durch das
Symbol (g;,n) mit g,€G;, n¢N und g;n¢ G, erzeugt wird.
Wir definieren

wobei

(g;, n) falls g;n nicht in G; definiert ist,

B {gin sonst,

fir i=0,1,2, .... (Imfolgenden schreiben wir wieder g;n statt g,on.) H,,, bedeu-
tet fiir jedes i/ den Normalteiler der freien Summe, der durch alle Elemente der
Form g,(n+m)—gim—gn, g,(nm)—(g;n)ym, g;k—0k,On, g;ay fir alle gG,,
n,meN, k€N, ny€ Ny, ay€ Ay erzeugt wird. Dabei sind N, und N, der konstante bzw.
nullsymmetrische Unterfastring von N and A4 dasjenige Ideal eines freien Fastringes
F, so daB F/Ay isomorph zu N ist.*¥)

Dann ist G, ., wieder eine partielle N-Gruppe, da G;,, als Faktor-gruppe einer
freien Summe von Gruppen selbst wieder eine Gruppe ist, und fiir alle n¢ N und
g:€G; mit gineG,,, die Identititen (i)—(iv) erfiillt sind. Andererseits braucht fiir
8i+1€G4, mit g,,=g;+gin (neN) das Element g,, ,m=(g;+gnmiG;,, zu
sein fiir m=0. Es gilt G;(1H,,;,=0 denn sei z. B. ein erzeugendes Element von
H;., etwa g;(n+m)—g;,m—gncG;, dannist —da G, eine partielle N-Gruppe ist —
dieses Element in G; gleich Null. Analog schliet man fiir jedes andere erzeugende
Element aus H,,,, das gleichzeitig in G; liegt. So folgt aus der Giiltigkeit der Iso-
morphiesitze (G;+H,,,)/H;.,=G,/(G;H;.,)=G,; und daher G, G, , fir alle
i=0,1,2, ... (genaver: G, ist in G;,, isomorph enthalten).

Die Vereinigung G= | G; (genauer: der direkte Limes) dieser Folge par-

i=0
tieller N-Gruppen ist eine N-Gruppe. G ist als Vereinigung einer aufsteigenden
Folge von Gruppen selbs) eine additive Gruppe. Sei g€G ein beliebiges Element,
dann gibt es einen Index j€{0,1,2,...}. so daB gcG; ist und nach Konstruktion
ist dann gneG; ., fiir alle n€ N, also gneG fiir alle g€ G, n€ N. Wir haben noch die

*) Wir benutzen bei diesem Beweis, daBl zu jeder Familie von (additiv geschriebenen) Gruppen
die freie Summe (mit Y* bzw. % bezeichnet) existiert und bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

*¥) Es sei hier bemerkt, daBl wir jeweils den Normalteiler der entsprechenden freien Summe
additiver Gruppen bilden, der durch die Identitiiten der Klasse ®,, erzeugt wird. Ist N ein abelscher
Fastring, oder ®,, die Klasse aller unitidren partiellen N-Gruppen, oder die Klasse aller abelschen
partiellen N- Gruppen. dann miissen die entsprechenden zugehorigen Identitiiten susiitzlich beriick-
sichtigt werden.
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Giiltigkeit der Identititen (i)—(iv) (bzw. gegebenenfalls (v), (vi) oder (vii)) nach-
zuwelsen Fiir gn,gmeG (n,meN) gibt es einen Index j€ {0,1,2,...}, so daB

g;€G; und g;n,g;m, g;(n+m)€G;., gilt. Da G;,, eine partlelle N-Gruppe
1st olgt gyn+g;m= g,(n-i—m) Also gilt (i) fiir alle g€G n, méN. Analog zeigt
man die Gulhgke:t der tibrigen Identititen in G. Die Giiltigkeit der Fastrmgaxlome
fir den Operatorenbereich N folgt aus den Identititen (i)—(iv), da zwei undre
Operationen auf G genau dann gleich sind, wenn sie dieselbe Abbildung auf G be-

wirken. Damit haben wir bewiesen, daB G= | G; eine N-Gruppe iiber dem
i=0

Fastring N ist.

Wir haben nun zu beweisen, daB G auch die Eigenschaft (2) aus (2.4), also die
Universalititsbedingung erfiillt.

Sei @:G,—~A ein (partieller) N-Homomorphismus der partiellen N-Gruppe
G, in eine N-Gruppe A. Wird definieren eine Abbildung ¢’:G—+A auf folgende
Weise:

Sei g ein beliebiges Element aus G= U G;, dann gibt es einen Index Z mit

2=g,.1G; ., g4, ist eine endliche Summe von Elementen der Form g,; und
g;;n; mit g;;,g,;€G;, n,eN (wobei g;;n;¢ G, und i=0,1, ..., k, j=0,1,2,...,1
endliche Mengen durchlaufen und es kann jede mdogliche Reihenfolge endlich vieler
solcher Summanden auftreten). Es geniigt g in der Form g=g;,,=g,0+g;n an-
zunehmen und wir definieren:

gj_+1(p’ =] g;o(p"'f'(g,-.l(p’)ﬂ fﬁl‘ 2-—_0, l, 2, sse
(2.6)
mit g, = g, fir alle g,cG,.

Wir zeigen zunichst durch vollstindige Induktion iiber 4, daBl @g, (d.h. die
Einschrinkung von ¢’ auf G)) fiir jedes 4A=0,1, 2, ... ein partieller N-Homomor-
phismus ist. Fir A=0 folgt die Behauptung sofort aus der Definition. Sei ¢g,
der partieller N- Homomorphismus von G;. Dann folgt fiir g,nq¢ G;, also g;n=
=8341€G; 41, aus (2.6), daB g;.,,9G,,,= (gﬁn)noc,m (8.96,)n=(2,95,.,)n gilt,
da g£;,€G,£G,,, ist. Hieraus folgt durch leichte Rechnung sofort, daB og, .,
ein partieller N-Homomorphismus ist, der insbesondere eine Erweiterung von
©g, darstellt.

" selbst ist ein N-Homomorphismus der N-Gruppe G=|J G; in die N-
i=0

Gruppe A, denn sind 88 ‘€G zwei beliebige Elemente, so gibt es einen Index i,
SO daB g8 EG ist. Da ¢” als Erweiterung von @g auf G; mit ¢g, iibereinstimmt,
ist g0’ +g"¢'=(g+g")e’. Seien ferner né N und gGG beliebig gewah]t dann gibt
es wieder nach Konstruktion von G einen Index i, so dal gn€G; ist und nach
derselben Argumentation wie eben ist (gn)¢’ =(ge")n. Damit ist die N-Gruppe
G=Hy(G,) die exakte N-Hiille der partiellen N-Gruppe G,.

(2.7) [Lemma. Die exakte N-Hiille Hy({0}) der trivialen Gruppe G,={0} ist die
N-Gruppe ON={0n/neN}, die N-isomorph zu dem konstanten Unterfastring N,
von N ist.
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Bewegrs. Wir wenden die Konstruktion der exakten N-Hiille (2.5) auf die partielle
N-gruppe G,={0} an. Damit erhalten wir G,={0}, G,=( 3*(0,n))/H,. Wegen
nEN

der Giiltigkeit des ,,Linksdistributivgesetzes* haben alle Elemente g, G, die Form
g, =0n,+0n,+...4+0n, =0(n, +ny+...+n,) = 0n’

und wegen (0n)m=0(nm) fir alle n, mé N ist G, schon eine N-Gruppe. Damit ist
G,=G,=...=G;=... fiir alle i=1, d.h. es ist Hy({0})=G,={On/neN}. Da
On=0 genau dann gilt, wenn n€N,, gibt es einen N-Isomorphismus von Hy({0})
auf N, (als N-Untergruppe von Ny betrachtet).

Hieraus und aus (2) von (2.4) folgt

(2.8) Lemma. Jede N-Gruppe der Form G=O0N ist ein N-homomorphes Bild des
konstanten Unterfastringes N, von N als N-Gruppe betrachtet.

(2.9) Sei insbesondere R ein Ring mit dem Einselement e, und sei G, eine abelsche
Gruppe. Dann ist in der Klasse &, der R-Moduln die exakte R-Hiille G=Hg(G,) =
=Gy R ein unitirer R-Modul, wobei G,R (nach [10]) die Menge aller endlichen
Summen von Elementen der Form g,r, g,€ G,, r€ R bedeutet.

Beweis. Wir wenden die Konstruktion der exakten R-Hiille auf die Klasse
®py aller partiellen R-Moduln an, indem wir jede abelsche Gruppe G, als partiellen
R-Modul betrachten und zusitlich die Identititen

(viii) (g+g)r=gr+g'r, vg.2'€G,.rcR,

und (vi) g+g'=g'+g vg, g’€G, zu fordern haben, falls die Elemente
(g+g)r.gr,g’r in G, definiert sind. (Die Identitit (iii) entfillt trivialer Weise,
da jeder Ring ein nullsymmetrischer Fastring ist). Die freie Summe von abelschen
Gruppen wird wegen (vi) in der Klasse 6,z zur (diskreten) direkten Summe. Damit
erhalten wir eine aufsteigende Folge partieller R-Moduln G,£ G, S G, S ...SG,=...
mit

Gi+l:(Gi$ZE<gIr>)/Hf+ls PERs giGGis gire Gi fur IZO, |!2~---9

wobei hier H;,, jeweils die abelsche Untergruppe ist, die durch alle Elemente der
Form gi(r+s)—gr—gs, (&+&)r—gr—gir, 8(rs)—(gr)s,0r, gie—g;, g0g fiir
alle g;, g/ €G;i r, s€R, und ag€ A, erzeugt wird. Jedes Element g,€G, ist eine end-
liche Summe von Elementen aus G, und der Form g,r mit g,€G,. rcR. Wegen
(viii) ist G; schon ein R-Modul und jedes Element von G, ist eine endliche Summe
von Elementen der Form gor. g,6€G,. rcR. Also gilt Hg(Gy)=G,R.

(2.10) Sei N ein beliebiger (aber fester) Fastring. Dann definiert die Konstruktion
der exakten N-Hiille eine Hiillenoperation auf der Klasse &,y aller partiellen
N-Gruppen.

Nach der Definition einer Hiillenoperation (z. B. [7]) haben wir noch die
Monotonie und die Idempotenz der exakten N-Hiille zu zeigen. Sei G,€®,y,
so folgt aus der Konstruktion sofort die Idempotenz der exakten N-Hiille, d. h.
H-\'(HN(GO))=HN(GD)'

Um die Monotonie zu zeigen, seien A4,, B, partielle N-Gruppen mit A4,< B,.
Sei 4,=4,£...£4,S... die in (2.5) definierte aufsteigende Folge partieller N-
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Gruppen beziiglich der exakten N-Hiille Hy(4,) und sei B,S B,S...E B;< ... eine
zu Hy(B,) gehorende Folge partieller N-Gruppen, wobei die 4, und B, (i=1, 2, ...)
wie in (2.5) definiert sind. Da die Glieder der beiden Folgen induktiv definiert
sind, kann man leicht nachweisen, daB fiir jedes i€{0,1,2,...} 4,£B; gilt und
folglich Hy(A,) S Hy(B,).

(2.11) Satz. Sei G, eine injektive additive Gruppe, und sei N ein beliebiger Fastring.
Dann ist die exakte N-Hiille Hy(G,) eine injektive N-Gruppe.

BEWEIS. Es sei 4 eine N-Untergruppe der N-Gruppe B, und es sei ¢: A4 —~Hy(G,)
ein N-Homomorphismus von 4 in Hy(G,). Dann ist ¢ insbesondere ein Gruppen-
homomorphismus ¢, :(4, +)—~(Hy(G,), +). Auf Grund der Konstruktion Hy(G,)
ist G, eine additive Untergruppe von (Hy(G,), +) und G,=G,(im ¢ eine additive
Untergruppe von G,<(Hy(G,), +). Das vollstindige Original von G;=G,(lim ¢
bei ¢, ist eine additive Untergruppe A,=A,+kero von (4, +) und es ist
Hy(Ag)=A: denn einerseits ist auf Grund der Monotonieeigenschaft des Hiillen-
operators Hy (Hy(Ay) S Hy(A)=A und andererseits ist 4 < Hy(A;), da folgendes
gilt:

Wir betrachten die aufsteigenden Folgen der partiellen N-Gruppen

(%) G,Nime S G,NimeSGNiMme<S...SG,Nime<...
und ihrer vollstindigen Originale bei ¢,

Agt+kero & A, +kergp & As,+kerp &...C€ A, +kerp S...,

die einander eineindeutig zugeordnet sind (auf Grund der Gruppentheorie). Sei
nun a ein beliebiges Element aus 4. Dann gibt es wegen

Hy(G,Nim @) = ) (G,Nim ¢) = Hy(G)Nim ¢ = im ¢
i=0

einen Index i (i€{0,1,2,...}), so daB a@€G;im ¢ ist. Damit ist acA;+ker ¢
und folglich a€ Hy(A,+ker ¢).

Sei nun (B,, +) eine additive Untergruppe von B mit der Eigenschaft, daB
Ag+ker = (By, +) und Hy(B)=B ist. (Eine solche Untergruppe existiert, da
insbesondere B selbst wegen der Idempotenz des Hiillenoperators Hy diese Eigen-
schaften wegen A=Hy(A,+ker 9)S B erfiilit) Da G, eine injektive additive
Gruppe ist, laBt sich der Gruppenhomomorphismus ¢@/A4,+ker @:=@,:4,+
+ker ¢ -G, erweitern zu einem Gruppenhomomorphismus #y:B,—~G,. Wir
definieren nun eine Abbildung n:Hy(B,)~Hy(G,) auf die folgende Art: Sei
B,S B, = B,E...S B;< ... eine Folge partieller N-Gruppen derart, daB Hy(B,) =

=) B;=B ist und fir jedes ic{0,1,2,...} 4;+kerp< B, gilt, wobei die

=0
A;+Kker ¢ die vollstindigen Originale der partiellen N-Gruppen G;(im ¢ der
Folge (%) sind. Sei bcB ein beliebiges Element, dann gibt es einen Index
i€{0,1,2,...}, so daB b=b; ,€B;., ist. Nach der Konstruktion der partiellen
N-Gruppen B; kénnen wir b in der Form b=b,,+b;,,n annehmen, da wir hdchstens
endlich viele solcher Summanden b€ B; und b;n{ B;. b;n€ B;,, haben, wobei die
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Reihenfolge der Summanden eine andere als die angegebene sein kann. Dann
definieren wir:

bn, fiir beB,
by:=1{bp fir bcAd
bi'l'l" - bm'f‘i"(b“n)n fi.il‘ béBi+l\Al‘+l’ "EN fiil‘ l; = 0, I, 2_. A

Analog zu (2.5) kann man nachweisen, daB n ein N-Homomorphismus ist, der auf
der N-Gruppe A mit ¢ zusammenfailit.

(2.12) Da die triviale additive Gruppe {0} stets injektiv ist, folgt aus dem eben
bewiesenen Satz neben (2.2) auch, daB die exakte N-Hiille Hy({0})=0N von {0}
stets eine injektive N-Gruppe ist, d. h. N, ist als N-Gruppe injektiv.

Wir kénnen nun zeigen

(2.13) Satz. Jede abelsche N-Gruppe A iiber einem abelscheen Fastring N kann in
eine injektive N-Gruppe eingebettet werden.

BEwEIS. Zum Beweis benutzen wir die bekannten Sidtze aus der Gruppen-
theorie die besagen, daBl genau die dividierbaren abelschen Gruppen injektiv sind,
und daB jede abelsche Gruppe eine dividierbare abelsche Hiille besitzt.

Sei nun A eine beliebige abelsche N-Gruppe, so gibt es eine injektive abelsche
Gruppe (4, +) die die additive Gruppe (4, +) von A enthilt. Nach (2.10) gilt
fiir die exakten N-Hiillen der beiden additiven Gruppen A< A4, die Inklusion
Hy(A)=A< Hy(A,), und nach (2.11) ist Hy(A,) die gesuchte injektive N-Gruppe,
die die abelsche N-Gruppe A enthilt.

Aus (2.13) folgt

(2.14) Satz. Die in (2.13) erhaltene injektive Erweiterung einer abelschen N-Gruppe
ist eine minimale injektive Erweiterung, die bis auf N-Isomorphie eindeutig bestimmt
ist.

(2.15) Wir erhalten damit insbesondere, daBl in der Varietdt (., aller abelschen
N-Gruppen zu jeder N-Gruppe 4 ¢ ® ,y eine injektive Hiille existiert und man kann
analog den Methoden in [4] zeigen, daB eine minimale injektive Erweiterung einer
N-Gruppe A€G®,y gleich der maximalen wesentlichen Erweiterung (2.16) von
A ist. Dies sei hier ohne Beweis vermerkt.

Zum AbschluB dieser Arbeit sollen noch zwei zur Injektivitit dquivalente
Eigenschaften abelscher N-Gruppen angegeben werden, die entsprechende Eigen-
schaften aus der Theorie der R-ModkIn verallgemeinern.

(2.16) Es sei 4 eine N-Untergruppe der N-Gruppe G iiber einem beliebigen Fastring
N. A heiBt wesentlich in G, oder G eine wesentliche Erweiterung von A, wenn fiir
jeden N-Kern K von G mit KN A=0 stets K=0 folgt.

Offenbar ist jede N-Gruppe G cine wesentliche Erweiterung von sich selbst;
diese heiBt unecht, jede andere echt. Ist insbesondere 4 ein N-Kern von G mit
obiger Eigenschaft, so heiit 4 grof in G [15]. Sind N ein Ring und 4, G
R-Moduln, so erhalten wir die iibliche Definition einer wesentlichen Erweiterung
fiir R-Moduln.
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(2.17) Lemma. In jeder echten Erweiterung E einer N-Gruppe G gibt es einen N-Kern
K mit GNK=0, so daf E/K>(G+K)/K=yG eine wesentliche Erweiterung von
G 15k

BEwels. Sei E eine echte Erweiterung der N-Gruppe G. Die Menge der N-
Kerne K;(i€l) von E mit K;(1G=0 ist durch Inklusion induktiv geordnet. Sie
besitzt somit nach dem Zornschen Lemma ein maximales Element K. Wir betrach-
ten die Faktor-N-Gruppe E/K. Sei H/K ein beliebiger echter Faktor-N-Kern (wie in
(1.21) definiert) von E/K mit H/KMN(G+K)/K=0. Das bedeutet aber EDH2K
und HNG=0. Da K ein maximaler N-Kern von E beziiglich der Eigenschaft
KMNG=0 war, muB H=K sein, also H/K=0.

(2.18) Lemma. Sei G eine injektive N-Gruppe. Dann ist jeder N-Retrakt H von
G injektiv.

Bewers. Sei H ein N-Retrakt von G mit der N-Retraktion ¢:G—~H und dem
N-Homomorphismus u: H—-G mit pup=idy,. Ferner sei 4 eine beliebige N-Unter-
gruppe der N-Grupe B, und @:A4—~H sei ein beliebiger N-Homomorphismus
von A in H. Dann ist n=@u:4-+G ein N-Homomorphismus von A4 in G, der
auf Grund der Voraussetzung zu einem N-Homomorphismus n’: B—~G erweitert
werden kann. Dann ist n'g:B—~H eine Erweiterung des N-Homomorphismus
¢: A—H, denn fiir alle acA ist

a(n’ o) = a(pp)e = (ap)(ug) = ag.

(2.19) Satz. Fiir eine abelsche N-Gruppe G aus der Varietdt aller abelschen N-Gruppen
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) G ist eine injektive N-Gruppe.

(b) Sei E eine Erweiterung von G, dann ist G ein N-Retrakt von E.

(c) G besitzt keine echte wesentliche Erweiterung.

BEwEIs. (a)=>(b): Sei E eine beliebige Erweiterung von G, d. h. G ist eine N-
Untergruppe von E. Da G injektiv ist, gibt es insbesondere zu der identischen Ab-
bildung id; von G eine Erweiterung n: E—~G, die wegen n;=id; ein N-Epimorphis-
mus ist.

(b)=(c): G sei nun N-Retrakt einer beliebigen echten Erweiterung E von G.
Dann besitzt £ nach (1.19) eine eindeutige Summendarstellung E=G+K mit
K G={0}, wobei K als normales Komplement von G in E ein N-Kern von E
ist. Da ESG vorausgesetzt ist, folgt K={0}. Also gilt (c).

(c)=>(a): Sei E eine beliebige Erweiterung der N-Gruppe G. Dann ist nach
(2.17) mit der dortigen Symbolik E/K eine wesentliche Erweiterung von G. Da G
nach Voraussetzung keine echte wesentliche Erweiterung besitzt, ist £/K=yG und
folglich G ein N-Retrakt von E. Dies gilt insbesondere auch fiir eine injektive Er-
weiterung £ von G. Als N-Retrakt einer injektiven N-Gruppe E ist G nach (2.18)
selbst injektiv.
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