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Novoe dokazatel~stvo teoremy fon Ne$imana

A. NAGEL (Budapext)

Sledu�wa� teorema horoxo izvestna:

Teorema 1. Pust~ (G, · ) l�ba� kommutativna� polugruppa.
Togda suxestvuet invariantnoe srednee Φ na L∞(G), t.e.

(1) Φ line$iny$i funkcional na L∞(G).
(2) Dl� l�bogo f ≥ 0, f ∈ L∞(G), vypoln�ets� Φ(f) ≥ 0.
(3) Φ(1) = 1.
(4) Φ(Taf) = Φ(f) dl� l�byh f ∈ L∞(G) i a ∈ G.

Teorema 1. dl� grupp po�vilas~ u fon Ne$imana [6], a dl� polu-
grupp u D�� [1]. Zdes~ my daem novoe dokazatel~stvo.

Opredelenie 2. Pust~ X — l�boe, nepustoe mno�estvo. Pust~,
dalee, L∞(X) — mno�estvo vseh ograniqennyh de$istvitel~no-
znaqnyh funkci$i na X. Srednee Φ na L∞(X) est~ vewestvenny$i
line$iny$i funkcional na L∞(X), oblada�wi$i tem sbo$istvom, qto

(∗) inf{f(x) : x ∈ X} ≤ Φ(f) ≤ sup{f(x) : x ∈ X}, f ∈ L∞(X).

Zameqanie 3. Zametim, qto svo$istvo (∗) imeet mesto togda i
tol~ko togda, kogda

(∗∗) Φ(f) ≥ 0 pri f ≥ 0 i f ∈ L∞(X) i Φ(1) = 1.

Opredelenie 4. Pust~ (G,+) kommutativna� polugruppa. Dl�
a ∈ G i f ∈ L∞(G) opredelim Taf ravenstvom

(Taf)(x) := f(a + x) dl� x ∈ G.

Invariantnoe srednee Φ na L∞(G) est~ takoe srednee, qto
Φ(Taf) = Φ(f) dl� l�byh f ∈ L∞(G) i a ∈ G. Dl� ka�dogo



72 A. Nagel

f ∈ L∞(G) polo�im S(f) := sup
G

f . Oqevidno, S — polo�itel~no

odnorodny$i i vypukly$i funkcional, t.e.

(∗ ∗ ∗) S(λ · f) = λ · S(f) dl� l�byh λ ≥ 0 i f ∈ L∞(G).

(∗ ∗ ∗∗) S(f + g) ≤ S(f) + S(g) dl� l�byh f, g ∈ L∞(G).

Ots�da sleduet, qto S ◦ Ta : L∞(G) → R to�e polo�itel~no
odnorodny$i i vypukly$i funkcional. Dalee, (S ◦ Ta)(f) ≤ S(f).
Pust~ V (G) := {(a1, a2, . . . , an) : ai ∈ G, n ∈ N}, a := (a1, a2, . . . , an).
Pri a, b ∈ V (G), pust~ a⊕ b := (a1 + b1, . . . , an + bn). Takim obrazom,
a⊕ b ∈ V (G).

Rassmotrim �lement a ∈ V (G). Dl� ka�dogo f ∈ L∞(G) polo-
�im

(i) (Taf)(x) :=
1
n

n∑

i=1

(Taif)(x) =
1
n

n∑

i=1

f(ai + x) dl� x ∈ G,

t.e. Ta := 1
n

∑n
i=1 Tai . Togda �sno, qto S ◦ Ta : L∞(G) → R to�e

polo�itel~no odnorodny$i i vypukly$i funkcional. Dalee,
(S ◦ Ta)(f) ≤ S(f).

Teper~ my pere$idëm k novomu dokazatel~stvu: Dl� f ∈ L∞(G)
pust~ p(f) := inf

{
(S ◦ Ta)(f) : a ∈ V (G)

}
. Poka�em snaqala, qto p

obladaet sledu�wimi svo$istvami:
(a) p polo�itel~no odnorodny$i i
(b) vypukly$i funkcional.
(c) Esli f ≥ 0, to p(f) ≥ 0, i esli f ≤ 0, to p(f) ≤ 0.
(d) p(1) = 1 i p(−1) = −1.
(e) Dl� l�bogo a ∈ G imeet mesto p(f − Taf) ≤ 0 i

p(Taf − f) ≤ 0.
(a) �to neposredstvenno sleduet iz opredeleni� 4, tak kak

S ◦ Ta �vl�ets� polo�itel~no odnorodnym funkcionalom.
(b) Pust~ f, g oboznaqa�t l�bye funkcii iz L∞(G), a ε —

proizvol~noe polo�itel~noe qislo. Togda na$iduts� takie �le-
menty a, b ∈ V (G), qto

(S ◦ Ta)(f) < p(f) + ε/2 i (S ◦ Tb)(g) < p(g) + ε/2.

Polo�im c := a ⊕ b. �sno, qto c ∈ V (G) i Tc := Ta⊕b = Ta ◦ Tb =
Tb ◦ Ta.

Sledovatel~no, p(f +g) ≤ (S ◦Tc)(f +g) ≤ S ◦Tc(f)+(S ◦Tc)(g) =
S(Tcf) + S(Tcg) = S(Tb(Taf)) + S(Ta(Tbg)) ≤ S(Taf) + S(Tbg) < p(f) +
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p(g)+ε/2+ε/2 = p(f)+p(g)+ε. Takim obrazom, p(f +g) < p(f)+p(g)
dl� l�byh f, g ∈ L∞(G).

(c) Oqevidno.

(d) Oqevidno.

(e) Pust~ a ∈ G, i n ∈ N — proizvol~noe natural~noe qislo.
Rassmotrim teper~ �lement an := (a, 2a, 3a, . . . , n · a).

Primeni�� (i), my poluqim

Tan(f − Taf) =
1
n

n∑

i=1

Tia(f − Taf) =
1
n

n∑

i=1

(Tiaf − T(i+1)af) =

=
1
n

(Taf − T(n+1)af) dl� l�bogo n ∈ N.

Oqevidno, suwestvuet takoe qislo K < +∞, qto |Taf −T(n+1)af | ≤
K. Ots�da sleduet, qto Tan(f − Taf) → 0. Sledovatel~no, p(f −
Taf) ≤ 0. Analogiqno sleduet qto, p(Taf − f) ≤ 0 dl� ka�dogo
a ∈ G.

Soglasno teoreme Hana–Banaha, suwestvuet line$iny$i funk-
cional Φ na L∞(G) tako$i, qto

Φ(f) ≤ p(f) dl� l�bogo f ∈ L∞(G) i Φ|{0} = 0.

Doka�em, qto Φ udovletvor�et sootnoxeni�m (1), (2), (3) i (4).
V samom dele,

(1) Oqevidno.

(2) Dl� l�bogo f ∈ L∞(G) imeem Φ(f) ≤ p(f).
Takim obrazom, Φ(−f) ≤ p(−f) i −Φ(f) ≤ p(−f). Po�tomu −p(−f)
≤ Φ(f) ≤ p(f). Esli f ≥ 0, to p(−f) ≤ 0, po�tomu Φ(f) ≥ 0.
Analogiqno sleduet, qto Φ(f) ≤ 0 dl� f ≤ 0.

(3) Tak kak −p(−1) ≤ Φ(1) ≤ p(1), vypoln�ets� neravenstvo
1 ≤ Φ(1) ≤ 1, t.e. Φ(1) = 1.

(4) Pust~ a ∈ G i f ∈ L∞(G). Togda Φ(f−Taf) ≤ p(f−Taf) ≤ 0.
Tak kak Φ line$iny$i, po�tomu Φ(f) ≤ Φ(Taf). Soverxenno ana-
logiqno sleduet, qto Φ(f) ≥ Φ(Taf). Ots�da pr�mo vytekaet in-
variantnost~ Φ. Itak, teorema 1 polnost~� dokazana. ¤
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