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р—изом етрические представления и  
редукдия ослабленной проблемы  Б ернсаида

В.И . СУШ АН СКИ Й  (Киев)

Введение

Как известно (см. напр. [1]), так называемая ослабленная проб- 
лема Б ернсайда J5'(r,m ) может быть сформулирована следующим 
образом:

Конечно ли число конечных групп данного периода m  c дан- 
ным числом порождающих алементов г ?

Доказанные в работе Ф .ХО Л Л А и Г.ХИГМ ЕНА [2] редукционные 
теоремы позволяют, учиты вая классификацию конечных простых 
групп, свести эту  задачу к случаю  примарной экспоненты, т.е. 
наибольш ий интерес представляет проблема B '(r,p0 ), где p— прос- 
тое число. П роблема B  (r,p) решена А.И .КОСТРИ КИНЫ М  [3], [4], 
получивпшм свой результат как следствие из найденного им реш- 
ения соответствующ их проблем теории лиевых колец. При a > 1 
применеыие методов теории колец Л и и вычислений c коммута- 
торами в свободных группах пока успеха не имело1. B связи c 
этим естественной представляется зада.ча поиска других путей 
и подходов к решению проблемы B '( r ,p 0). B настоящей работе 
описывается один из возможных новых подходов к ee решению, oc- 
новывающийся на понятии р-изометрического представления фи- 
нитно аппроксимируемых р-групп, т.е. представления их изомет- 
риями метрического пространства Zp кольца целых р-адических 
чисел c естественной метрикой. Поскольку проблема B '(r ,m ) эк- 
вивалентна вопросу o конечности финитно аппроксимируемых 
групп экспоненты m  c г порождающими, ee решение при m —

1IIpnMeMaHHe при корректуре: П роблема В '(г }ра ) решена E. И. З Е Л ь М А Н О В Ы М ^  
в 1989 г. методами теории полеу Ли. П оиск теоретико-группового решения 
остается актуальной задачей.
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ра сводится к рассмотрению подгрупп группы изометрий прос- 
транства Zp, порожденных изометриями специального вида. Oc- 
новными результатами работы  являю тся теоремы 5.1 (случай p >
2) и 5.2 (случай p =  2), в которых утверж дается, что проблема 
В \ г , р а) реш ается положительно для всех a , r  G N i тогда и только 
тогда, когда лю бая бесконечная подгруппа группы изометрий 
пространства Zp, порожденная двумя изометриями специального 
вида, имеет неограниченную экспоненту. При доказательстве этих 
утверждений существенно используется конкретное (т.н. присоеди- 
ненное) представление финитно аппроксимируемых р-групп изо- 
метриями пространства Zp.

§1. Силовская р-подгруппа группы изометрий 
метрического пространства целых р—адических чисел.

П усть Zp—м етрическоепространство кольца Zp целых р-ади- 
ческих чисел c естественной метрикой, которая, как известно [5], 
может быть o пределена равенством

/ І \ ѵр(*-у)
р(х іУ)={~)>

где vp(t) — р-адический показатель числа t G Zp, т.е. такое наи- 
меньшее натуральное число n, что t = PnUi U— делитель единицы 
кольца Zp. Если числа x и y представлены в канонической записи: 
X =  XiX2 . . .  , y =  У1 У2 • • • (^йУі £ { 0 , l , . . . , p -  1}), то расстояние 
между ними определяется длиной их общего начала, т.е. p(x,y)  =
^ j  тогда и только тогда, когда x, =  y, при i = l , 2 , . . . , n ,  но

хп+і ф Уп+і- М етрика p задает на пространстве Zp семейство 
{~k}keN  отношений эквивалентности, определяемых для любого 
к G N  условием

X ~fc y <=ï p(x, y)  < Q̂ (x ,

Понятно, что биективное преобразование u множества Zp будет 
изометрией пространства Zp на себя тогда и только тогда, когда 
оно сохраняет все отношения еквивалентности ~*, к G N .  Ин- 
аче говоря, разбиения пространства Zp на классы эквивалент- 
ностей ~*, к G N i и только они будут системами импримитивности 
группы Is Zp всех изометрий пространства Zp на себя, а  сама эта
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группа будет максимальной подгруппой симметрической группы 
S (Z p) c такими областями импримитивности. Согласно опреде- 
лению сплетения по последовательности групп подстановок, отсю- 
да  сразу же получаем (см. также [6], [7]):

Предложение 1 .1 . Грутьпа Is Zp изометрий метрического npoc- 
транстѳа кольца целых р-адических чисел c естественной M e m p u -  

кой изоморфна (как группа преобразований) сплетению .г5р*^ no no- 
следоѳателъности симметрических групп степепей p.

При этом каж дая из симметрических групп Spi  ̂ (i =  1, 2 , . . .  ) 
действует на множестве цифр {0 , l , . . . , p -  1}, которое мы отож- 
дествим c полем Fp вычетов по модулю p. Элементы группы Is Zp 
удобно представлять бесконечными наборами вида

(1) u = [сгь а 2(жі),сгз(жі,а^),.--Ь

где сгі G S p , 0 i ( x i , . . . , X i - i )  G SppX 'xFp — функция, опреде- 
ленная на декартовом произведении Fp x • • • x Fp (i — 1 раз) co 
значениями в Sp (i >  2). Действие набора ( 1) на число t = *1*2*3 . . .  
определяется равенством

(2) i e = t J l i J ,(,i)iJ

С ледуя [6], наборы вида (1) будем называть таблицами. Группа 
IsZp является, очевидно, проконечной. Поэтому можно говорить o 
ee силовских р-подгруппах, которые все между собой сопряжены 
[8]. Поскольку силовская р~подгруппа симметрической группы 
Sp степени p является циклической порядка p, из предложения 1.1 
сразу  же получаем следующее утверждение [6], [9].

Предложение 1.2. Силоѳская р-подгруппа группы Is Zp изоморф- 
na сплетению г^ С ^  no последоѳателъности Cpl \  Ср2\  . . .  цикличес- 
ких групп степеней p.

Отождествим каждую из циклических групп Cp^ степени p c 
группой сдвигов x ^  x + a элементов поля Fp, и будем обозначать 
групповую операцию в ней символом +  . Тогда каждому элементу
сплетения г Cpt  ̂ взаимооднозначно сопоставляется таблица вида i=l

( 3 )  u  =  [ a i , a 2 ( x j ) , a 3 ( x ! , x 2 ) , . . . ] ,

где G1 G Fp, a i (x i , . . . ,X j_ i )  — функция от (г — l ) - r o  переменного 
над полем Fp. Согласно равенству (2) при такой форме записи



172 В.И . Сущанский

таблица (3) изменяет гс-тую цифру числа t =  ^ t 2 --* € Zp сле- 
дующим образом

(4) ( tu)n = t n  + an( i i , i2 , - - - , in - i ) -

Легко проверяется, что если изометрии u,v  заданы своими табли- 
цами [а і , а2(я і) ,а 3( х і , я 2)ѵ-]> [61, 62(21) , 63(^1, 22)>-*.] соответствен- 
но, то, учиты вая равенство (4), произведению этих изометрий 
будет соответствовать таблица

(5) [аі+Ъі,а2{хі) + Ъ2 (хі  +  a i ) , a 3(x i , x 2) +  63(xi + a u x 2 + a2(x i )) , . ' . . j

Тождественному преобразованию  соответствует при этом табли- 
ца [0,0,0 , . . .  ], a  обратной к (3) будет таблица

(6) [ - a u - a 2(x 1 — O1), - a z ( x i  - а и х 2 -  а2(хг - a i ) ) , . . .  ]

П оскольку лю бая функция a(xі , х 2, . . . , х п) от n переменных над 
полем Fp однозначно представляется редуцированным многочле- 
ном, то есть элементом фактор-кольца Fp[x\ , . .  », т п] / / ,  где I  — 
идеал, порожденный многочленами х \  — х \ , . . . ,  хѵп — х п, можно счи- 
тать , что координатами таблиц вида (3) являю тся редуцирован- 
ные многочлены.

С реди всех силовских р-подгрупп группы IsZ p естественно 
вы деляется та, элементы которой представляю тся таблицами ви- 
д а  (3 ); лю бая другая  силовская р-подгруппа сопряжена c ней c 
помощью какой-то таблицы вида ( 1).

Опредеяение L  Силовскую р-подгруппу группы IsZ p, изомет- 
рии из которой представимы таблицами (3) c действием на ѳле- 
менты Zp, задаваемым равенством (4), будем называть главной 
силовской р-подгруппой группы IsZ p и обозначать P (Z p).

Понятно, что выбор главной силовской р—подгруппы зависит 
от фиксации изоморфных представДений групп Cpt  ̂ сдвигами x ~> 
X + a  поля Fp. Д алее, говоря o главной силовской р-подгруппе 
группы IsZ p, будем предполагать, что все такие представления 
фршсированны.

Будем обозначать таблицы, соответствующ ие изометриям, 
теми же символами, что и сами изометрии. Применяя таблич- 
ные представления, удобно употреблять следующие сокращения. 
Н ачало длины n числа х =  х \ х 2 ••• E Zp будем обозначать xn , a  
начальный отрезок длины n таблицы u E IsZ p — через u n. n - тую 
координату таблицы u обозначим сймволом [и]п ; согласно выше- 
сказанному, [u]n — p едуцированный многочлен от n — 1 перемен- 
ных х \ , х 2, . . . ,  хп_ і . При любом n все начальные отрезки длины n 
таблиц из P (Z p) образую т группу, которая изоморфна п-кратном у
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^ л(І) irj __сплетению г С р =  Pn циклических групп степени p, то есть явля-
етея силовской р-подгруппой симметрической группы степени рп 
[10]. О тображение ^ n : u n ^  un_i (отбрасывание последней ко- 
ординаты  укороченных таблиц) является для произвольного на- 
турального n гомоморфизмом Pn на Pn- 1, a  группа P(Zp) — пре- 
дельной группой обратного спектра {Pn,y>n}neiv- У читы вая это, 
имеем

Предложение 1.3. Силовская р-подгруппа группы изометрий 
пространстѳа Zp изоморфна пределъной группе обратпого спектра 
силоѳских р-подгрупп симметрических групп стпепеней pn, n G N ,  
отѳечающего естестѳенним гомоморфизмам болъших силоѳсхих p 
-подгрупп на менъшие.

Это предложение позволяет использовать при исследовании 
строения силовской р-подгруппы P (Z p) результады и подходы, 
развиты е JI.A . КАЛУЖНИНЫМ [10] при изучении силовских р-под- 
групп симметрических групп степеней рп (см.также [6]).

Д ля любых u G P(Zp)1 X G Zp при произвольном n G N  опре- 
делим действие ип на х пі полагая х„п =  (хи)п , т.е. (хи)п —начало 
длины n числа х и . У читы вая принятые сокращения и отдельно 
полагая для любой таблицы вида (3) а((х0) — a,i, запишем в сок- 
ращенном виде равенства для нахождения координат таблиц (5 ) 
и (6 ):

(7) [uu]n =  a „ ( ï „ _ i )  +  bn(x"lV ),

(8) [U- 1In =  -O (^ " !-!1),

Соотношения (7), (8 ) позволяют сводить вычисления в группе 
P (Z p) к преобразованиям в алгебре редуцированных многочленов. 
У читы вая эти  соотношения, легко проверяется, что имеют место 
следующие равенства для нахождеыия координат трансформы U v 1 
ком м утатора (u, v) и ^-той степени таблицы u.

Лемма 1.1. Д л я  произѳольных таблиц U 1V G P (Z p) c коорди- 
натами an(x n- 1) u bn(xn~ i) соотѳетстѳенно ѳытьолнеиы следующие 
соотношеиия:

(9) a) { u 4 n = - K ( * t y + * J t S ' ) + b J x S ' ' ' 1) ;

(10) S) |(u ,o)]„ =  -  a„(* n -" i ')  -  4» (г«"-Ѵ’— )  +
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f - UZ - l Vn-l\,L — ° n - l ü n - l “ n - l \  .+  a n l x n_j 1 +  on I ^ n—1 I )

( U ) 8;  H n = E 0" ( 1 .- '- '
fc=0 '

Аналогичные равенства можно выписать и для других элементар- 
ных выражений c таблицами.

Глубиной неединичной таблицы назовем наибольшее число 
нулевых координат, стоящих в ee начале; глубина единичной таб- 
лицы полагается равной oo. Глубину таблицы u G P (Z p) обоз- 
начим гл (u).

Лемма 1.2. Д л я  тьроизволъных таблиц г/, v G P ( Z p) ѳыполняются 
соотношения

a) гл . (иѵ) =  гл.(и) ;
b) г n.(u,v) > т іп{гл .(и ), гл.(и)} +  1 ; 
v) гл.(ггр) > гл.(и) +  1 .

H a самом деле утверждения a), б) леммы 1.2 справедливы для 
сплетений по последовательности абелевых групп. Из соотноше- 
ния a) следует, что все таблицы грубины > k образую т при любом 
k G N  нормальный делитель группы P (Z p).

§2 . Присоединенное представление.

Пусть G — некоторая группа. Убываюшую цепочку
(12) G =  G0 > G1 > G2 > . . .
нормальных подгрупп группы G назовем р-рядом , если выполнены 
условия

1) [Gi-.Gi+i]=p(t = 0 , l , 2, . . . )
OO

2 ) p |G ,  =  {1}
I =  1

H a любой группе G, имеющей р -р я д  подгрупп естественно вводит- 
cя  неархимедова метрика, согласованная c групповой операцией. 
Таковой будет функция p(x,y), определяемая для произвольних 
х і У £ G условием

( 1 3 )  p ( x , y ) = Q )  <t=>xy-'eGnX y - 1 ^ G n + ! .



р-изом етрические представления и редукция 175

Лю бой гомоморфизм группы G в IsZ jn т.е. представление G 
изометриями пространства Zp, будем кратко называть р-изом ет- 
рическим представлением G . Hac интересуют р-изометрические 
представления финитно аппроксимируемых р-групп, при которых 
образ иредставляемой группы содержится в главной силовской p -  
подгруппе группы IsZ p. Ниже описывается эффективный способ 
построения точных р-изометрических представлений для произ- 
вольных групп c р-рядам и , анонсированный нами в [11].

~ OO
Пусть G— произвольная группа c р-рядом  ( 12) и G =  П  G/G{.

i=l
H a множестве G определим метрику p, полагая для любых двух 

влементов x = (хь ж2, . . . ) , у  =  (уь у2, . . . )  G =  (± )  в том
и только в том случае, когда X{ =  y,- (г =  l ,2, . . . fc ) ,  я*+і 7̂  Ук+\- 
B метрическом пространстве (G,p) выделим подпространство G, 
состоящее из всевозможных последовательностей ( z i ,^ 2>---) та- 
ких, что Xi D Xi+i для всех г E N .

Л емма 2.1. Метрическое пространстѳо ( G , p )  изометрично 
пространстѳу Zp .

ДоКАЗАТЕЛЬСТВО.Для каждого i E N  фиксируем систему
представителей Tj =  { t ^  | k =  1___ ,p} классов смежности группы
G i - 1 по подгруппе Gj так, чтобы представителем класса смеж- 
ности Gj был единичный элемент. По этому набору представите- 
лей при любом n G N  однозначно определяется система пред- 
ставителей классов смежности группы G по подгруппе Gn. A 
именно, индукцией по n легко убедиться, что множество элемен-
тов вида 4 4 r ^ * * * 4 ? ,  ^i? ^ ^»’  ̂ — *̂ — Pi ^удет полной сис- 
темой представителей группы G по подгруппе Gn . Т ак выбран- 
ная система представителей обладает свойством проекционности 
в том смысле, что класс смежности x группы G по подгруппе 
Gn- I  содержит некоторый класс смежности y группы G по под- 
группе Gn липп> тогда, когда для некоторого набора t{ G Tj (i =
l , 2 , . . . , n )  имеем x = Gn_i<n_ i . . . f i ,  y =  Gní ní n- i . . . í i .  Поэтому 
любой последовательности я =  (x i , x2, . . . )  G G взаимооднозначно 
соответствует бесконечная последовательность t \ t 213 . . .  предста- 
вителей классов смежности G по подгруппам Gn такая, что х п = 
G nt n . . .  ii ,  n G ІѴ. Определим теперь при каждом i G ІѴ некоторую 
нумерацию Tj множества Tj элементами 0 , l , . . . , p -  1 поля Fp и 
положим

(14) т(я) =  Гі(*і)т2(<2) - . .  , l 6 G
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где *I^2 . . . — последовательность представителей, соответствую - 
щая элементу x. Отображение r  : x ^  r (x ) ,x  E G является изоме- 
трией пространства G на Zp, поскольку оно биективно и для любых 
двух элементов x ,y  E Gr их начала длины k совпадаю т тогда и 
только тогда, когда числа r{x)  и r(y) также имеют общее начало 
длины k, т.е. т сохраняет метрику.

Понятно, что изометрия r ,  определенная равенством (14), за- 
висит от вы бора системы представителей T =  U Tf и набора ну-

i6iV
мераций ( r ,, i  E ІѴ). B нижеследующих рассуждениях конкрет- 
ный выбор множеств Tf и нумераций т, не итрает роли, однако, 
он предполагается фиксированным. Будем назы вать изометрию r  
нумерацией множества G.

Определим действие группы G на пространстве G равенством

(15) X 9 =  ( æ i  - g ,x 2 -y , . . . ) ,o :  =  ( x 1 , x 2 , . . . )  €  G, y E G.

Д ействие (15) определено корректно, т.к. для всех i E N  под- 
множество Xi • g одновременно c X{ является классом смежности по 
подгруппе Gf, причем из xf D x f+1 следует xfy D х І+іу. Тем самым 
при заданной нумерации r  корректно определено действие группы 
G на пространстве Zp , задаваемое равенством

(16) a9 = r ( r - 1(a)s ), a e Z p ,  j 6 G, 

где т определено равенством (14).

Л емма 2 .2 .. Отображение ^ g : a ^> a9 (a E Zp), где ад опре- 
деленно равенством (16), является для любого элемента g E G 
изометрией пространства Zp на себя.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно проверить, что изометрией про- 
странства G является при любом g E G отображение x ^  x 9, 
x E G. A это непосредственно следует из определения действия 
группы G на множестве G согласно равенству (15).

Теорема 2 .1 . Пусть G —группа c р-рядом  (12). Отображение 
Ф : G ^  IsZ p, определяемое равенством Ф(у) =  7^, g E G, является  
для Аюбой нумерации r  нетьрерыѳнъш u открытым ѳложением груп- 
nu  G & метрикойу определяемой раѳенством (13), ѳ грутьпу Is Zp c 
естественной метрикой .

ДоКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку, по лемме 2.2, преобразование 
7g является для любого g E G изометрией пространства Zp, ото- 
бражене Ф задано корректно. Для произвольного числа a E Zp и
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любых элементов g1 ,g 2 E G имеем j 9і92(а) = oS9l92^ = r ( r  г(а)9192), 
а 7*i7*a(<0 = (a91)92 =  т(т-\т((т-1(а))9') ) 92 = r ( ( ( r - ' ( a ) ) 9' ) 92).
Пусть т _ 1(а) =  ( х і , х 2, . . . ) '  B силу ассоциативности умножения в 
G для любого n E ІѴ имеем хп(0ш )  =  (xn<7i)#2- С ледовательно, 
( r -* (a ) ) ^ 2 =  ((т~1(а))9' ) 92. Поэтому J9l92 =  J91J 92 для всех уь у2 G 
G и отображение Ф —гомоморфизм.

Произвольный неединичный елемент g E G не содерж ится при 
некотором k в подгруппе G* и поэтому он нетривиально действует 
на последовательность x = ( х \ , х2, . . .  ) E G такую, что х* =  G*. 
И так, Ф — мономорфизм.

Д алее, равенство p(g1 ,g2 ) =  ( ” )  , g i,g 2 € G, означает, что
g i , g2 содерж атся в одном классе смежности группы G по под- 
группе Gk и в разных классах смежности по подгруппе G*+i. По- 
этому для образов x 91 и x 92 произвольной точки x E G в силу 
нормальности подгрупп р -р я д а  ( 12) выполнено соотношение p(x91,

x 92) < ^p^ , причем равенство достигается. Поскольку естествен- 
ная метрика в группе Is Zp определяется соотношением

(17) p(u, t>)=maxp(£u,£v), u , v E l s Z p ,
teZp

то для произвольных gx,g2 E G имеем р(дх, д2) =  p ( jgi, J92 ) = p(^(9i ) ,  
Ф(#2)), т.е. отображение Ф сохраняет метрику (17) и, следова- 
тельно, является непрерывным и открытым. Теорема доказана.

И так, лю бая р-группа, обладаю щ ая р-рядом, имеет точное p- 
изометрическое представление. Построенное в теореме 2.1 пред- 
ставление гр назовем присоедиыенным представлением группы G, 
соответствующ им р-ряду ( 12).

Замечание. Можно проверить, что присоединенное представ- 
ление подобно ограничению на группу G регулярного представле- 
ния пополнения группы G в топологии, определяемой рядом ( 12). 
Мы вы брали приведенное выше описание в силу его конструк- 
тивности. Факт существования таких представлений, учиты вая 
предложение 1 .2 , следует также из результатов [6].

По произвольной биекции r  множества X  на множество Y  оп- 
ределим отображение r ' : S ( X )  ^> S(Y) ,  полагая как и в равенстве
(16) для любой подстановки n E S ( X )  :

(т'тг )(y ) =  т(т ~ \у )ж G

О тображение т1 является изоморфизмом, т.е. для любой подгруп- 
пы G < S ( X )  ee образ г '(С )-подгруппа в S ( Y ) , и можно рассм ат-
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ривать ограничение T t на G1 которое будем обозначать тем же 
символом.

Лемма 2.3. Д л я  произѳолъной сѵловскойр-подгруппъі T  группы 
IsG  сущестѳует такая нумерация r  простпранстпва G, чтпо Tt(T) -  
главная силовсхая р-подгруппа группы Is Zp.

Д оКАЗАТЕЛ ЬСТВО . Пусть Т -произвольная силовская p -под- 
группа группы Is G, Р -гл ав н а я  силовскал р-подгруппа в Is Zp. Вы- 
берем сначала произвольную нумерацию p : G ^  Zp и пусть 
S  =  (p ')~l (V).  Подгруппы S  и T  сопряжены в IsG, т.е. существует 
изометрия a E IsG  такая что aTcг“ 1 =  S. П онятно,2£ТО отображе- 
ние pa  также является нумерацией пространства G, причем для 
произвольной подстановки тт E T  преобразование (раУ(тг) дейст- 
вует на произвольный элемент y E Zp следующим образом

{(p<r)'(v) ) (y )  =  na(ar-l ß - l ( y Y )  р { р ~ 1( у У ж” *)»

т.е. содержится в V  по определению подгруппы S. Следовательно, 
(ap) '(T) = V 1 т.е. т = ap  и лемма доказана.

Отметим следующие свойства присоединенного р-изометри- 
ческого представления.

Теорема 2.2. Пустпъ Ф : G ^  ls Z p -присоединенное р-изометри-  
чесхое представление группи G c выделенным р-рядом  (12). Тогда
1) npu надлеясащем выборе нумерации т образ гр(G) группы G содер- 
оісится ѳ глаѳной силоѳскойр-подгруппе группы Is Zpi
2) если g E Gk1 g ¢. G*+1, mo ѳ точности перѳые k координат таб- 
лицы ф(д) нулеѳые;
3) для любого g E G редуцироѳанные многочлены, яѳляющиеся xoop- 
динатами ф(д)1 либо нулевые, либо ne имеют нулей.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1) У читы вая лемму 2.3, достаточно убе- 
диться, что образ группы G при ee действии на пространстве 
G согласно равенству (15) содержится в некоторой силовской p- 
подгруппе группы IsZ p. A это следует из того, что группа G 
погруж ается в предельную группу обратного спектра 
{G IGk1 фк )keN где y>k • G/Gk ^  G /G k- i  ~ естественные эпи- 
морфизмы, которая содержится в предельной группе обратного 
спектра силовских р-подгрупп симметрических групп степеней Pk 1 
поскольку для любого k E N  G/Gk  является р-группой.

2) Пусть g E Gk1 g & Gk+i- Тогда равенство Gig = G1 вы- 
полнено в том и только в том случае, когда i < k. Поэтому для 
произвольного класса смежности X{ =  G,*v имеем X{g = G{vg =
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vG{g =  vGi =  X1 при i < k и x,# ^  x, при г > fc. С ледовательно, 
первые k координат любой последовательности x =  (х і ,х 2, . . .  ) не 
изменяю тся под действием элемента g G G , причем сущ ествую т 
последоватеьности, k +  1-я координата которых изменяется под 
действием g . Поэтому в точности k первых координат таблицы 
ф(д) являю тся нулевыми.

3) Пусть g G Gf -  произвольный элемент, причем g G G k1 
g G Gf*+!. Тогда согласно n.2), первые k координат ф(д) нулевые, 
a (k + 1)-я не равна тождественно нулю. Предположим, что при 
некотором ^, £ > fc, ^-тая координата таблицы ф(д) имеет нуль, т.е. 
сущ ествует такое p -адическое число O1O2 . . . ,  что [ф(д)]і (a*, а2, . . . ,  
a t - 1) =  0. Согласно определению представления ф , это означает, 
что для класса смежности xt  =  т “ 1 (а\ . . .  a t - i t t )  выполнено равен- 
ство xt g = xt .  Пусть Xt =  Gt * ^. Выписанное равенство оз- 
начает, что для любого элемента a G x/ найдется такой элемент 
a ', для которого справедливо соотношение avg =  a't;. О тсю да 
g =  v~ l a~1a,v G G* в силу нормальности. Ho тогда первые / 
координат таблицы ф(д) нулевые, что противоречит ee выбору. 
Теорема доказана.

Следствие. Любую конечнопорожденную группу, аппроксимиру- 
емую конечнымир-группами, молсно изоморфно погрузитъ ѳ глаѳпую 
силовскую р-подгруппу группы I 3Zp.

ДЕЙСТВИТЕЛЬНО, такая группа G не более чем счетная, а  по- 
этому обладает р-рядом подгрупп и, следовательно, для нее cy- 
щ ествует точное р-изометрическое представление ф , для которого 
Vj(G) C V (Z p). При этом для элементов образа Vj(G) выполнены 
условия 2), 3) из теоремы 2.2.

3. Вложение 2-порожденных групп в Is Zp

Согласно следствию из теоремы 2.2 аппроксимируемые конеч- 
ными р-группами 2-порожденные группы изоморфно погруж аю тся 
в главную  силовскую р-подгруппу V (Z p) группы I 3Zp . Рассмот- 
рим такие вложения в случае, когда один из порождающих имеет 
порядок p.

Пусть Zpn -̂COBOKynHOCTb начальных отрезков длины n чисел 
из Zp. Д ля произвольной таблицы u G V (Z p) ee начало и п длины n
действует на Zpn\  т.е. можно говорить об орбитах преобразования

« ry(n)u при деиствии на Zp
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Лемма 3.1 [10]. Пусть a(xn) -  произѳолъный редуцироѳанный 
многочлен om n переменных над Fp, u -  некоторая таблица u3V (Z p). 
Ураѳнение

(18) / ( * “) -  f { x n )  =  а(х„)

относителъно неизѳестного f ( x n) имеет решение в колъце редуци- 
рованных многочленоѳ om n переменных тогда u только тогда, когда
для любой орбиты O таблицы u npu дейстѳии на Zpn  ̂ имеет место 
раѳенстѳо

(19) £ « ( * » )  =  0.
tn £0

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО . Необходимостъ. П устьуравн ен и е(18 )и м е-
ет решение /o (sn), O -  некоторал орбита таблицы u на ZpnK Тогда 
имеем следующие равенства

(20) £  «((„) =  £  ( M P n) -  M h ) )  =  £  / . (¾ )  -  E  M h ) -
tnEO tnEO tne o  tne o

Поскольку O -  орбита таблицы u на ZpnK то вектор f“ вместе cJ n 
пробегает всю орбиту Ö. Следовательно, Y  /о(?п) =  S  /o(*n)

tnEO tne o
и согласно (20) получаем, что условие (19) выполнено.

Достаточностъ. Пусть условие (19) выполнено. Построим 
редуцированный многочлен /о (яп)5 являю щ ийся решением урав- 
нения (18), задавая  его значениями последовательно во всех точ-
ках орбит таблицы u на ZpnK Д ля орбиты Ö, |0 | =  fc, фиксируем 
некоторую точку t n G O и зададим значение / 0 в точке t n произ- 
вольным образом. Л ю бая другая^точка из орбиты O имеет вид

-  . *-1
t*' (1 <  i < k - 1). Положим /o(^n) =  X) а(^п ) +  /о(^п)? т.е. значение

i=o
fo определяем последовательно, увеличивая степень г. Поскольку 
* - 1 - *
Y  a(t* ) =  Y  a(tn) =  0 , последнее равенство корректно опре-

l=0 tnEO
деляет функцию /o во всех точках орбиты O. Осущ ествляя ана- 
логичные построения для всех орбит, получим редуцированный 
многочлен /o(^n)? являю щ ийся решением уравнения (18). Л емма 
доказана.

Лемма 3.2. Пусть u =  [0 , . . . , 0 ,a„+i (xn) , . . . ] , n  > 0, -  таблица 
из V (Z p) порядка p причем такая, что редуцироѳанный многочлен
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0n+i(zn) we uM ttm  HyAtu ѳ Z ^ \  Тогда cyui,tcmeytm таблица v G 
V(Zp) f для которой eunoAHtno paetncmeo

(21) ѵЧ иѵ =  [0 , . . . ,  0 , а п+ і (хп), 0 , . . .  ]

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Построим таблицу Vf указы вая последова- 
тельно ee координаты. Положим [u]* — 0 ([v]k — 0) при k  =  1 ,2 ,. . . ,  
n +  l .  Д ля определения n + 2-й координаты таблицы v рассмотрим 
уравнение

(22) / ( * “+і) “  f (xn+i)  =  an+2(^n+1)
относительно / ( я п+i)- Поскольку u -  таблица порядка p f то из 
равенства (11) получаем

p - i

WP]n+ 2 =  5 Z ° n + 2 (^ n + l)  =

(23) ;:° х
=  ^ а ( х ь . . . , х п,х„+і  +  гап+ і(хп)) =  0 

i=0

Пусть i n+i =  (^i, 2̂) * * * > ^n+i) € Zpn+1  ̂ -  произвольная точка. Пос- 
кольку а п+ і(х п) не имеет нулей, орбита 0 ( t n+\,u)  этой точки под 
действием подстановки u имеет длину p и состоит из p точек вида 
( t i f . . . f t nf t n+1 +гап+1(?п)), г =  0 , l , . . . , p - l .  Поэтому равенство
(23) означает, что для произвольного i n+i G Zpn+1  ̂ выполнено 
соотношение

^   ̂ ^n+2(^n+1) =  0 ,
*n +  i € 0 (fn +  i,u)

то есть равенство (19) из леммы 3.1. Согласно утверждению 
этой леммы, отсю да получаем, что уравнение (22) разрешимо. 
Выберем в качестве [v]n+2 какое-либо из решений этого урав- 
нения. Предположим теперь, что n + 2, n + 3 , . . . ,  n + r -ая  координаты 
таблицы v уже построены и равны соответственно / п+2(^п+і)? • • • > 
/ п+г(хп+г_і) .  Найдем ee (n +  г +  1)-ую координату. Рассмотрим 
сначала вспомогательную таблицу vf =  [0 , . . . ,  0 , /n+2(#n+i), • • • ? /n+ r 
(хп+г_ і ) , 0 , . . . ] .  Согласно выбору v' имеем u\ =  (t>7) ^ 1 uv1 = [0 , . . . ,  
0 , an+x( ï n) ,0 , . . . , 0 , 6„+r+1(xn+r) , . . . ] ,  где ), >
некоторые редуцированные многочлены. Таблица u\ также имеет 
порядок p f т.е. выполнено равенство

p - 1
(24) ^  bn+r+i ( x i , . . . ,  xn,* n+i +  ian+ i(xn)f хп+2, • • • > я п+г) =  0

i=0
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Bce орбиты таблицы u\ на множестве Zpn* r  ̂ снова имеют длину 
p и состоят из точек вида (*1, . . . ,*n ,*n+1 +*an+i(*n)><n+2 ---fn+r)- 
Поэтому, аналогично предыдущему, равенство (24) означает, что
для произвольной точки in+r € Zpn+r  ̂ имеем

^   ̂ ^n+r+i(^n+r) =  0
tn + r €іФ(̂ п + г>и1 )

т.е. для многочлена Ьп+г+і (яп+г) снова выполнено условие (19) 
леммы 3 .1 . О тсю да получаем, что уравнение f ( x„+r) — / ( я п+г) 
=  bn+r+ i(#n+r) имеет решение, которое обозначим / п+г+і (хп+г) 
и возьмем в качестве (n +  г +  1)-й координаты таблицы v. Про- 
долж ая этот процесс, определим все координаты таблицы v. По 
построению она удовлетворяет равенству (21 ) и лемма доказана.

Лемма 3.3. Пусть группа G аппроксимируется конечными p- 
группами u пороэісдается дѳумя элементами a,b, причем ар =  1. 
Тогда найдется нормальный делителъ N  < G индекса p, такой что 
a £  7V, b e N .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из условия леммы следует существование 
в группе G такого нормального делителя ІѴ, что фактор-группа 
H  — G / N  является р-группой и образы a,b элементов a,b в этой 
фактор-группе различны. Поскольку H  -  конечная р-группа, в 
ней существует максимальная подгруппа L, содержащ ая элемент 
b. Э та подгруппа имеет индекс p и не содержит элемент a. Ee 
полный прообраз в группе G при естественном гомоморфизме G 
на H  и будет искомым нормальным делителем, что и требовалось.

Теорема 3.1. Пустъ группа G аппроксимируется конечньими p- 
группами u порождена двумя элементами, один из которых имеет 
порядок p. Тогда существует такое точное р-изометрическое пред- 
стаѳление группы G, npu котором образами ee порооісдающих эле- 
ментов будут таблицы из V (Z p) ѳида

(25) [1,0,0, . . . ] ,  [0 ,b i (* i ) ,M *2) , . . . ]

где bi(xi) не имеет нулей ѳ Fp.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть G аппроксимируется конечными p- 
группами и порождена элементами g,h,  причем gv =  1. По лемме 
3.3 в группе G существует нормальный делитель Gi индекса p 
такой, что gi £  G i, h E G i. Так как Gi также аппроксимируется 
конечными р-группами, в ней можно вы брать нормальный дели- 
тель G2 индекса p, не содержащий h. Дополнив после этого ряд 
Go > Gi > G2 до некоторого р-ряда, получаем, что в группе G
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сущес^вует р-ряд  подгрупп G = Go > G i > G2 > • • • т а к о й , что 
g G Go \  G i, h E Gi \  G2- Рассмотрим теперь присоединенное пред- 
ставление группы G, отвечающее этому р-ряду. Согласно тео- 
реме 2.2 элементу g при таком представлении отвечает таблица 
вида u = [ a , a i , ( x i ) , . . . ] ,  где a ф 0 , а  элементу h -  таблица вида 
V  = [0 ,b i(xi ) , . . . ] ,  где bi(xi)  не имеет нулей. Пусть G -  образ 
группы G при присоединенном представлении, т.е. G =  (u, v). Пос- 
кольку ир =  1, то по лемме 3.2 существует таблица w E V (Z p) глу-
бины 1 такая, что w~l uw — [a ,0, . . . ] .  Подгруппа Gw порож дается 
таблицами u w, vw. Поскольку гл. w =  1 , то выполнено равен- 
ство [w~l vw]2 =  [ѵ]2. Положим vw =  [0, b[(xi),  62(^2)>--*]- Тогда 
b1 (x 1 ) = V1(Si)  не имеет нулей в Fp. Поскольку образую щ ий Uw
группы Gw можно заменить на таблицу [1 ,0 . . . ] ,  то отображение, 
являю щ ееся композицией присоединенного представления группы 
G и сопряжения образа G c помощью выбранного элемента w и 
будет требуемым представлением группы G. Теорема доказана.

Теорема 3.1 нам понадобится в случае, когда оба образую пщ е 
группы G имеют порядок p (p > 2) или же порядки 2 и 4. B 
этом случае относительно строения таблицы [0 , b i (x i ) , . . . ]  можно 
сделать ряд дополнительных замечаний.

4. O конечн опорож ден ны х п одгруп п ах  и  ф акторах
2-порож ден ны х ф инитно ап п рокси м и руем ы х p -груп п

При рассмотрении конечнопорожденных подгрупп и факторов 
2-порожденных финитно аппроксимируемых р-групп мы строим 
различные вложения, использующие обшую конструкцию погру- 
жения в 2-порожденные группы из работы  [12], которая основы- 
вается  на применении стандартных сплетений. Э та конструкция 
применялась для построения вложений счетных групп в 2-порож- 
денные в классах иеразрешимых групп, 5 /-rp y n n , Z A -груші  [13], 
финитно аппроксимируемых групп [14]. Нам нужна конструкт- 
сия вложения в 2-порожденные группы внутри класса финитно 
аппроксимируемых р-групп. Будем записывать элементы стан- 
дартного сплетения Hwr G групп G и H  в виде пар [g,h(x)], g E 
G, h(x) E H G; если h(x) =  h E ÜT, то пара записы вается как 
[g,h]. При этом, как обычно, h9(x) = h(xg~l ) и [g,h(x)][giyhi(x)] = 
[ggi,h(x)h9(x)].

Пусть G-произвольная группа, С^-циклическая группа поряд- 
ка k c порождающим a, U =  GwrCk(= GWrCk).



184 В.И . Сущанский

Лемма 4 .1 . Пусть g G G -  элемент порядка m, причем m /k .  
Определим функцию f ( x )  G GCkf полагая f { a 1) =  g~l (0 < t  < k — 1). 
Тогда коммутатор (u, v) элементов u =  [ l ,/(x )] , v =  [a,l] сплете- 
ния U -  это napa [l,flf].

ДоКАЗАТЕЛЬСТВО. Ясно, что коммутатор (u,u) содержится в 
базе сплетения U 1 т.е. имеет вид [l,u(x)] для некоторой функции
u(x)  G GCh. Поскольку u(x) = (/ а (x))~~l f ( x ), то для любого ^, 0 <
t  < k — 1 имеем u(a*) =  / а 1(al )~l f ( a i ) =  gtJtlg~l =  y, т.е. u(x) =  y.

Диагональ базы сплетения [/-подгруппа G =  {[l,y]/<7 £ G}, 
изоморфная G, -  порождается элементами вида [1 ,¢,-] (1 <  г <  r), 
где ^ i , g2 1 . . . ,  gT ~ система порождающих группы G. Пусть G -  
р-группа, ра -  наибольпшй из порядков порождающих G 1 U =  
GwrCpCt . Д ля каждого г, 1 < г < r , определим функцию /,(я )  G 
Gc Pa , полагая /;(a*) =  д~е (Í =  0 , 1, . . .  ,ра — 1).

Лемма 4.2. Отображсние кр : gi ~> ([a ,l],[l,/,-]) продолясается 
до ѳлоясения ф группы G ѳ сплетение U1 причем <p(G) — G.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно лемме 4.1. выполнено равенство 
([a, 1], [1, /,]) — [l,#j] т.е. образами элементов д% являю тся порож-
даюпще подгруппы G группы U. Следовательно, (p продолжается
до изоморфизма <p группы G и ^(G ) =  G.

Подмножество M  циклической группы Cv* назовем антигруп- 
повым, если для любых X1 y G M  имеем х у ~ г ^  M .  B частности, 
антигрупповое множество не содержит 1 .

Л емма 4.3. Д ля  произѳолъного простого числа p npu любом r 
найдетпся такое число 7 , что ѳ циклической группе Cp1 мооюно вы- 
брать антигруппоѳое подмножестпво мощности  г.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если элементы Хі,Х2 , * . . , х 3 образую т ан- 
тигрупповое подмножество в группе Cp0t при некотором а 1 то при 
ß > OL те же степени порождающего циклической группы Cpß будут 
образовьш ать антигрупповое подмножество в этой группе. Чис- 
ло элементов группы CpP1 представимых в виде ху ~ х или х _1у, 
где xy  содерж атся в указанном антигрупповом множестве, не пре- 
вышает 2s2. Выбрав ß удовлетворяющим условию 2s2 < p@ — 1 , 
получаем, что в группе Срр к указанному антигрупповому подм- 
ножеству можно прибавить еще по крайней мере 1 элемент. Te- 
перь доказательство заверш ается индукцией по числу г.

Пусть V  =  UwrCpP и M  — {bkl, . . . ,  6*2} -  антигрупповое подм- 
ножество из Срр мощности г. Определим функцию h(x) G UC*fi ,
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полагая

[a, 1] при X =  1
(26) h(x)=i [l,/j(x )] при =  Ь*‘ (t =  1, 2 , . . . ,  r)

[1,1] в остал ьн ы х с л у ч а я х ,

где функции /,(x ) E Gc^a определены выше. Положим также pi(x)

= (л*‘'(*),ад)-
Лемма 4.4. Д л я  каждого i =  l , 2 , . . . , r  зпачения функции P i ( x )  

определяются сяедующим образом:

m ( l )  =  [1, g - 1}, fii(x) [1, 1] при * 1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. П о о п р ед ел ен и ю  функций д , и м еем  с л е д у -  
ю щ ую  ц еп оч к у  равен ств:

Hi(I) = h(b-*<)-'h(l)-'h(b-*<)h(l) = ([lJi(x)]

О тсю да, согласно лемме 4.1 получаем ^ f(I) =  [I ,#“ 1]. При x ф 1 
рассмотрим два случая: x E M  и x £  M .  Если x G M , то xb~ki £  M  
и h(xb~ki) =  1 . Следовательно, p(x)  =  h(xb~ki)~l h(x)~~l h(xb~ki) 
h{x) =  h(x)~l h(x) = 1 . Если же ж ¢ M , то Л(я) =  1 и ^(x) =  
ft(xb- **)-1 h(xb~ki) = 1 .  Л ем м адоказана.

Теорема 4.1. Любую конечнотьорожденную финитно аппрокси- 
мируемую р-группу G молсно изоморфпо погрузить ѳ финитпо ann- 
роксимируемую р-группу G c дѳумя порождающими. Если группа 
G имеет конечную экспоненту, mo G mootce может быть выбрана 
конечной экспоненты.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть G -  произвольная финитно аппрок- 
симируемая р-группа c г порождающими g\ , #2, • • •, 9r и ра -  наи- 
высший из порядков ^ i ,^ 2î • • • ,9r- Пользуясь леммой 4.2, построим 
вложение <p группы G в сплетение U = GwrCp<*. Затем  выберем 
число ß  так, чтобы в циклической группе Cpß существовало анти-
групповое множество мощности г и рассмотрим подгруппу G спле- 
тения V  = UwrCpß , состоящую из всевозможных элементов [1, f g(x )],
g e G ,где f g(x )G Uc п̂ричем f g(l) =  [ l ,ÿ ] , / s (z) =  [1, 1] при x ф 1 .
Соответствие g <r+ [1 Д д(х)] является изоморфизмом группы G и 
подгруппы G. Проверим, что G содержится в подгруппе G группы 
Vr, которая порождается элементами [l,ft(a:)], [6,1], где h(x) опре- 
делена равенством (26). Согласно лемме 4.4 для этого доста- 
точно проверить, что в подгруппе содерж атся элементы [l,^,(x)] =
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[lyfg-i(x)]. A ѳто действительно так в силу равенства

[l,f t(x )]  =  ([l,k(x)]l*".4 ,(l,A (x)]),

которое проверяется непосредственно. Д алее, поскольку группа 
G аппроксимируется конечными р-группами, то по теореме ГРЮ Н- 
БЕРГА [15, стр.ІОб] сплетения U = GwrCpa и V  =  UwrCpß также 
аппроксимирую тся конечными p -  группами. Как сплетения пе- 
риодической группы c коцечной, они будут периодическими, a 
если группа G имеет конечную экспоненту, то экспоненты групп 
Uf V  тоже конечны. Поскольку эти свойства наследую тся подгруп- 
пами, группа G является финитно аппроксимируемой р-группой, 
экспонента которой ограничена, если таковой будет экспонента 
группы G. Теорема доказана.

Лемма 4.5. Д л я  любой 2-порожденной финитпно аппроксимируе- 
мой р-группы G сущестѳует З-порожденная финитпо аппроксими- 
руемаяр-группа Gf содержащая подпрямую степенъ G x G  группы G 
u порождаемая элементами порядкар. Если G -группа ограничениой 
экспоненты, mo экспоиента G тоже ограничепа.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО . Пусть G -  2-порожденная финитно аппрок- 
симируемая р-группа, g \ f g2 -  ee порождающие. Выберем в спле- 
тении U =  GwrCp группы G c циклической группой Cp порядка p 
элементы u\ =  [c ,/i(z)], и^ =  [cf f 2(x)]f U3 =  [c, 1], где c -  порож- 
дающий Cpf a  функции / ,  определены равенством

f i (x )
gi при X  =  1
g~l при X — c

в остальных случаях
P—1 .

(г =  1,2). Непосредственно проверяется, что Upi =  [cpf Yi f °  (х )]-
i=o

p- 1 і
Пусть Vi(x) — J |  / с (т). Поскольку среди элементов x xc * , . . . ,

i=0
хс~р+1 E Cp лишь по одному разу встречаю тся 1 и c, то в произ- 
ведении Vi(x) при любом x E Cp имеется всего 2 неединичных мно- 
ж ителя, которые по определению функции f i {x)  равны #, и g~l . 
Поэтому U\(x) =  ѵ2(х) = 1. A поскольку ср =  1, то и ир = ир = 
ир =  1. Элементы ui , u2,u3 порождают ту же подгруппу G группы 
G f что и ѵг =  [ l , / x ( x ) ] ,  V2 =  [ l , / 2 ( 3 ) ] ,  V3 =  U3 . Группа G содержит 
подгруппу, порожденную элементами ѵ\,ѵ2, которая изоморфна 
подгруппе прямого произведения G X G f порождаемой элементами
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(<7ъ0і 1)Лд2 і 9 2  1 ) и являющ ейся подпрямой степенью GxG группы 
G. Л емма доказана.

Лемма 4.6. При p > 5 любую финитпно аппроксимируемую p- 
группу G c тремя порождающими порядкар можно изоморфно пог- 
рузить ѳ подходящую финитно аппроксимируемую р-группу G c дву- 
мя порождающими порядка p. Если погружаемая грутьпа G имеет 
ограниченную эхспоненту, mo экспонента группы G тоже конечна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При p > 5 в циклической группе Cp можно 
вы брать антигрупповое множество, состоящее из трех элементов. 
П оэтому группу G можно погрузить в 2-порожденную подгруппу 
G =  ([l,h(x)],[t,l])  сплетения (GwrCp)wrCp где c -  порождаюпщй 
Cp, h(x) определена равенством (26) в точности так, как это сде- 
лано при доказательстве теоремы 4.1. Поскольку образую щ ие 
группы G имеют порядок p, таблица [l,fe(a:)] также имеет порядок 
p, причем G -  финитно аппроксимируемая р-группа. Ee экспо- 
нента ограничена вместе c экспонентой группы G . Л емма доказа- 
на.

Лемма 4.7. При p > 3 для любой финитно аппроксимируемой p- 
группы Gy порожденной тремя элементами порядка p, сущестѳует 
фииитно аппроксимируемаяр-группа G, содержащая p-myw подпря- 
мую степенъ группы G u порожденная дѳумя элементами порядка 
p. G имеет конечную экспоненту; если экспонента G конечная.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть G-подгруппа сплетения GwrCp, по- 
рожденная элементами [l,/(a:)], [c,l], где функция /  определена 
равенствами /(1 )  =  gu  f{c)  = g2, / ( c 2) =  g z , f ( x )  = 1 при я ¢ 
{ l , c ,c2}, а  # i ,#2>03 ~ порождаюпще G порядка p. Группа G co-
держит подгруппу, порожденную элементами вида [1 , / c*(x)], 0 < 
i < p — 1, которая изоморфна р-той подпрямой степени группы G. 
Л емма доказана.

Лемма 4.8. Д л я  произѳольиой финитно атьпроксимируемой 
2-группы Gy порожденной тремя элементами порядка 2, существу- 
em финитно аппроксимируемая 2-группа G c дѳумя порождающими 
порядков 2 u 4y которая codepotcum подпрямую степенъ группы G. 
Если экспонента G конечнау mo такоѳой будет u экспонента G.

ДоКАЗАТЕЛ ЬСТВО . Выбрав в сплетении GwrC^ подгруппу G , 
порожденную элементами [a,l] (a -  порождающий C4) и [ l , / ( z ) ] ,  
где / ( 1) =  1, f ( a )  = gi, f ( a 2 )  = =  порож-
дающие G), рассмотрим в ней подгруппу ([1 , / a’(æ)] | i =  0 , 1, 2 , 3). 
Поскольку она изоморфна подпрямой степени группы G , построен- 
ная г р у т а  G является искомой и лемма доказана.
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Напомним, что фактором группы G называется лю бая фактор- 
группа вида H /A ,  где G > H  > A.  Если группа G\ c фактором G 
изоморфно погруж ается в G2, то G^ тоже имеет фактор, изоморф- 
ный G. У читы вая это, a также то, что в подпрямой степени группы 
G имеется факторгруппа, изоморфная G, на основании теоремы 
4.1 и лемм 4 .5 -4 .8  получаем следующее утверждение.

Теорема 4.2. Любая конечнопороясденная финитно аппроксими- 
руемая р-группа G изоморфна одному из факторов подходящей фи- 
нитпо аппроксимируемой р-группы G, порожденной двумя элемен- 
тами порядка p (npu p > 2) или порядков 2 u 4 (npu p =  2). Если 
экспонента группы G конечна, mo группу G mootce молсно выбратъ 
конечной экспоненты.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть G -  произвольная группа, удовлет- 
воряю щ ая условиям теоремы. Тогда по теореме 4.1 ee можно изо- 
морфно погрузить в 2-порожденную группу G i , удовлетворяюшую 
тем же требованиям, a по лемме 4.5 для группы Gi существует 
финитно аппроксимируемая р-группа G2 , порожденная тремя эле- 
ментами порядка p, которая содержит подпрямую степень G ix G i  
и поэтому имеет фактор, изоморфный G i. A следовательно, в 
группе G2 есть фактор, изоморфный группе G. При p > 7 по лемме 
4.6 группа G2 погруж ается в 2-по'рожденную группу c требуемыми 
свойствами, один из факторов которой изоморфен G. A при p < 7 
для группы G2 существует группа G c требуемыми свойствами, 
которая содержит конечную подпрямую степень группы G2 . По- 
этому один из ee факторов изоморфен G^ и, следовательно, она 
имеет фактор, изоморфный G. Теорема доказана.

5. Р ед у к ц и я  п роб лем ы  В \ г , р а )

Нам удобнее рассм атривать проблему J5 '(r,m ) в другой, экви- 
валентной формулировке.

Л ем ма 5.1. Проблема B \ r , m ) экѳивалентна следующему ѳоп- 
pocy A(r,rn):

Будут ли конечнъши для заданных r ,m  E N  ѳсе финитно an- 
проксимируемые группы экспоненты m c r порождающими?

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО . Предположим, что для данных натураль- 
ных чисел r ,m  задача J5 '(r,m ) имеет отрицательное решение, т.е. 
сущ ествует бесконечная последовательность G1,G 2, . . .  конечных 
групп экспоненты m  c r порождающими такая, что |Gi| < |G2 | <
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. . .  . Пусть д[г\ д 2%\  • • •, £(г°— порождающие элементы группы G1 (г =
OO

1 ,2 , . . .  ). B декартовом произведении Yi &i выберем подгруппу G,
i=l

порожденную r элементами ( д ^ \ д ^ \ . . .  ) 1 < t  < г. Ясно, что
проекция группы G по каждой координате совпадает c G*, т.е. 
G— бесконечная группа. Как поддекартово произведение конеч- 
ных групп экспоненты m  она финитно аппроксимируемая и имеет 
экспоненту m. Следовательно, группа G является отрицательным 
примером для задачи A (r ,m )  при данных r ,m.

C другой стороны, пусть A (r ,m )  для каких-то r ,m  реш ается 
отрицательно, то есть существует бесконечная финитно ат ір о к - 
симируемая группа G экспоненты m c г порождающими. Пусть 
ÿi?ff2i-«*—пересчет всех элементов группы G. B силу финитной 
аппроксимируемости для произвольного Í  E Ar существует нор- 
мальный делитель Hi группы G конечного индекса, не содержащий 
элементов ^ i ,^2i • • • ,9t* Следовательно, в группе G можно вы брать 
строго убывающую цепь нормальных делителей G =  Ho > Н\ >

OO

H 2 > . . .  такую, что pl H 1 =  {1}, [G : JET1*] < oo. О тсю да, для поряд-
i= l

ков факторгрупп группы G по этим нормальным делителям выпол- 
нены строгие неравенства \G/H\ \ < \G/H2\ < . . . ,  т.е. полученная 
последовательность конечных групп дает отрицательное решение 
проблемы В ’(г, m)  при рассматриваемых r ,m .  Лемма доказана.

Л емма 5.2. Если для каких-то a , r  E N  проблема A ( r ,p a) pe- 
шается отрицателъпо, mo npu некотором ß > a сущестѳует беско- 
нечная финитно аппроксимируемая группа экспоненты p@, порож- 
даемая дѳумя элементами порядка p (npu p > 2) или порядкоѳ 2 u 4 
(npu p =  2).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно теореме 4.2 для группы G, явля- 
ющейся отрицательным решением проблемы A (r ,pa ), существует 
группа G конечной экспоненты p& c требуемыми свойствами, m ie- 
еющая фактор, изоморфный G. Следовательно она бесконечная, 
что и требовалось.

Изометрию u E V (Z p) (p ^  2) назовем специальной, если для 
нее выполнены следующие условия:
1) первая ненулевая координата [u]i (i  > 2) таблицы u является 
постоянной;
2 ) при всех k > Í  k - тая  координата таблицы Д имеет вид [tx]* =  
bk(^k- i1) ~~ bk(xk-i)  для некоторого редуцированного многочлена 
bk(%k-1);
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3 ) при k > i  многочлен [u]* принимает значение 0 на всех элемен- 
тах из Zpk~l \  начинающихся c 0 .

Теорема 5.1. Проблема B '( r ,pa ) (p ф 2) решается положи- 
телъно для ѳсех r, a  E N  тогда u толъко тогда, когда любая бесконеч- 
ная подгруппа группы V (Z p)j порожденная дѳумя таблицами ѳида

(27) u =  [1,0,. . .  ], ѵ =  [0,а2(хі), а3(х2) , . . . ] ,

где V — специалъная таблица, имеет неограниченную экспоненту.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если проблема В '(г ,р а ) реш ается положи- 
тельно для всех r , a  E N j то положительно рещ ается и проблема 
А(г ,ра) и, следовательно, лю бая бесконечная подгруппа группы 
V (Z p) c конечным числом порождающих имеет неограниченную 
экспоненту. Поэтому достоточно проверить вторую  часть утвер- 
ждения теоремы. Пусть лю бая бесконечная подгруппа группы 
V (Z p) j порожденная таблицами (27), где v — специальная таблица, 
имеет неограниченную экспоненту и предположим от противного, 
что для каких-то г и a  проблема J5 '(r,a) реш ается отрицательно. 
Тогда и A(TjPa) реш ается отрицательно и по лемме 5.2 существует 
финитно аппроксимируемая группа G экспоненты p^ (a < ß ) J по- 
рожденная двумя элементами порядка p и являю щ аяся бесконеч- 
ной. B группе G j т.к. она аппроксимируется конечными р-груп- 
пами, можно построить р -р я д  нормальных подгрупп и, следова- 
тельно, для нее существует точное р-изометрическое представле- 
ние. По теореме 2.2 образ Ф(С?) группы G при таком представле- 
нии содержится в силовской р-подгруппе P (Z p) j а  по теореме 3.1 
существует сопряженная c Ф(С) подгруппа H  в V (Z p) j порожден- 
ная элементами вида u =  [1, 0 , . . . ] ,  v =  [0 , а 2( я і ) , а 3(х2) , . . . ] ,  где 
а2(х\)  не имеет нулей. Так как H  сопряжена c Ф(С), то по опреде- 
лению присоединенного представления группа JEi2, порожденная 
элементами u2jv2 имеет порядок p2. Если бы a2(x i) ^  Constj то 
по лемме 1.1 б) имело бы место соотношение (u2j v2) ^  [0 , 0], что 
невозможно, поскольку H 2 абелева. Следовательно O2(^1) ф const 
и для таблицы v выполнено первое условие специальности. Так
как v — элемент порядка p и а2(х\) = a не имеет нулей в Zpl\  то 
по лемме 3.2 найдется таблица w E V (Zp) такая, что

(28) w~l vw — [0 , a, 0 , . . .  ]

Пусть w = [0,0,Ь3(х2) , . . . ] .  Равенство (28) в координатной форме 
перепишется в виде

-bk(* * - ^ )  +  a k ( ¾ 1 )  +  ( * I - V " * " 1 )  =  0
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(k = 3 , 4 , . . . ) .  О тсю да

(29) «, ( * Й 1)  = ». ( г Й ‘)  -  ». (C T * '-1)

k =  3 ,4 , . . .  ). Д ействуя на обе части равенства (29) таблицей W k - i , 
получим

(30) ак (xfc_i) =  Ьк (хк- і )  -  Ьк (XvkhS 1L) (k — 3 ,4 , . . .  ).

Соотношение (30), означает, что таблица v удовлетворяет второ- 
му условию специальности. Наконец, пусть для всех k >  3 мно- 
гочлен ак(х к- і )  представим в виде

a* (* * -i) =  xia^(xfc_x) +  a ^ ( x 2, . . . , x j t_ ! )

Поскольку ѵр =  1 , т.е. для всех k выполнимы равенства

2a* (*l-v) =0>
i=0 '  '

то для всех k = 3 ,4 , . . .  имеем

(31) X1 J V fc1> f e * - i1)  +  Х У *2) ((*2, . . . ,* fc - i  Г ‘- ‘)  =  o
i= 0  ' '  i= 0

Равенство (31) может иметь место лишь тогда, когда равно ну- 
лю каждое из слагаемых. И так, для таблицы v выполнимы соот- 
ношения

p- i
(32) J ^ a ^ ( ( x 2 , . . . , x t - i ) " * ) = 0

і— 0

Из (32) по лемме 3.2 получаем, что при любом k =  3 ,4 , . . .  можно 
подобрать редуцированный многочлен Ck(xk~ i)  такой, что

(33) CkixvkkS 11) -  Ck( X f c _ j )  = -ajfc2)(x2, . . . , x * _ i ) .

Э тот многочлен определяется своими значениями на каждой 
из орбит таблицы ѵк- \ , причем одно из значений может быть 
задано произвольным образом, а другие по нему однозачно опре- 
деляю тся. Поэтому многочлен С*(т*_і), удовлетворяющ ий равен- 
ству (33), можно взять не зависящим от переменной T1. Пусть W1 
— таблица c координатами Cjt(Tjt^1), определяемыми при k > 3 
равенством (33), а  [W1J1 =  [W1]2 =  0. Непосредственно проверя- 
ется, что при k > 3 координаты таблицы W^1PW1 =  P1 имеют вид
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[v^]k =  Xidk(xk- i) ,  где dk(xk-i)  —некоторый редуцированный мно- 
гочлен (к = 3 , 4 , . . . ) .  Следовательно таблица Ѵ\ удовлетворяет 
третьем у условию специальности. A так как условия a), б) спе- 
циальности таблиц инвариантны при сопряжениях, Pi является 
специальной таблицей. Поскольку w ^ l uw — u, подгруппа 4^(G)^ 1 
группы V (Z p) , порож дается двумя таблицами вида (27), одна из 
которых специальна, имеет вместе c группой G ограниченную экс- 
поненту и является бесконечной. Полученное противоречие пока- 
зывает, что предположение o существовании r , a ,  для которых 
JВ '(г,ра ) реш ается отрицательно, было неправильным. Теорема 
доказана.

Скажем, что изометрия u G V ( Z 2 ) квазиспециальная, если она 
удовлетворяет следующим условиям:

1) первая ненулевая координата [u]i таблицы u — единичная;
2 ) п ри  в сех  к > t  м н огоч л ен  [tx]* +  М&*” 1 и н в ар и ан тен  отн оси -  

тел ь н о  п р е о б р а зо в а н и я  U ^ 1 ;
3) многочлены [u]*, к > Í  принимают значение 0 на всех элемен- 

тах из Z [h~1̂ , начинающихся c 0 .

Т е о р е м а  5 .2 .  Проблема J5 '(r ,2 a ) решается положителъно тог- 
да u толъко тогда, когда любая бесконечная подгруппа группи V(Z^) , 
порожденная таблицами u,v ѳида (27), где v — квазиспециалъная 
таблица, имеет неограниченную экспоненту.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как и при p  ^  2 ,  в проверке нуждается 
лишь необходимость условий теоремы. Э та проверка снова осущ- 
ествляется методом от противного и сводится к перевыбору сис- 
темы порождающих группы Ф(С) (где G —контрпример к В'( г ,2а)) 
так, чтобы получить порождающие вида ( 2 7 ) ,  одна из которых 
квазиспециальная таблица.

Следует отметить, что условие 3) в определении специальной 
или квазиспециальной таблицы не столь существенно, как первые 
два. Кроме того, можно рассматривать и другие достаточно ec- 
тественные условия, налагаемые на таблицы, которые заменяют 
условия специальности или квазисгіециальности. Их выбор поз- 
воляет выделять представители из классов сопряженных между 
собой 2-порожденных подгрупп группы V ( Z p) , порождаемых изо- 
метрршми порядка p (при p > 2) или порядков 2 и 4 (при p =  2).
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