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I. fejezet

Halmazok, relációk, függvények

Jelölések

Itt (ésa kés®bbiekben is) a de�níciók, állítások ésbizonyítások tömör le-
írásárahasználjuk a matematikai logika (középiskolából is ismert) jelöléseit.

Így, annak leírására,hogy

� az
�
A kijelentésb®l következik a B kijelentés� az A =) B ;

� az
�
A kijelentés egyenérték¶ a B kijelentéssel� (

�
A akkor és csak

akkor teljesül, ha B �) az A ( ) B ;
� a

�
van olyan� (

�
létezik�) kijelentésre a 9;

� a
�
minden� (

�
bármely�) kijelentésre a 8;

� a
�
de�níció szerint egyenl®� kijelentésre a :=

szimbólumokat használjuk.

1. Halmazelméleti alapfogalmak

Ebben a részben az úgynevezett naiv halmazelméletlegfontosabb fogal-
mait tárgyaljuk.

A halmaz ésa halmaz eleme fogalmát adottnak (matematikai absztrak-
ciónak) tekintjük. A halmazokat általában nagybet¶kkel (A; B ; C; : : : ;
X ; Y; Z; : : : ; A1; A2; : : : ), elemeiket kisbet¶kkel (a;b;c;: : : ; x; y; z; : : : ;
a1; a2; : : : ) jelöljük.

Azt például, hogy a elemeaz A halmaznak az a 2 A, míg azt, hogy a
nem elemeaz A halmaznak az a =2 A szimbólummal jelöljük.

Egy halmaz adott , ha minden dologról egyértelm¶en el tudjuk dönteni,
hogy eleme,vagy sem.

A halmazokat megadhatjuk az elemeik felsorolásával: f a;b;c;x; y; z;
�; � g, vagy valamilyen ismert halmaz elemeirevaló T tula jdonság (állítás)
segítségével: az f x j x T tula jdonságúg, f x j T(x)g, f x 2 A j T(x)g jelölé-
sekkel.

9



10 I. HALMAZOK, RELÁ CIÓK, FÜGGVÉNYEK

1. de�níció. Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, ür es hal-
maznak nevezzük,ésa ; szimbólummal jelöljük.

2. de�níció. Az A ésB halmazok egyenl®k, ha elemeikugyanazok,azaz
x 2 A ( ) x 2 B . Ezt A = B , tagadását A 6= B módon jelöljük.

Példa.
1. Ha A = f a;b;c;dg ésB = f d;b;c;ag, akkor A = B .

2. Ha A = f a;b;c;dg ésB = f b;c;eg, akkor A 6= B .

1. meg jegyzés. A 2. de�níció adja, hogy csakegy üres halmaz létezik.

3. de�níció. Az A halmaz részhalmaza (r észe) a B halmaznak , ha
minden x 2 A eseténx 2 B is teljesül (azaz x 2 A =) x 2 B ). Ennek
jelölése:A � B , vagy B � A.

Példa. Ha A = f �; � ; 
 g ésB = f �; � ; 
 ; � g, akkor A � B .

4. de�níció. Az A halmaz valódi része a B halmaznak, ha A � B , de
A 6= B .

Példa. Ha A = f �; � ; 
 g ésB = f � ; 
 ; � g, akkor A � B , de A nem valódi
részhalmazaB -nek, mert A = B .

2. meg jegyzés. A = B ( ) A � B ésB � A.

3. meg jegyzés. Szokásosaz is, hogy A � B , illetve B � A azt jelöli, hogy
A valódi részeB -nek; ilyenkor azt, hogy A részhalmazaB -nek A � B vagy
B � A jelöli.

5. de�níció. Halmazr endszer (vagy halmazcsalád)alatt olyan nemüres
halmazt értünk, amelynekelemeihalmazok.

6. de�níció. Egy A halmaz összesrészhalmazaiból álló halmazt az A hat-
ványhalmaz ának nevezzük,és2A -val jelöljük.

7. de�níció. Ha I 6= ; egy (úgynevezett) indexhalmaz, és bármely i 2 I
eseténadott egy A i halmaz, akkor az f A i j i 2 I g módon jelölt halmazt
I -vel indexelt halmazr endszer nek nevezzük.

8. de�níció. Az A ésB halmazok egyesítésén (unióján ) azt az A [ B -
vel jelölt halmazt értjük, amely mindazokból az elemekb®l áll, melyek az A
ésB halmazok közül legalábbaz egyikhezhozzátartoznak.

Az A ésB halmazok közös részén (metszetén ) azt az A \ B -vel jelölt
halmazt értjük, amely mindazokból az elemekb®l áll, amelyek mind az A,
mind B halmaznak elemei.
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Az A ésB halmazok különbségén azt azAnB -vel jelölt halmazt értjük,
amely az A halmaz azonelemeib®láll, amelyek nem elemeia B halmaznak.

Tömörebb írásmódban:

A [ B := f x j x 2 A vagy x 2 B g;

A \ B := f x j x 2 A ésx 2 B g;

A n B := f x j x 2 A ésx =2 B g

A halmazok közötti m¶veletek ésrelációk jól szemléltethet®ek úgyneve-
zett Venn-diagr amokkal.

PSfrag replacements

A

A

A

A

B

B

B

B

A [ B A \ B

A n B A � B

1.1. ábra. Venn-diagramok

Egy R halmazr endszer egyesítésén , illetve közös részén az
[

R := f a j 9 A 2 R; a 2 Ag;
\

R := f a j 8 A 2 R-ra a 2 Ag

halmazokat értjük.
Ha R = f A i j i 2 I g egy indexelt halmazrendszer,akkor egyesítését,

illetve közösrészétaz
S

i 2 I
A i , illetve

T

i 2 I
A i szimbólumokkal jelöljük.

Példa. Ha A = f a; �; � ; b;cg ésB = f a; �; b;d;eg, akkor

A [ B = f a; �; � ; b;c;d;eg;

A \ B = f a; �; bg;

A n B = f � g;

B n A = f d;eg:

1. tétel. Ha A; B ; C tetsz®legeshalmazok

A [ B = B [ A; A \ B = B \ A
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(kommutativitás);

(A [ B ) [ C = A [ (B [ C); (A \ B ) \ C = A \ (B \ C)

(asszociativitás);

A [ (B \ C) = (A [ B ) \ (A [ C); A \ (B [ C) = (A \ B ) [ (A \ C)

(disztributivitás);

AnB = An(A \ B ); (AnB ) \ C = (A \ C)nB ;

An(B \ C) = (AnB ) [ (AnC); An(B [ C) = (AnB ) \ (AnC);

A [ B = B ( ) A � B ; A \ B = B ( ) A � B ;

AnB = ; ( ) A � B :

Bizonyítás. A de�níciókb ól közvetlenül adódik. SzemléltessükVenn-diag-
rammal! �

9. de�níció. Az A ésB halmazokdiszjunktak (idegenek), ha A \ B = ; .
Ha egy R halmazrendszerbármely két különböz®halmaza diszjunkt, akkor
páronként diszjunktnak nevezzük.

Példa.
1. Ha A = f �; � ; a;bg; B = f 
 ; � ; eg, akkor A \ B = ; , így A és B disz-

junktak.

2. Ha A = f �; � ; bg; B = f a; � ; dg, akkor A \ B = f � g 6= ; , így A és B
nem diszjunktak.

10. de�níció. Ha X adott halmaz ésA � X , akkor a

CX A(= Ac = A = CA) := X n A

halmazt az A halmaz X halmazr a vonatkozó komplementer ének ne-
vezzük.

Példa. Ha X = f a;b;c;�; � ; 
 g; A = f a; � ; 
 g, akkor CX A = f b;c;� g.

2. tétel. Ha A; B � X , akkor

A [ A = X ; A \ A = ; ; ; = X ; X = ; A = A;

A [ B = A \ B ; A \ B = A [ B :

Az el®z®két összefüggéstde Mor gan-féle azonosságnak nevezzük. A de
Morgan-féleazonosságokérvényesektetsz®legesensok halmaz eseténis:

[


 2 �

A 
 =
\


 2 �

A 
 és
\


 2 �

A 
 =
[


 2 �

A 
 :
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Bizonyítás. A de�níciókb ól közvetlenül adódik. SzemléltessükVenn-diag-
rammal is! �

PSfrag replacements
AA BB

A [ B A \ B

1.2. ábra. de Morgan-azonosságVenn-diagramokkal

2. Relációk (lek épezések)

1. de�níció. Az a ésb elemekb®lkészített rendezett elempár on egy(a;b)
szimbólumot értünk, amelyre igaz, hogy (a;b) = (c;d) ( ) a = c ésb = d.

1. meg jegyzés. Az (a;b) := ff ag; f a;bgg de�níció is lehetséges.Ekkor bi-
zonyítható, hogy teljesül (a;b) = (c;d) ( ) a = c ésb = d.

2. de�níció. Az A ésB halmazok Descartes-szorzat án az

A � B := f (a;b) j a 2 A; b 2 B g

halmazt értjük.

Példa. Ha A = f 1; 2; 3; 4g; B = f x; y; zg, akkor az
1 2 3 4

x (1; x) (2; x) (3; x) (4; x)
y (1; y) (2; y) (3; y) (4; y)
z (1; z) (2; z) (3; z) (4; z)

x y z
1 (x; 1) (y; 1) (z; 1)
2 (x; 2) (y; 2) (z; 2)
3 (x; 3) (y; 3) (z; 3)
4 (x; 4) (y; 4) (z; 4)

táblázatok mutatják, hogy

A � B = f (1; x); (1; y); (1; z); (2; x); (2; y); (2; z);

(3; x); (3; y); (3; z); (4; x); (4; y); (4; z) g;

B � A = f (x; 1); (x; 2); (x; 3); (x; 4); (y; 1); (y; 2); (y; 3); (y; 4);

(z; 1); (z; 2); (z; 3); (z; 4) g:

1. tétel. Ha A; B ésC tetsz®legeshalmazok, akkor
a) A � B = ; ( ) A = ; vagy B = ; ;
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b) (A [ B ) � C = (A � C) [ (B � C) ;
c) A � (B [ C) = (A � B ) [ (A � C) ;
d) (A \ B ) � C = (A � C) \ (B � C) ;
e) A � (B \ C) = (A � B ) \ (A � C) ;
f ) (AnB ) � C = (A � C)n(B � C) ;
g) A � (B nC) = (A � B )n(A � C) ;
h) B � C =) A � B � A � C :

2. meg jegyzés. A � B általában nemegyenl®B � A, ahogyazt a 2. de�níció
utáni példa is mutatja.

3. de�níció. Az A � B halmazegyF részhalmazátA és B közötti (binér )
reláció nak, vagy más szavakkal A-ból B -be való leképezésnek nevezzük.
Ha A = B , akkor azt mondjuk, hogy F reláció A-n.

Példa. Ha A = f 1; 2; 3; 4g; B = f x; y; zg, akkor

F = f (1; x); (1; y); (2; z); (3; y); (3; z)g � A � B

binér reláció A ésB között,

G = f (x; 3); (y; 1); (z; 1); (z; 3)g � B � A

binér reláció B ésA között.

3. meg jegyzés. Az (a;b) 2 F tartalmazást szokás aF b-vel is jelölni és így
olvassuk: a az F relációbanvan b-vel (vagy F a-hoz b-t rendeli).

4. de�níció. A

DF
:= f x 2 A j 9 y 2 B ; (x; y) 2 F g ; RF

:= f y 2 B j 9 x 2 A; (x; y) 2 F g

halmazokat az F reláció (leképezés)értelmezési (®s-)tartomány ának, il-
letve értékkészlet ének(képtartományának) nevezzük.

Példa. Az el®bbiF ésG relációkra

DF = f 1; 2; 3g 6= A ; RF = f x; y; zg = B ;

DG = f x; y; zg = A ; RG = f 1; 3g 6= A :

4. meg jegyzés. DF = A, úgy A-nak B -be; ha RF = B , úgy A-ból B -re;
ha DF = A ésRF = B , úgy A-nak B -re való leképezésér®lbeszélünk.

Példa. Az el®bbiF leképezésA-ból B -re való leképezés,míg a G leképezés
B -nek A-ba való leképezése.
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5. de�níció. Ha F � A � B adott reláció ésC � A, akkor az

F (C) := f y 2 B j 9 x 2 C; (x; y) 2 F g

halmazt a C halmaz F -r e vonatkozó képének nevezzük.
Az egyelem¶ f xg � A (x 2 A) halmazképét jelölje F (x), azazha (x; y) 2

F , akkor az y = F (x) jelölésis lehetséges.Ekkor F (x)-et F x-beli értékének
is nevezzük. (F (x) nem feltétlenül egyértelm¶en meghatározott!)

Példa. Ha A ésB ésF az el®bbi, továbbá C = f 1; 3g � A, akkor F (C) =
f x; y; zg = B = RF a C F -re vonatkozó képe. (1; x) 2 F , így x = F (1) az
F 1-beli képe, de (1; y) 2 F , így y = F (1) is az F 1-beli képe, azaz F (1)
nem egyértelm¶en meghatározott.

6. de�níció. Ha F � A � B adott reláció (leképezés),C � D F , akkor

F jC
:= f (x; y) 2 F j x 2 Cg

az F reláció (leképezés)C-r e való lesz¶kítése.

Példa. Ha A; B ; C ésF az el®bbi,úgy C � D F és

F jC = f (1; x); (1; y); (3; y); (3; z)g

az F C-re való lesz¶kítése.

7. de�níció. Az F � A � B reláció (leképezés)inverzé n az

F � 1 := f (y; x) 2 B � A j (x; y) 2 F g

halmazt értjük.

Példa. Ha A; B ; F az el®bbi,úgy

F � 1 = f (x; 1); (y; 1); (y; 3); (z; 2); (z; 3)g � B � A :

5. meg jegyzés. E de�nícióból könnyen következik, hogy

DF � 1 = RF ; RF � 1 = DF ; (F � 1)� 1 = F; F � 1(B ) = DF :

Példa. Az el®bbipéldák alapján

DF � 1 = f x; y; zg = RF ; RF � 1 = f 1; 2; 3g = DF ;

(F � 1)� 1 = f (1; x); (1; y); (2; z); (3; y); (3; z)g = F ;

F � 1(B ) = f 1; 2; 3g = DF :

8. de�níció. LegyenekA; B ; C adott halmazok,F � A � B ésG � B � C
adott relációk. F és G kompozícióján (összetételén)a

G � F := f (x; z) j 9 y 2 B ; (x; y) 2 F; (y; z) 2 Gg

relációt értjük. (Nyilv án G � F A ésC közötti reláció.)
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Példa. Ha A = f 1; 2; 3g; B = f y; zg; C = f �; � g továbbá
F = f (1; y); (1; z); (3; y)g � A � B és G = f (y; � ); (z; � ); (z; � )g � B � C
relációk, akkor a G � F = f (1; � ); (1; � ); (3; � )g � A � C reláció az F és G
kompozíciója.

2. tétel. A 8. de�níció jelöléseimellett (G � F ) � 1 = F � 1 � G� 1. Ha H �
C � D egy harmadik reláció (D tetsz®legeshalmaz), akkor

H � (G � F ) = (H � G) � F :

Példa. Az el®bbipélda halmazait ésrelációit tekintve
(G � F ) � 1 = f (�; 1); (�; 3); (� ; 1)g, továbbá
F � 1 = f (y; 1); (y; 3); (z; 1)g ésG� 1 = f (�; y); (�; z); (� ; z)g
miatt F � 1 � G� 1 = f (�; 1); (�; 3); (� ; 1)g.
Így (G � F ) � 1 = F � 1 � G� 1.

A rendezésirelációa számokközötti
�
kisebbvagyegyenl®�viszony elvont

megfogalmazása.

9. de�níció. Legyen adott az A halmaz. Az R � A � A relációt rendezési
reláció nak, vagy rendezésneknevezzük az A halmazon, ha 8 x; y; z 2 A
esetén

a) xRx (vagyis (x; x) 2 R) (re�exív),
b) ha xRy ésyRx, akkor x = y (antiszimmetrikus),
c) ha xRy ésyRz, akkor xRz (tranzitív),
d) xRy vagy yRx teljesül (lineáris vagy teljes).

Ekkor az (A; R) párt, vagy az A halmazt rendezett halmaz nak nevezzük.
Ha csak a), b) és c) teljesül, akkor R-t parciális rendezésnek nevezzük.
R-t általában � -vel jelöljük és pl. az x � y-t úgy olvassuk, hogy x kisebb
vagy egyenl®,mint y.

Ha x � y, de x 6= y, akkor ezt úgy jelöljük, hogy x < y (x kisebb, mint
y). A < reláció nem rendezés.Szokásosmég x � y, illetve x < y helyett az
y � x; y > x jelölést is használni.

Példa. Ha A = 1; 2; 3, akkor

A � A = f (1; 1); (1; 2); (1; 3); (2; 1); (2; 2); (2; 3); (3; 1); (3; 2); (3; 3)g :

R1 = f (1; 1); (1; 2); (2; 2); (3; 3)g � A � A parciális rendezésA-n.
R2 = f (1; 1); (1; 2); (1; 3); (2; 2); (2; 3); (3; 3)g � A � A esetén(A; R2), illetve
A rendezett halmaz.

10. de�níció. Legyen A egy rendezett halmaz. Egy B � A részhalmazt
felülr ®l korlátos nak nevezünk, ha 9 a 2 A, hogy 8 b 2 B eseténb � a. Az
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a-t a B halmazfels® korlát jának nevezzük. Hasonlóande�niálható azalul-
ról korlátos halmaz, illetve az alsó korlát is. Egy halmazt korlátos nak
nevezünk, ha alulról ésfelülr®l is korlátos.

Egy � 2 A elemeta B halmaz pontos fels® korlát jának nevezünk, ha

� � fels®korlátja B -nek
� a B halmaz bármely � fels®korlátjára � � � teljesül.

Ha létezik pontos fels®korlátja B -nek, úgy azt supB -vel jelöljük (supremum
B ). Hasonlóanértelmezhet®a pontos alsó korlát is.

Példa. Az el®bbipélda szerint A R2-vel rendezett halmaz.
A B = f 1; 2g � A halmaznak 2 és 3 fels®,míg 1 alsó korlátja. B pontos
fels®korlátja 2, pontos alsó korlátja 1.

11. de�níció. Egy olyan rendezetthalmazt, amelyben minden nem üresfe-
lülr®l korlátos részhalmaznakvan pontos fels®korlátja, teljes nek nevezzük.

Példa. Az el®bbi A halmazra, az R2 rendezéssel,nyilván teljesül, hogy
minden nem üres B részhalmazánakvan pontos fels®korlátja, így A teljes.

A függvény fogalmának kialakítását az motiválja, hogy
�
többérték¶�

függvények ne jöhessenekszóba.

3. Függv ények

1. de�níció. Legyenek A és B adott halmazok. Az f � A � B relációt
függvény nek nevezzük, ha (x; y) 2 f és (x; z) 2 f esetény = z teljesül
(azaz8 x 2 A eseténlegfeljebbegy olyan y 2 B létezik, amelyre (x; y) 2 f ).

Példa. Ha A = f 1; 2; 3; 4g; B = f x; y; zg, akkor
1. az f = f (1; x); (1; y); (2; z); (3; y); (3; z)g � A � B reláció nem függvény,

mert (1; x) 2 f és(1; y) 2 f ésx 6= y,

2. az f = f (1; x); (2; z); (3; y)g � A � B reláció függvény.

1. meg jegyzés. Minden függvény reláció, így az értelmezésitartomány, ér-
tékkészlet,kép, lesz¶kítésde�níció ja megegyezik a 4., 5. és6. de�níciókkal,
ésa jelölésekis változatlanok.

2. meg jegyzés. A függvény de�níció ja így is megfogalmazható:f � A � B
reláció függvény, ha 8 x 2 D f eseténpontosan egy y 2 B létezik, hogy
(x; y) 2 f .
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3. meg jegyzés. Ha f jelöli a függvényt, akkor (x; y) 2 f esetény = f (x)
jelöli az x elem képét, vagy az f függvény x helyen felvett értékét (he-
lyettesítésiértékét), f : A ! B azt, hogy f A-t B -be képezi, míg f (x; f (x))g
az f gráf ját jelenti.

4. meg jegyzés. A függvény megadásánálszokásosakaz alábbi jelölésekis:

y = f (x); x 2 A (x 2 D f ) ; x 7! f (x) x 2 A (x 2 D f ) ;

f = f (x; f (x)) j x 2 D f g :

2. de�níció. Az f � A � B függvény invertálható , ha az f � 1 reláció is
függvény. Ekkor f � 1-et az f inverz függvény ének (inverzének)nevezzük
(az invertálható függvényt kölcsönösenegyértelm¶, vagy egy-egyértelm¶ le-
képezésnekis nevezzük).

Példa. Legyen A = f 1; 2; 3; 4g; B = f x; y; zg, akkor
1. az f = f (1; x); (2; z); (3; y)g � A � B függvény esetén

f � 1 = f (x; 1); (z; 2); (y; 3)g � B � A is függvény, így f invertálható.

2. a g = f (1; x); (2; z); (3; x)g � A � B függvény esetén
g� 1 = f (x; 1); (z; 2); (x; 3)g � B � A nem függvény, mert (x; 1) 2 g� 1 és
(x; 3) 2 g� 1, de 1 6= 3, így g nem invertálható.

1. tétel. Az f : A ! B függvény akkor és csak akkor invertálható, ha
minden x; y 2 A; x 6= y eseténf (x) 6= f (y) (vagyis 8 x; y 2 A esetén
f (x) = f (y) =) x = y).

Bizonyítás. Gyakorlaton (feladat). �

Az összetett függvény értelmezéséhezlényegesa következ®:
2. tétel. Legyenek f � A � B és g � B � C függvények. Ekkor g � f is
függvény, és8 x 2 Dg� f -re (g � f )(x) = g(f (x)) .

Példa. Legyenek adottak az A = f 1; 2; 3g; B = f x; yg; C = f u; vg hal-
mazok és az f = f (1; x); (2; x); (3; y)g � A � B ; g = f (x; u); (y; u)g �
B � C függvények. Ekkor g � f = f (1; u); (2; u); (3; u)g függvény, éspéldául
(g � f )(1) = u; g(f (1)) = g(x) = u =) (g � f )(1) = g(f (1)).

3. de�níció. Legyen adott az f ésg függvény. A g� f függvényt összetett
függvény nek, az f -et bels®,a g-t küls®függvénynek nevezzük.

5. meg jegyzés. A de�níció adja, hogy

Dg� f � D f ; Dg� f = D f ( ) ha Rf � Dg;

g � f = ; ( ) ha Rf \ Dg = ; :
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Példa. A 2. tételt követ®példában:

Dg� f = f 1; 2; 3g = D f =) Dg� f � D f igaz.

Rf = f x; yg � Dg = f x; yg) =) Dg� f = D f :

4. de�níció. Az A halmaz identikus függvény én az

idA : A ! A ; idA (x) = x

függvényt értjük.

Két halmazról el tudjuk dönteni azt, hogy elemeikszámaegyenl®-e,ha
a két halmaz elemeit

�
párba állítjuk�. Ez a gondolat motiválta a halmazok

ekvivalenciájának fogalmát.

5. de�níció. Az M ésN halmazok ekvivalensek , ha 9 f : M ! N (M -et
N -re képez®)invertálható függvény.

6. de�níció. Legyen A tetsz®legeshalmaz. Egy f : A � A ! A függvényt
(binér ) m¶velet nek nevezünk A-ban.





I I. fejezet

Számok

Bevezetés

Az iskolábanmegtanultuk a számolásszabályait, megismertüka számok

�
tula jdonságait�. Az alábbi axiómarendszernem más, mint ezentula jdon-

ságok közül a legfontosabbak rögzítése. A testaxiómák az összeadásés a
szorzásszabályait, a rendezésiaxiómák a � reláció tula jdonságait rögzítik,
a teljességpedig valami olyasmit fejezki, hogy a számegyenes

�
nem lyukas�.

Az axiómák jelent®ségeazonban messzetúln® a szabályok egy összes-
ségénekrögzítésén. Az alábbi axiómákkal ugyanis levezethet®minden más
szabály és tula jdonság. S®tvalójában az axiómákat teljesít® objektum az,
amit valós számoknaknevezünk.

A fejezet további részében az axiómákkal levezetjük a valós számokné-
hány tula jdonságát. Az elmélet teljes felépítésérenem vállalkozunk, de az
olvasómegnyugtatására leszögezzük,hogy az iskolában a tizedestörtekr®lés
a számegyenesr®lkialakított kép megfelelaz axiómákon nyugvó elméletnek.

1. A valós számok axiómarendszere

Az R halmazt a valós számok halmazá nak nevezzük, ha teljesíti az
alábbi axiómákat.

Test axiómák
Értelmezve van R-ben két m¶velet, az

f 1 : R � R ! R; x + y := f 1(x; y) összeadásésaz
f 2 : R � R ! R; x � y := f 2(x; y) szorzás,

amelyek kielégítik a következ®,úgynevezett testaxiómákat:
1) x + y = y + x ; x � y = y � x 8 x; y 2 R (kommutativitás),
2) (x + y) + z = x + (y + z); (x � y) � z = x � (y � z)

8 x; y; z 2 R (asszociativitás),
3) x � (y + z) = x � y + x � z 8 x; y; z 2 R (disztributivitás),

21
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4) 9 0 2 R, hogy x + 0 = x 8 x 2 R (9 zérus,vagy nullelem),
5) 8 x 2 R esetén9 � x 2 R, hogy x + (� x) = 0 (9 additív inverz),
6) 9 1 2 R, hogy 1 6= 0 és1 � x = x 8 x 2 R (9 egységelem),
7) 8 x 2 R ; x 6= 0 esetén9 x � 1 2 R, hogy x � x � 1 = 1 (9 multiplik atív

inverz).

Rendezési axiómák
Értelmezve van az R testben egy �� R � R rendezésireláció (az I.2.9.
de�níció szerinti négy tula jdonsággal),melyekre teljesül még, hogy

(i) ha x; y 2 R ésx � y, akkor x + z � y + z 8 z 2 R,
(ii) ha x; y 2 R; 0 � x és0 � y, akkor 0 � x � y

(az összeadásés a szorzásmonotonitása). Ekkor R-et rendezett testnek
nevezzük.

Teljességi axióma
Az R rendezett test (mint rendezetthalmaz) teljes, azazR bármely nemüres,
felülr®l korlátos részhalmazánaklétezik pontos fels®korlátja.

Összef oglal va
Az R halmazt a valós számokhalmazánaknevezzük, ha R teljes rendezett
test.

Meg jegyzés. Megmutatható, hogy létezik ilyen halmaz, és bizonyos érte-
lemben egyértelm¶. A lehetségesmodellekr®lkés®bbmégröviden beszélünk.

2. Kiegészítések a valós számfogalomhoz

a) A testaxiómák fontosabb következményei

A továbbiakban a szorzástjelent® pontot nem írjuk ki (ez általában nem
zavaró), továbbá az összeadásés a szorzásasszociativitása lehet®vé teszi,
hogy (x + y) + z ésx + (y + z) helyett x + y + z-t, míg (xy)z ésx(yz) helyett
xyz-t írjunk.

1. tétel. R-ben (de általában minden testben) a zérus és az egységelem
egyértelm¶ en meghatározott.

Bizonyítás. Ha pl. R-ben 0 és00 is zéruselem,akkor az 1. és 4. testaxióma
miatt

0 = 0 + 00 = 00+ 0 = 00

tehát 0 = 00. Hasonlóanlátható be 1 egyértelm¶sége. �
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2. tétel. Ha x; y; z 2 R eseténx + y = x + z, akkor y = z, ha még x 6= 0,
akkor xy = xz =) y = z (egyszer¶sítési szabály ).

Bizonyítás. A testaxiómák ésaz x + y = x + z feltétel adja, hogy

y = 0 + y = (� x + x) + y = � x + (x + y) = � x + (x + z) =

= (� x + x) + z = 0 + z = z ;

illetve

y = 1� y = (x � 1 � x) � y = x � 1 � (x � y) = x � 1 � (x � z) = (x � 1 � x) � z = 1� z = z ;

tehát y = z mindkét esetben. �

3. tétel. Bármely R-beli elemnekpontosan egy additív inverze , ésbár-
mely R-beli, 0-tól különböz®elemnekpontosan egy multiplikatív inverze
van .

Bizonyítás. Ha x-nek y ész additív, vagy x 6= 0-ra multiplik atív inverze,úgy
x + y = 0 = x + z, illetve xy = 1 = xz, ésaz el®bbitétel (az egyszer¶sítési
szabály) adja, hogy y = z mindkét esetben, tehát a tétel állítása igaz. �

4. tétel. Legyen x; y 2 R, akkor pontosan egy z1 2 R létezik, hogy
y + z1 = x; ha még y 6= 0, akkor pontosan egy z2 2 R létezik, hogy yz2 = x
(kivonási , illetve osztási feladat ).

Bizonyítás. z1 = x � y, illetve z2 = xy � 1 eseténnyilvánvaló, hogy y + z1 =
x; yz2 = x. Az egyértelm¶ségaz y + z1 = x = y + z0

1, illetve yz2 = x = yz0
2

egyenl®ségekb®l a 2. tétel segítségével adódik, hiszen z1 = z0
1 és z2 = z0

2
igaz. �

1. de�níció. A 4. tétel szerint egyértelm¶en létez®z1 illetve z2 valós szá-
mokat (melyekre tehát y + z1 = x, illetve y 6= 0 esetényz2 = x teljesül)
az x és y valósszámokkülönbségének, illetve hányadosá nak nevezzükés
x � y-nal, illetve

x
y

-nal jelöljük.
x
0

-t nem értelmezzük.

Meg jegyzés. Nyilvánvaló, hogy x � y = x + (� y), illetve
x
y

= x �y� 1, hiszen

y + (x + (� y)) = y + (( � y) + x) = (y + (� y)) + x = 0 + x = x ;

illetve
y � (x � y� 1) = y � (y� 1 � x) = (y � y� 1) � x = 1 � x = x

teljesül. Speciálisan
1
y

= y� 1.
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5. tétel. Bármely x 2 R esetén� (� x) = x ; 8 0 6= x 2 R esetén
�
x � 1� � 1

= x ; azaz
1
1
x

= x :

Bizonyítás. Az 5. testaxiómábanx helyére � x-et illetve a 7. testaxiómában
x helyére x � 1-et írva kapjuk a megfelel®állításokat. �

6. tétel. Legyen x; y 2 R. x � y = 0 ( ) x = 0 vagy y = 0.

b) Természetes,egész,racionálisésirracionális számok(mint R
részhalmazai)

1. de�níció. Az R azon N részhalmazát,melyre
(i) 1 2 N,
(ii) ha n 2 N, akkor n + 1 2 N,
(iii) ha M � N olyan, hogy 1 2 M és n 2 M -b®l következik, hogy

n + 1 2 M , akkor M = N
teljesül, a természetes számok halmazá nak nevezzük.

Az (i)-(ii)-(iii) tula jdonságokat a természetesszámokPeano-féle axi-
ómái nak nevezzük. A (iii), úgynevezett indukciósaxióma biztosítja a teljes
indukciós bizonyítások létjogosultságát.

2. de�níció. Egy x 2 R számot egész számnak nevezünk, ha léteznek
n; m 2 N, hogy x = m � n. A Z = f m � n j n; m 2 Ng halmazt pedig az
egészszámokhalmazánaknevezzük.

1. meg jegyzés. Könnyen belátható, hogy Z = N [ f 0g [ f n j � n 2 Ng,
ahol az f n j � n 2 Ng = N� halmazt a negatív egészszámokhalmazának
nevezzük.

2. meg jegyzés. 8 x; y 2 Z =) x + y; x � y; xy 2 Z. Azaz az egészszámok
halmazából nem vezet ki az összeadás,a kivonásésa szorzás.

3. de�níció. Legyen x 2 R, úgy

x1 := x; xn := xn� 1x (n 2 N; n 6= 1)

szerint de�niáljuk x természetes kitev®j¶ hatványait . Továbbá

x0 := 1 ; x � n :=
1

xn (x 6= 0; n 2 N)

szerint a 0, il letve negatív egész kitev®j¶ hatványt .

Több elemösszeadásának,illetve szorzásánakpontos de�níció ja, ésezek
elegánsjelölésea következ®.
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4. de�níció. Legyen n 2 N ésa1; : : : ; an 2 R. Ekkor

nX

i =1

ai
:= a1; ha n = 1; és

nX

i =1

ai =

 
n� 1X

i =1

ai

!

+ an ; ha n > 1;

nY

i =1

ai
:= a1; ha n = 1; és

nY

i =1

ai =

 
n� 1Y

i =1

ai

!

� an ; ha n > 1:

3. meg jegyzés. Az els®n természetesszámszorzatan! := 1 � 2 � : : : � n (az
n! jel®lést

�
n faktoriális�-nak olvassuk). 0! alatt 1-et értünk.�

n
k

�
:=

n!
k!(n � k)!

a binomiális együttható (n; k 2 N). Az
�

n
k

�
jelölést

�
n

alatt a k�-nak olvassuk.
Belátható, hogy 8 x; y 2 R ésn 2 N esetén

(x + y)n =
�

n
0

�
yn +

�
n
1

�
xyn� 1 +

�
n
2

�
x2yn� 2 + � � � +

+
�

n
n � 1

�
xn� 1y

�
n
n

�
xn =

=
nX

k=0

�
n
k

�
xkyn� k (binomiális tétel).

5. de�níció. Egy x 2 R számot racionális nak nevezünk, ha létezik
p;q 2 Z; q 6= 0, hogy x =

p
q

. Ellenkez®esetben x-et irracionálisnak ne-

vezzük. A

Q =
�

x j x 2 R és9 p;q 2 Z; q 6= 0; hogy x =
p
q

�

halmazt a racionális számok , míg az RnQ halmazt az irr acionális szá-
mok halmazánaknevezzük.

4. meg jegyzés.
� Adott x eseténp ésq nem egyértelm¶en meghatározott.

� Ha x; y 2 Q, akkor x + y; x � y; xy 2 Q, ésha még y 6= 0, akkor x
y 2 Q

is teljesül. Azaz a racionális számokhalmazából nem vezet ki a a négy
alapm¶velet.

� Q rendezett test.

� Belátható, hogy RnQ 6= ; . Azaz van irracionális szám.
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c) A rendezésiaxiómák fontosabb következményei

6. de�níció. Legyen x 2 R tetsz®leges.Ha 0 < x, akkor x-et pozitív nak,
ha 0 � x, akkor nem negatív nak, ha x < 0, akkor negatív nak; ha x � 0,
akkor nem pozitív nak nevezzük.
Az f x j x > 0g ; f x j x � 0g ; f x j x < 0g és f x j x � 0g halmazokat
pedig R-beli pozitív, nem negatív, negatív, nem pozitív számokhalmazának
nevezzük.

7. tétel. Ha x; y; z; u; v 2 R, akkor

a) x < y =) x + z < y + z ;
b) 0 < x =) � x < 0 ; x < 0 =) 0 < � x ;
c) 0 < x ^ 0 < y =) 0 < xy ;
d) 0 � x2 ; 0 < 1 ;
e) 0 < x ^ y < 0 =) xy < 0 ; x < 0 ^ y < 0 =) 0 < xy ;

f ) 0 < xy ^ 0 < x =) 0 < y ; 0 <
1
x

; 0 < x =) 0 <
1
x

;

g) x � y ^ z � u =) x + z � y + u ;
x < y ^ z � u =) x + z < y + u ;
(0 � x ^ 0 � y =) 0 � x + y; 0 < x ^ 0 � y =) 0 < x + y);

h) x < y ^ 0 < z =) xz < yz; x < y ^ z < 0 =) yz < xz;
i) 0 < y < x ^ 0 < z < v =) yz < xv ;
j) 0 < x < y ^ n 2 N =) 0 < xn < yn ;

k) 0 < x < y =) 0 <
1
y

<
1
x

;

l) n 2 N =) n � 1 ;
m) 8 k 2 Z esetén 69 l 2 Z ; hogy k < l < k + 1 :

7. de�níció. Az x 2 R abszolút értékén az

jxj :=

(
x ; ha 0 � x;
� x ; ha x < 0

nem negatív számotértjük.

8. tétel. Ha x; y 2 R, akkor

a) j � xj = jxj ;
b) jxyj = jxjjyj ;

c)

�
�
�
�
x
y

�
�
�
� =

jxj
jyj

(y 6= 0) ;

d) jx + yj � jxj + jyj ;
e) jjxj � jyjj � jx � yj :
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Bizonyítás. a), b) ésc) nyilvánvaló.
d) Az abszolút érték de�níció ja miatt

x � jxj ; y � jyj ; � x � jxj ; � y � jyj ;

így
x + y � jxj + jyj ; � x � y � jxj + jyj ;

amib®l jx + yj � jxj + jyj.

e) A d) állítás miatt

jxj = jx � y + yj � jx � yj + jyj;

jyj = jy � x + xj � jy � xj + jxj = jx � yj + jxj;

így
jxj � jyj � jx � yj

és
jyj � jxj � jx � yj;

ami adja az állítást. �

8. de�níció. Ha x; y 2 R, akkor a d(x; y) := jx � yj számot az x és y
távolságá nak nevezzük.
Azaz a d : R � R ! R függvény távolság(metrika) R-ben.

9. tétel. Ha x; y; z 2 R, akkor
1) d(x; y) � 0 ; d(x; y) = 0 ( ) x = y ;
2) d(x; y) = d(y; x) (szimmetrikus);
3) d(x; y) � d(x; z) + d(y; z) (háromszögegyenl®tlenség):

Bizonyítás. Az abszolútérték tula jdonságaialapján igen egyszer¶. �

9. de�níció. Legyen a;b 2 R. Az

] a;b[ := f x j a < x < bg ;

[ a;b] := f x j a � x � bg;

] a;b] := f x j a < x � bg;

[ a;b[ := f x j a � x < bg

halmazokat nyílt , zárt , félig nyílt (zárt ) interval lumok nak nevezzükR-
ben.

10. de�níció. Az a 2 R valósszámr (> 0) sugarúnyílt gömbkörnyezet én
a K (a; r ) := f x 2 R j d(x; a) < r g halmazt értjük.
Valójában K (a; r ) az a középpontú, 2r hosszúságúnyílt intervallum, azaz
K (a; r ) =] a � r; a + r [.
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d) A teljességiaxióma fontosabb következményei

10. tétel. Az N � R (a természetesszámokhalmaza) felülr®l nem korlátos.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy N felülr®l korlátos az R rendezett halmazban.
Ekkor a teljességiaxióma miatt 9 � = supN. Így � � 1 (< � ) nem fels®
korlátja N-nek, azaz9 n 2 N, hogy � � 1 < n, amib®l � < n + 1 következik.
Ugyanakkor n + 1 2 N miatt ezazt jelenti, hogy � nem fels®korlátja N-nek,
ami ellentmondás. �

11. tétel. Bármely x 2 R eseténlétezik l 2 Z, hogy l � x < l + 1. l
egyértelm¶en meghatározott.

12. tétel (Arc himedesi tula jdonság). Bármely x 2 R+ ésy 2 R esetén
létezik n 2 N, hogy y < nx.

Bizonyítás. Az 10. tétel miatt 9 n 2 N, hogy
y
x

< n (hiszen
y
x

sem lehet

fels®korlátja N-nek), ami adja, hogy y < nx. �

11. de�níció. Legyen I = f [ai ; bi ] � R j i 2 Ng zárt intervallumok olyan
rendszere,melyre ai � ai +1 � bi +1 � bi 8 i 2 N (azaz [ai +1 ; bi +1 ] � [ai ; bi ]),
akkor ezt egymásbaskatulyázott zárt intervallum rendszerneknevezzük.

13. tétel (Can tor-féle metszettétel). Legyen I = f [ai ; bi ] � R j i 2 Ng
egymásbaskatulyázott zárt intervallumok rendszere.Ekkor

\
I =

1\

i =1

[ai ; bi ] 6= ; :

Bizonyítás. Az egymásbaskatulyázottság adja, hogy 8 i; j 2 N-re ai � bj ,
így 8 j 2 N-re bj az A := f ai j i 2 Ng halmaznak fels®korlátja, melyre
� = supA � bj teljesül. Így � alsó korlátja a B = f bi j i 2 Ng halmaznak,
ezért � � inf B = � .

Mivel [�; � ] � [ai ; bi ] 8 i 2 N-re, ezért
T

I =
1T

i =1
[ai ; bi ] � [�; � ] 6= ; , ami

adja az állítást. �

Tételünk tehát azt állítja, hogy egymásbaskatulyázott zárt intervallu-
mok metszetenem üres.

Meg jegyzés. Szokásosaz is, hogy a Cantor-tételt választják teljességiaxi-
ómának. Ekkor a mi teljességiaxiómánkat kell bizonyítani.

12. de�níció. A H � R halmazt R-ben mindenütt s¶r¶nek nevezzük, ha
bármely x; y 2 R ; x < y eseténlétezik h 2 H , melyre x < h < y teljesül.
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14. tétel. A racionális számokQ halmaza s¶r¶ R-ben. Azaz bármely két
valós számközött van racionális szám.

Meg jegyzés. Belátható, hogyRnQ (az irracionális számokhalmaza)is s¶r¶
R-ben.

15. tétel. Bármely x nem negatív valósszámésn 2 N eseténpontosan egy
olyan y nem negatív valós számlétezik, melyre yn = x.

13. de�níció. Legyen x 2 R nem negatív és n 2 N. Azt (az el®bbi tétel
alapján egyértelm¶en létez®)y 2 R nem negatív számot, melyr e yn = x
teljesül az x szám n-edik gyökének nevezzük, és rá az n

p
x, vagy x

1
n

jelölést használjuk ( 2
p

x helyett
p

x-et írunk).

14. de�níció. Ha n páratlan természetesszám és x 2 R ; x < 0, akkor
n
p

x := x
1
n

:= � n
p

� x. (Erre teljesül, hogy ( n
p

x)n = x.)

15. de�níció. Legyen x 2 R+ ; r 2 Q és r =
m
n

(ahol m 2 Z és n 2 N).

Ekkor x r -edik hatványa: x r := x
m
n

:= n
p

xm .

Meg jegyzések.
1. A racionális kitev®j¶ hatvány értéke független az r el®állításától.

2. A hatványozásazonosságairacionális kitev®j¶ hatványokra is igazolha-
tók.

e) A b®vített valósszámokhalmaza

16. de�níció. Ha S � R felülr®l nem korlátos, akkor legyen supS = + 1 .
Ha S � R alulról nem korlátos, akkor legyen inf S = �1 .
Az Rb = R [ f + 1g [ f�1g halmazt a b®vített valós számokhalmazának
nevezzük.

Meg jegyzések.
1. Meg akarjuk ®rizni Rb-ben R eredeti rendezését,ezért legyen

�1 < x < + 1 8 x 2 R esetén.

2. Ekkor + 1 fels®korlátja Rb bármely részhalmazának,és minden nem
üres részhalmaznakvan Rb-ben pontos fels®korlátja. Ilyen megjegyzés
f¶zhet®az alsó korlátokhoz is.

3. Rb nem test.
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4. Megállapodunk az alábbiakban:

8 x 2 R esetén x + (+ 1 ) = + 1 ; x � (+ 1 ) = �1 ;
x

+ 1
=

x
�1

= 0 ;

8 0 < x 2 R esetén x � (+ 1 ) = + 1 ; x � (�1 ) = �1 ;

8 y 2 R; y < 0 esetén y � (+ 1 ) = �1 ; y � (�1 ) = + 1 ;

továbbá

(+ 1 ) � (+ 1 ) = + 1 ; (+ 1 ) � (�1 ) = �1 ; (�1 ) � (�1 ) = + 1 :

Nem értelmezzükugyanakkor a következ®ket:

0 � (+ 1 ) ; 0 � (�1 ) ; (+ 1 ) � (+ 1 ) ; (�1 ) � (�1 ) :

f ) A valósszámokegy modellje � a számegyenes

Tekintsünk a síkban egy egyenest és rajta a 0 pontot, majd a 0 által
meghatározott egyik félegyenesenaz 1 pontot.

A 0-ból 1-be vezet®szakaszt 1-b®lindulva mérjük fel ebben az irányban,
majd a kapott pontból folytassuk az eljárást. A 01 szakaszn-szeri felvétele
után kapott ponthoz rendeljük az n 2 N számot 8 n 2 N esetén:

Így a természetesszámokat az egyenesbizonyos pontjaik ént ábrázoljuk.
Az eljárást 0-ból ellenkez®irányban elvégezve elhelyezzük (ábrázoljuk) a
� 1; � 2; : : : ; � n; : : : (n 2 N) negatív egészeket is.

PSfrag replacements

0 1 2 3 n� 1� 2� 3� n

2.1. ábra. A természetesszámokelhelyezésea számegyenesen

Ha m 2 Z és n 2 N, akkor egyértelm¶en megadható egy x pont az
egyenesen,hogy a 0-ból x-be vezet®szakaszt n-szer felmérve éppen az m
pontot kapjuk (egyszer¶sítve: 9 x; nx = m). Az így nyert (szerkesztett) x
ponthoz az m

n 2 Q számot rendeljük.
Ezzel még nem rendeltünk valós számot az egyenesminden pontjához.

Ha például a 01 szakaszt egy négyzet oldalának tekintjük és annak átlóját
felmérjük 0-ból valamelyik irányban, a kapott pontban nincs racionálisszám
(ez olyan c szám,melyre c2 = 2, azazc =

p
2, vagy c = �

p
2, melyek nem

racionálisak).
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Az egyenesösszesmég megmaradópontjához rendelt számokaz irraci-
onális számok. Azt, hogy ez az egyenes,mint számegyenesnem

�
lyukas� a

teljességiaxióma, vagy a Cantor-féle metszettétel biztosítja.
Megadhatóak a m¶veletek geometriai jelentései, vizsgálhatók tula jdon-

ságaik,bevezethet®a rendezésésbizonyíthatók annak tula jdonságai. Szem-
léletesaz intervallum, abszolút érték, távolságfogalma.

Bebizonyítható, hogy R ésaz egyenespontjai között kölcsönösenegyér-
telm¶ a megfeleltetésésaz ezt biztosító bijekció lényegében egyértelm¶.

g) Nevezetesegyenl®tlenségek

16. tétel (Bernoulli-egy enl®tlenség). Ha n 2 N ; x 2 R és x � � 1,
akkor

(1 + x)n � 1 + nx :

Egyenl®ségakkor éscsakakkor teljesül, ha n = 1 vagy x = 0.

Bizonyítás. Teljes indukcióval.
n = 1-re az állítás nyilván igaz. Ha n-re igaz, akkor 1 + x � 0 miatt

(1+ x)n+1 = (1+ x)n (1+ x) � (1+ nx)(1+ x) = 1+ nx + x+ nx 2 � 1+ (n+ 1)x ;

így az állítás minden természetesszámraigaz. �

17. de�níció. Legyen n 2 N ; x1; : : : ; xn 2 R. Ekkor

An
:=

x1 + � � � + xn

n
:=

nP

i =1
x i

n
;

Továbbá x1 � 0; : : : ; xn � 0 esetén

Gn
:= n

p
x1 � � � � � xn

:= n

vu
u
t

nY

i =1

x i :

Az An ésGn számokat az x1; : : : ; xn számokszámtani (aritmetik ai), illetv e
mértani (geometriai) közepéneknevezzük.

A számtani ésmértani közepek közötti egyenl®tlenségaz alábbi.

17. tétel (Cauc hy). Ha n 2 N ésx1; : : : ; xn � 0 akkor

Gn � An ;

Egyenl®ségakkor éscsakakkor teljesül, ha x1 = x2 = � � � = xn .
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18. tétel (Cauc hy-Bun yakovszkij-Sc hwarz-egy enl®tlenség).
Legyenekx1; : : : ; xn ; y1; : : : ; yn 2 R, ekkor

 
nX

i =1

x i yi

! 2

�

 
nX

i =1

x2
i

!  
nX

i =1

y2
i

!

:

19. tétel (Mink owski-egy enl®tlenség).
Legyenekx1; : : : ; xn ; y1; : : : ; yn 2 R, ekkor

vu
u
t

nX

i =1

(x i + yi )2 �

vu
u
t

nX

i =1

x2
i +

vu
u
t

nX

i =1

y2
i :

Bizonyítás. A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenl®tlenség alapján. �

3. (Szám)halmazok számossága

1. de�níció. Az A és B halmazok egyenl® számosságúak , ha ekviva-
lensek, azaz 9 f : A ! B invertálható függvény, hogy B = f (A) (tehát
9 f : A ! B bijekció). Az A halmaz számossága nagyobb, mint a
B halmaz számossága, ha A ésB nem egyenl®számosságúés9 C � A,
hogy C ésB számosságamegegyezik.

2. de�níció. Az A halmaz véges (számosságú),ha A = ; vagy 9 n 2 N,
hogy A ekvivalensaz f 1; 2; : : : ; ng halmazzal. Az A halmaz végtelen (szá-
mosságú),ha nemvéges.Az A halmaz megszámlálható an végtelen (szá-
mosságú),ha ekvivalens a természetesszámokhalmazával. Az A halmaz
megszámlálható , ha végesvagy megszámlálhatóanvégtelen.

Meg jegyzések.
1. N � N megszámlálhatóanvégtelen,mert az

f : N � N ! N; f ((m; n)) = 2m� 1(2n � 1)

függvény bijekció.

2. Ha f A 
 j 
 2 � g olyan halmazrendszer,hogy � nem üres, megszámlál-
ható, 8 A 
 megszámlálható,akkor az

S


 2 �
A 
 is megszámlálható.

1. tétel. A racionális számokhalmazamegszámlálhatóanvégtelen.

Bizonyítás. Ha 8 n 2 N-re An
:= f

m
n

j m 2 Zg, úgy
1S

n=1
An = Q. Másrészt

Z, és így An is megszámlálhatóanvégtelen,és ekkor (az el®bbimegjegyzés
2. részemiatt) Q is az. �
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2. tétel. A valós számokszámosságanagyobb, mint N számossága.

Bizonyítás. Feladat. �

3. de�níció. A valósszámokhalmazát ésa veleekvivalenshalmazokat kon-
tinuum számosságúhalmazoknaknevezzük.

4. R top ológiá ja

1. de�níció. Legyen adott az E � R halmaz. Azt mondjuk, hogy

� x 2 E bels® pontja E-nek, ha 9 K (x; r ), hogy K (x; r ) � E ;
� x 2 R küls® pontja E-nek, ha bels®pontja E komplementerének,

CE-nek
(azaz 9 K (x; r ); K (x; r ) \ E = ; );

� x 2 R határp ontja E-nek, ha nem bels®ésnem küls®pontja (azaz
8 K (x; r )-re K (x; r ) \ E 6= ; ^ K (x; r ) \ CE 6= ; ).

E bels®pontjainak halmazát E belsejének, a határpontjainak halmazát E
határ ának nevezzük. E belsejétE � jelöli.

Példa. Legyen E =]0 ; 1[� R.

x =
1
2

bels®pontja E-nek, mert K ( 1
2 ; 1

2) =]0 ; 1[� E .

x = 5 küls® pontja E-nek, mert K (5; 1) =]4 ; 6[� CE miatt bels®pontja
CE-nek.
x = 1 határpontja E-nek, mert 8 K (1; r ) 6� E miatt nem bels®pontja és
8 K (1; r ) 6� CE miatt nem küls®pontja E-nek.

2. de�níció. Az E � R halmazt nyíl tnak nevezzük, ha minden pontja
bels®pont; zárt nak nevezzük,ha CE nyílt.

Példa.
1. E =]0 ; 1[� R nyílt halmaz, mert 8 x 2]0; 1[ eseténK (x; r ) � ]0; 1[, ha

r = inf f x; 1 � xg, azazE minden pontja bels®pont.

2. E = [0; + 1 [� R zárt halmaz, mert CE =] � 1 ; 0[ nyílt halmaz, hiszen
8 x 2 CE eseténK (x; jxj) � CE, azazCE minden pontja bels®pont.

1. tétel. R-ben igazak a következ®k:

1) R és; nyílt halmazok,
2) tetsz®legesensok nyílt halmaz egyesítésenyílt,
3) végessok nyílt halmaz metszetenyílt,

illetve
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4) R és; zárt halmazok,
5) tetsz®legesensok zárt halmaz metszetezárt,
6) végessok zárt halmaz egyesítésezárt.

Bizonyítás.
� 1) és4) a de�níció alapján nyilvánvaló.
� 2) igaz, mert E 
 (
 2 �) nyílt =) bármely x 2

S


 2 �
E 
 -ra létezik 
 0,

melyre x 2 E 
 0 =) 9 K (x; r ) � E 
 0 =) K (x; r ) �
S


 2 �
E 
 =)

S


 2 �
E 


nyílt.

� 3) is igaz, mert ha E i (i = 1; : : : ; n) nyílt, akkor x 2
nT

i =1
E i =) x 2

E i (i = 1; : : : ; n) =) 9 K (x; r i ) � E i (i = 1; : : : ; n) =) 0 < r < r i (i =

1; : : : ; n)-re K (x; r ) � E i (i = 1; : : : ; n) =) K (x; r ) �
nT

i =1
E i =) x 2

nT

i =1
E i bels®pont =)

nT

i =1
E i nyílt.

� 5) és6) a

C

0

@
\


 2 �

E 


1

A =
[


 2 �

CE 
 és C

 
n[

i =1

E i

!

=
n\

i =1

CE i

de-Morgan-azonosságokból jön a zártság de�níció ja, illetve 2) és3) teljesü-
lésemiatt. �

3. de�níció. Legyen adott az E � R halmaz. Az x0 2 R pontot az E
halmaz torló dási pont jának nevezzük,ha bármely r > 0 eseténa K (x 0; r )
környezet tartalmaz x0-tól különböz®E-beli pontot, azaz(K (x0; r )nf x0g) \
E 6= ; .
x0 2 E izolált pont ja E-nek, ha nem torlódási pontja, azaz létezik r > 0,
hogy (K (x0; r )nf x0g) \ E = ; .
E torlódási pontjainak halmazát E 0-vel jelöljük.

Példa.
1. Az E = f 1

n j n 2 Ng � R halmaznak 0 2 R (0 =2 E) torlódási pontja,
mert bármely K (0; r ) környezetben van elemeE-nek, hiszen8 r 2 R+ -ra
� mert N felülr®l nem korlátos � 9 n 2 N, hogy n > 1

r , azaz0 < 1
n < r .

2. Az E = N � R halmaz minden pontja izolált pont, mert 8 n 2 N-re
(K (n; 1) n f ng) \ E = ; .

2. tétel. Az E � R halmaz akkor és csak akkor zárt, ha E 0 � E (azaz
tartalmazza minden torlódási pontját).
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Bizonyítás.
a) E zárt =) CE nyílt =) 8 x 2 CE 9 K (x; r ) � CE =) 8 x 2 CE-re

x =2 E 0 =) E 0 � E .

b) Legyen E 0 � E . x =2 E =) x =2 E 0 =) 9 K (x; r ); melyre
(K (x; r )nf xg) \ E = ; . Másrészt x =2 E miatt f xg \ E = ; . Tehát
x =2 E =) 9 K (x; r ) � CE. Azaz CE nyílt, így E zárt. �

Meg jegyzés. Rb-ben a + 1 és �1 környezetén az (r; + 1 ) és (�1 ; r )
(r 2 R) intervallumokat értjük. Így de�niálható az is, hogy a + 1 és �1
mikor torlódási pont.

3. tétel (Bolzano-W eierstrass). Bármely S � R korlátos, végtelen hal-
maznak létezik torlódási pontja.

Bizonyítás.
� S korlátos =) 9 [a;b] � R; S � [a;b] ;
� De�niáljuk az I n (n 2 N) zárt intervallumok egymásbaskatulyázott rend-
szeréta következ®módon. Legyen

I 1
:= [a1; b1] :=

8
>><

>>:

�
a;

a + b
2

�
; ha

�
a;

a + b
2

�
\ S végtelenhalmaz,

�
a + b

2
; b

�
; ha

�
a + b

2
; b

�
\ S végtelenhalmaz.

Ha I n = [an ; bn ] halmaz adott, akkor legyen

I n+1
:= [an+1 ; bn+1 ] :=

:=

8
>><

>>:

�
an ;

an + bn

2

�
; ha

�
an ;

an + bn

2

�
\ S végtelen,

�
an + bn

2
; bn

�
; ha

�
an + bn

2
; bn

�
\ S végtelen.

Ekkor minden n 2 N-re I n \ S végtelen,ésbn � an =
b� a

2n .

� A Cantor-tétel miatt
1T

n=1
I n = [�; � ], továbbá

0 � � � � � bn � an =
b� a

2n <
b� a

n
(n 2 N);

ami az archimedesi tula jdonság miatt csak � = � = x0 eseténlehetséges,
továbbá x0 2 I n (8 n 2 N).
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� 8 r > 0 esetén(az archimedesitula jdonságmiatt)

9 n 2N;
b� a

r
< n =) 9 n 2 N;

b� a
n

< r =)

=) bn � an =
b� a

2n <
b� a

n
< r =)

=) I n � K (x0; r ) =) (I n konstrukciója miatt) 8 K (x0; r ) végtelensok
S-beli elemet tartalmaz =) x0 torlódási pontja S-nek. �

4. de�níció. Nyílt halmazokegyo rendszereazS � R halmaznakegynyílt
lefedése, ha S �

S
o.

Példa. Az N halmaznak a f K (n; 1) j n 2 Ng halmazrendszeregy nyílt

lefedése,hiszen 8 n 2 N-re n 2 K (n; 1), és így n 2
1S

i =1
K (i; 1), továbbá

K (i; 1) nyílt halmaz.

5. de�níció. A K � R halmazt kompakt nak nevezzük, ha minden nyílt
lefedéséb®lkiválasztható végessok halmaz, mely lefedi K -t.

Példa.
1. N nem kompakt, mert 8 K (n; 1) elhagyásával az n 2 N-t a maradék

halmazok nem fedik le, így létezik olyan nyílt lefedéseN-nek, melyb®l
nem választható ki végeslefedés.

2. K = f 1; 2; 3; 4; 5g � R kompakt, mert 8 o nyílt lefed®rendszeresetén�
K � o miatt � az 1; 2; 3; 4; 5 elemekhezlétezneko1; o2; o3; o4; o5 nyílt hal-

mazok, hogy i 2 oi ; i = 1; 2; 3; 4; 5 és így K �
5S

i =1
oi , azaz8 o lefedésb®l

kiválasztható végeslefedés.

4. tétel (Heine-Borel). Egy K � R halmaz akkor éscsakakkor kompakt,
ha korlátos észárt.

Példa.
1. f 1; 2; 3; 4; 5g � R kompakt, valamint korlátos észárt is.

2. N nem korlátos ésnem kompakt halmaz.
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Sorozatok

1. Alapfogalmak és kapcsolatuk

1. de�níció. Egy f : N ! R függvényt R-beli sorozat nak nevezünk. f (n)-
et a sorozat n-edik eleméneknevezzük.
A sorozatn-edik elemét f (n) = an vagy f (n) = xn jelöli. A sorozateleme-
inek halmazára az f ang vagy f xng jelölést használunk. Magát a sorozatot
az f := han i , vagy f := hxn i szimbólummal jelöljük.

Példa. h1
n i ; hni sorozatok R-ben, n-edik tagjuk 1

n , illetve n, elemeik hal-
maza f 1

n j n 2 Ng, illetve N.

2. de�níció (k orlátosság). Az hxn i R-beli sorozat ot korlátos nak nevez-
zük, ha f xng korlátos. Az hxn i R-beli sorozatalulról (felülr®l) korlátos, ha
f xng alulról (felülr®l) korlátos.

Példa.
1. Az h1

n i sorozatkorlátos, mert egyrészt0 < 1
n 8 n 2 N, így alulról korlátos,

másrésztn � 1 miatt 1
n � 1 8 n 2 N esetén,így felülr®l korlátos.

2. Az hni sorozat alulról korlátos, mert 0 < n 8 n 2 N, de felülr®l nem
korlátos, mert f ng = N felülr®l nem korlátos, így hni nem korlátos.

3. de�níció (monotonitás). Az hxn i R-beli sorozat ot monoton növek-
v®nek(csökken®nek)nevezzük,ha bármely n 2 N-re xn � xn+1 (xn � xn+1 );
szigorúan monoton növekv® (csökken®)ha 8 n 2 N-re xn < xn+1 (xn >
xn+1 ) teljesül.

Példa.
1. h1

n i szigorúanmonoton csökken®,mert 0 < n < n + 1 miatt
1

n+1 < 1
n 8 n 2 N.

2. hni szigorúanmonoton növelv®,mert n < n + 1 8 n 2 N.

3. h(� 1)n ni nem monoton növekv®,mert a1 = � 1 < 2 = a2,
dea2 = 2 > � 3 = a3. Hasonlóanbelátható, hogy a sorozatnemmonoton
csökken®.

37
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A kalkulus legf®bbeszközeit � a di�erenciálhányadost ésaz integrált � a
határérték segítségével de�niálják. Egy sorozathatárértékeként olyat számot
szeretnénkérteni, melyet a sorozat

�
tetsz®legespontossággalmegközelít�.

4. de�níció (k onvergencia). Az hxn i R-beli sorozat ot konver gensnek
nevezzük, ha létezik x 2 R, hogy bármely " > 0 eseténlétezik n(") 2 N,
hogy bármely n � n(")-ra (n 2 N) d(x; xn ) < " teljesül. Az x 2 R számot
hxn i határértékének nevezzük. Azt, hogy hxn i konvergenséshatárértéke x,
így jelöljük: lim

n!1
xn = x vagy xn ! x.

Példa.
1. Az h1

n i sorozat konvergensés határértéke 0, mert 8 " > 0-ra (mivel N
felülr®l nem korlátos) 9 n(") 2 N, hogy n(") > 1

" , azaz 1
n(" ) < ", így

8 n � n(")-ra 0 < 1
n < 1

n(" ) < ", tehát d(0; 1
n ) < " .

2. A hci konstans sorozat konvergens,és határértéke c, mert 8 " > 0-ra
8 n(") 2 N esetén8 n � n(")-ra d(c;c) = 0 < ".

Meg jegyzések.
1. A környezet fogalmát felhasználva a konvergenciaún.

�
környezetes�de�-

nícióját kapjuk: az hxn i sorozatkonvergens,ha 9 x 2 R, hogy 8 K (x; " )-
hoz 9 n(") 2 N, hogy 8 n � n(")-ra xn 2 K (x; " ) teljesül.

2. Egyszer¶enbelátható, hogy xn ! x ( ) 8 K (x; " )-re xn 2 K (x; " )
legfeljebbvégessok n 2 N kivételével.

3. Ha hxn i olyan sorozat, hogy xn ! 0, akkor nullsorozatnak nevezzük.

5. de�níció (div ergencia). Az hxn i R-beli sorozat ot diver gensnek ne-
vezzük, ha nem konvergens, azaz ha bármely x esetén létezik " > 0
(vagy K (x; " )) , hogy bármely n(") 2 N-re létezik n � n("), hogy d(x; x n ) �
" (vagy xn =2 K (x; " )) .

Példa. h(� 1)n i divergens.
x = +1 és x = � 1 nem lehet határérték, mert " = 1 választással(� 1)n 6=
K (1; 1), ha n páratlan és(� 1)n 6= K (� 1; 1), ha n páratlan.
Ha x 6= +1 és x 6= � 1 is teljesül, akkor " = inf f d(x; 1); d(x; � 1)g esetén
xn 6= K (x; " ) 8 n 2 N.
Így a de�níció adja az állítást.

6. de�níció. Az hxn i R-beli sorozat + 1 -hez (illetv e �1 -hez) konvergál,
ha 8 M 2 R-hez9 n(M ) 2 N, hogy 8 n � n(M )-re xn > M (illetv e xn < M )
teljesül.



1. ALAPF OGALMAK ÉS KAPCSOLA TUK 39

Példa.
1. Az hni sorozat + 1 -hez konvergál, mert 8 M 2 R-re (mivel N felülr®l

nem korlátos) 9 n(M ) 2 N, hogy n(M ) > M , így 8 n � n(M )-re n > M ,
ami adja a de�níció teljesülését.

2. A h� ni sorozat�1 -hezkonvergál, mert 8 M 2 R-re (mivel f� ng alulról
nem korlátos) 9 n(M ) 2 N, hogy � n(M ) < M , így 8 n � n(M )-re
� n � � n(M ), ami (� n(M ) < M miatt) adja, hogy � n < M , azaz
teljesül a de�níció.

1. tétel (a határérték egyértelm ¶sége). Ha hxn i R-beli konvergens
sorozat, akkor egy határértéke van (azaz xn ! a ésxn ! b eseténa = b).

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy xn ! a ésxn ! b ésa 6= b. Ekkor a 6= b miatt

K
�

a;
d(a;b)

2

�
\ K

�
b;

d(a;b)
2

�
= ; :

Továbbá az xn ! a és xn ! b miatt 9 n("), hogy 8 n > n(")-ra xn 2

K
�

a; d(a;b)
2

�
ésxn 2 K

�
b; d(a;b)

2

�
, ami lehetetlen. Tehát a = b. �

Meg jegyzés. A tétel akkor is igaz, ha xn ! + 1 (vagy xn ! �1 ).

2. tétel (k onvergencia és korlátosság). Ha az hxn i sorozat konvergens,
akkor korlátos.

Bizonyítás. Ha xn ! x és " > 0 adott, akkor 9 n(") 2 N ; hogy 8 n �
n(") (n 2 N)-re d(x; xn ) < " . Legyen r = supf "; d(x; x1); : : : ; d(x; xn(" )� 1)g.
Ekkor 8 n 2 N-re

d(x; xn ) � r ;
így f xng korlátos =) hxn i korlátos. �

Meg jegyzés. Egy sorozatkorlátosságából általában nem következik a kon-
vergenciája.

Példa. A h(� 1)n i sorozat korlátos, mert � 1 � (� 1)n � 1 teljesül 8 n 2 N-
re (azaz alulról és felülr®l is korlátos), de � ahogy ezt már bizonyítottuk �
nem kovergens.

3. tétel (monotonitás és konvergencia). Ha az hxn i R-beli sorozat
monoton növekv®(illetv ecsökken®)ésfelülr®l (illetv ealulról) korlátos, akkor
konvergensésxn ! supf xng (illetv e xn ! inf f xn g).

Bizonyítás. Legyen hxn i monoton növekv®ésfelülr®l korlátos. Ekkor 9 x =
supf xng A szuprénum de�níció ja miatt 8 " > 0-ra 9 n(") 2 N ; hogy xn(" ) >
x � " , azazxn(" ) 2 K (x; " ). A monoton növekedésmiatt 8 n � n(") (n 2 N)
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eseténxn(" ) � xn < x: Tehát xn 2 K (x; " ), így xn ! x.
A másik eset(hxn i monoton csökken®ésalulról korlátos) bizonyítása analóg
módon történik. �

Példa. Az h1� 1
n i sorozatmonoton növekv®azalábbi miatt. 1� 1

n < 1� 1
n+1

( ) � 1
n < � 1

n+1 ( ) 1
n > 1

n+1 ( ) n < n + 1. Az utolsó egyenl®ségteljesül
8 n 2 N-re.

A sorozatfelülr®l korlátos: 1� 1
n < 1 ( ) � 1

n < 0 ( ) 1
n > 0, ami igaz.

Így h1 � 1
n i konvergens.

supf 1 � 1
n g = 1, ugyanis � = 1 � " < 1 (" > 0) nem lehet fels®korlát,

mert akkor 8 n 2 N-re 1 � 1
n � 1 � " teljesülne, ami ekvivalensa � 1

n � � " ,
illetve 1

n � " ésvégül az n � 1
" egyenl®tlenséggel,8 n 2 N-re, ami N felülr®l

korlátoságát jelentené, ésez ellentmondás.
Így az f 1� 1

n g halmaz 8 � fels®korlátjára � � 1 teljesül, ezért az 1 fels®
korlát a pontos fels®korlát.

Tehát 1 � 1
n ! 1.

2. Sorozatok és m¶veletek, illetv e rendezés

De�níció. Ha hxn i éshyn i R-beli sorozatok, � 2 R tetsz®leges,akkor az

hxn i + hyn i := hxn + yn i ; � hxn i := h�x n i

szerint de�niált sorozatokat azadott sorozatok összegénekilletv e � -szor o-
sának nevezzük.
Ha hxn i éshyn i R-beli sorozatok,akkor az

hxn i � hyn i := hxn � yn i ;
hxn i
hyn i

:=
�

xn

yn

�
(yn 6= 0)

szerint de�niált sorozatokat az adott sorozatok szorzatá nak, illetve há-
nyadosá nak nevezzük.

Az alábbi tételek szerint a négy alapm¶velet ésa határérték képzéssor-
rendje felcserélhet®

1. tétel. Legyen hxn i és hyn i R-beli sorozat, � 2 R tetsz®legesúgy, hogy
xn ! x ésyn ! y. Ekkor hxn i + hyn i és � hxn i konvergensekésxn + yn !
x + y ; �x n ! �x .
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Bizonyítás.
a) Ha xn ! x ésyn ! y, úgy 8" > 0-ra

"
2

-höz 9 n
� "

2

�
; hogy 8 n � n

� "
2

�

(n 2 N) eseténd(x; xn ) <
"
2

ésd(y; yn ) <
"
2

. Ezért 8 n � n
� "

2

�
-re

d(x + y; xn + yn) = j(x + y) � (xn + yn )j = j(x � xn ) + (y � yn )j �

� jx � xn j + jy � yn j = d(x; xn ) + d(y; yn ) < " ;

azazxn + yn ! x + y.

b) Ha � = 0, akkor � hxn i = h�x n i = h0i konvergensés�x n = 0 ! 0 2 Rn .

Ha � 6= 0, akkor 8 " > 0-ra
"

j� j
> 0-hoz 9 n

�
"

j� j

�
; hogy 8 n � n

�
"

j� j

�

(n 2 N) eseténd(x; xn ) <
"

j� j
: Ekkor 8 n � n

�
"

j� j

�
-ra

d(�x; �x n ) = j� jd(x; xn ) < j� j
"

j� j
= " ;

azaz�x n ! �x . �

Példa.
1. Az h1 + 1

n i sorozatkonvergens,mert az h1i sorozat konvergenséshatár-
értéke 1, az h1

n i sorozat is konvergenséshatárértéke 0, így a tétel miatt
sorozatunk is konvergenséshatárértéke 1 + 0 = 1.

2. Az h5
n i sorozat konvergenséshatárértéke 0, mert 1

n ! 0 miatt
5
n = 5 � 1

n ! 5 � 0 = 0.

2. tétel. Legyenek hxn i és hyn i olyan R-beli sorozatok, hogy xn ! x és

yn ! y. Ekkor hxn i � hyn i ésy; yn 6= 0 (n 2 N) esetén
hxn i
hyn i

is konvergensés

xn � yn ! x � y ;
xn

yn
!

x
y

:

Példa.

1. Az
�

1
n2

�
sorozatkonvergenséshatárértéke0, mert

�
1
n2

�
=

�
1
n

�
�
�

1
n

�

és
1
n

! 0, így
1
n2 ! 0 � 0 = 0.
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2. A

*
3 +

1
n

2 +
1
n2

+

sorozat konvergensés határértéke
3
2

, mert 3 +
1
n

! 3;

2 +
1
n2 ! 2, így

3 +
1
n

1
n2

!
3
2

.

3. tétel. Ha hxn i korlátos, hyn i pedig nullsorozat R-ben, akkor hxn i � hyn i
nullsorozat (xn � yn ! 0).

Példa. A h(� 1)n 1
n i sorozat nullsorozat, mert h(� 1)n 1

n i = h(� 1)n ih 1
n i , to-

vábbá h(� 1)n i korlátos h1
n i pedig nullsorozat.

4. tétel. Ha hxn i olyan R-beli sorozat, hogy

a) jxn j ! + 1 ésxn 6= 0 8 n 2 N, akkor
1

xn
! 0;

b) xn ! 0 ; xn 6= 0 8 n 2 N, akkor

�
�
�
�

1
xn

�
�
�
� ! 1 .

Példa.
1. hn2 + 1i konvergál a + 1 -hez,mert ha M < 1, úgy n2 + 1 > 1 > M 8 n 2

N, míg ha m � 1, akkor � n ! + 1 miatt �
p

M � 1-hez9 n1(
p

M � 1),
hogy 8 n � n(M )-re n >

p
M � 1 ( ) n2 > M � 1 ( ) n2 + 1 > M .

Így a tétel a) részemiatt
1

n2 + 1
! 0.

2.
n2

n + 2
=

1
1
n + 1

n2

és
1
n

+
2
n2 ! 0, így a tétel b) részemiatt

n2

n + 2
! + 1 .

5. tétel. Ha hxn i éshyn i olyan R-beli sorozatok,hogy xn ! x ésyn ! y és
a) xn � yn (vagy xn < yn ) 8 n > N0 2 N-re, akkor x � y ;
b) x < y, akkor 9 N0, hogy 8 n > N0-ra xn < yn .

Bizonyítás.

a) Tegyük fel, hogy x > y és legyen " =
jx � yj

2
> 0. Ekkor 9 n1(" ) és

n2(" ), hogy xn 2 K (x; " ) 8 n � n1(" ) ésyn 2 K (y; " ) 8 n � n2(" ). A
K (x; " ) \ K (y; " ) = ; miatt ebb®ladódik, hogy yn < xn 8 n > n(") =
= supf n1(" ); n2(" )g. Ez pedig ellentmondás, így csakx � y lehetséges.

b) " =
jx � yj

2
> 0-ra 9 n1(" ) és n2(" ), hogy xn 2 K (x; " ), ha n � n1(" ),

valamint yn 2 K (y; " ), ha n � n2(" ). Így K (x; " ) \ K (y; " ) = ; miatt
xn < yn , ha n > N0 = supf n1(" ); n2(" )g. �
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6. tétel (rend®r-tétel). Ha hxn i ; hyn i ; hzn i olyan R-beli sorozatok,hogy
xn ! x ésyn ! x ésxn � zn � yn , akkor zn ! x.

Bizonyítás. A feltételek miatt 8 " > 0-hoz 9 n1(" ) és n2(" ), hogy xn 2
K (x; " ), ha n � n1(" ) ésyn 2 K (x; " ), ha n � n2(" ). Így xn ; yn 2 K (x; " ),
ha n � n(") = supf n1; n2g, ezért az xn � zn � yn feltételb®l zn 2 K (x; " ),
ha n � n("). Tehát zn ! x. �

Példa. 0 <
n + 1
n3 + 1

<
n + 1

n3 �
2n
n3 =

2
n2 miatt a tétel adja, hogy

n + 1
n3 + 1

! 0.

3. Részsorozatok

1. de�níció. Legyen han i R-beli sorozat. Ha ' : N ! N szigorúanmonoton
növekv®ésbn = a' (n) , akkor hbn i -t az han i részsorozat ának nevezzük.

Példa. Az
�

1
2n

�
sorozat ésaz

�
1

n2 + 2

�
sorozat is részsorozataaz

�
1
n

�

sorozatnak.

1. tétel. Ha az han i konvergenséshatárértéke a akkor 8 hbn i részsorozatára
bn ! a teljesül.

Bizonyítás. Ha bn = a' (n) ; ' : N ! N szigorúanmonoton növekv®,akkor
teljes indukcióval kapjuk, hogy ' (n) � n (n 2 N). Legyen " > 0 adott,
akkor an ! a miatt 9 n("); hogy 8 n � n(") (n 2 N)-re an 2 K (a; "). Így
' (n) � n miatt bn 2 K (a; ") 8 n � n(") (n 2 N), azazbn ! a. �

Példa. A tétel ésaz
�

1
n

�
nullsorozat volta miatt az

�
1

2n

�
ésaz

�
1

n2 + 2

�

sorozatok is nullsorozatok.

Meg jegyzés. A tétel megfordításanemigaz,deha egysorozatkét diszjunkt
részsorozatrabontható, melyek határértéke ugyanaz, akkor az a sorozatnak
is határértéke.

2. tétel (Bolzano-W eierstrass-féle kiv álasztási tétel). Ha az han i R-
beli sorozat korlátos, akkor létezik konvergensrészsorozata.

Bizonyítás. Ha han i értékkészletevéges,akkor 9 a 2 R, hogyan = a végtelen
sok természetesszámra,így az A = f n 2 N j an = ag halmazmegszámlálha-
tóan végtelen,így 9 ' : N ! N szigorúanmonoton növekv®sorozat,melynek
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értékkészleteA. Mivel a' (n) = a 8 n 2 N, tehát ha' (n) i konvergens.
Ha f ang végtelenhalmaz, mely korlátos, akkor a I I.4.3. tétel miatt 9 a 2 R
torlódási pontja, így 9 ' (1) 2 N, hogy a' (1) 2 K (a;1). Ha ' (n)-t meg-
határoztuk n 2 N-re, akkor 9 ' (n + 1) 2 N, melyre ' (n + 1) > ' (n)

és a' (n+1) 2 K
�

a;
1

n + 1

�
. ' : N ! N szigorúan monoton növekv® és

bn = a' (n) 2 K
�

a;
1
n

�
8 n 2 N, azazd(a;a' (n) ) = d(a;bn ) <

1
n

8 n 2 N.

Legyen" > 0 tetsz®leges,akkor ( 1
n ! 0 miatt) 9 n(") ; 8 n � n(") (n 2 N)-re

1
n

< ", így d(a;bn ) < " . Tehát bn ! a. �

2. de�níció. Legyen A az han i korlátos (R-beli) sorozatkonvergensrészso-
rozatai határértékeinek halmaza. A supf Ag és inf f Ag (létez®)számokat az
han i fels® illetve alsó határ érték einekvagy limesz szuperior jának illetve
limesz inferior jának nevezzük. Jelölés: lim an ; lim an (limsup an , liminf
an ).
Ha han i felülr®l (vagy alulról) nem korlátos, akkor lim an = + 1 (illetv e
lim an = �1 ).

Példa. Az han i = h(� 1)n i sorozat konvergensrészsorozataia hbn i = h1i
és hbn i = h� 1i konstans sorozatok, illetve azon hbn i sorozatok, melyekben
bn = 1 végessok n kivételével, vagy bn = � 1 végessok n kivételével.
Ezek határértéke 1 vagy � 1, így lim an = 1; lim an = � 1.

Meg jegyzések.
1. supf Ag; inf f Ag 2 A .

2. Ha lim an = lim an = a, akkor an ! a.

4. Cauchy-sorozatok

1. de�níció. Az han i R-beli sorozatot Cauchy-sor ozat nak nevezzük, ha
8 " > 0 esetén9 n(") 2 N, hogy 8 p;q � n(") (p;q 2 N) eseténd(ap; aq) < " .

A határérték de�níció ja azt jelenti, hogya sorozattagjai
�
közelkerülnek�

a határértékhez. A Cauchy-tula jdonság viszont azt, hogy a sorozat tagjai

�
közel kerülnek� egymáshoz.

1. tétel (Cauc hy-féle konvergencia kritérium). Az hxn i R-beli sorozat
akkor éscsakakkor konvergens,ha Cauchy-sorozat.
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Bizonyítás.
a) Ha hxn i konvergens,akkor 9 x 2 R, hogy8 " > 0 esetén

"
2

-re 9 n
� "

2

�
úgy,

hogy 8 p;q � n
� "

2

�
-re d(x; xp) <

"
2

ésd(x; xq) <
"
2

. Így 8 p;q � n
� "

2

�
-

re

d(xp; xq) � d(x; xp) + d(x; xq) < ";

azazCauchy-sorozat.

b) Legyen hxn i Cauchy-sorozat R-ben.
� hxn i korlátos, mert " = 1-hez 9 n(1), hogy 8 p;q � n(1)-re

d(xp; xq) < 1. Legyen q � n(1) rögzített, p � n(1) tetsz®leges,akkor

d(0; xp) � d(0; xq) + d(xp; xq) < d(0; xq) + 1 ;

így, ha r > supf d(0; x1); : : : ; d(0; xn(1) � 1); d(0; xq) + 1g, akkor
d(0; xn ) < r 8 n 2 N.

� Mivel hxn i korlátos, így 9hx ' (n) i konvergens részsorozata(lásd a
Bolzano-Weierstrass-félekiválasztásitételt).

� Legyen x = lim
n!1

x ' (n) és" > 0 tetsz®leges,akkor
"
2

-höz 9 n1

� "
2

�
2

N, hogy ' (n) � n1

� "
2

�
(n 2 N) eseténd(x ' (n) ; x) <

"
2

.

Másrészthxn i Cauchy-sorozat, így 9 n2

� "
2

�
; hogy 8 p;q � n2

� "
2

�
-

re d(xp; xq) <
"
2

. Ezért 8 n � n(") = supf n1

� "
2

�
; n2

� "
2

�
g-re

' (n) � n és d(xn ; x) � d(xn ; x ' (n) ) + d(x ' (n) ; x) < " ;

azazxn ! x. �

Meg jegyzések.
1. A tétel segítségével eldönthet® egy sorozat konvergenciája a határérték

ismeretenélkül is, a divergenciát pedig bizonyos esetekben könnyebben
tudjuk bizonyítani, mint a de�níció alapján.

2. Szokás a Cauchy-féle konvergenciakritériumot teljességiaxiómának vá-
lasztani (ami ugyancsakbiztosítja, hogy a számegyenesnem

�
lyukas�), s

ekkor az általunk adott teljességiaxióma tétel lesz.
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Példák.

1. Az
�

1
12 +

1
22 + � � � +

1
n2

�
sorozat konvergens.

Ha p;q 2 N, éspéldául p > q, akkor

jap � aqj =
1

(q + 1)2 +
1

(q + 2)2 + � � � +
1
p2 <

<
1

q(q + 1)
+

1
(q + 1)(q + 2)

+ � � � +
p � 1

p
=

=
1
q

�
1

q + 1
+

1
q + 1

�
1

q + 2
+ � � � +

1
p � 1

�
1
p

=

=
1
q

�
1
p

<
1
q

és az archimedeszi axióma nev¶ tétel miatt 8 " > 0-hoz 9 n("), hogy
1

n(")
< " és akkor 8 q � n(")-re

1
q

< ", így 8 q � n(") (és 8 p 2 N)

eseténjap � aqj <
1
q

< ", ami adja azt is, hogy 8 p;q � n(")-ra jap � aqj <

" , azaz a sorozat teljesíti a Cauchy-féle konvergenciakritériumot, ezért
konvergens.

2. Az
�

1
1

+
1
2

+ � � � +
1
n

�
sorozat divergens.

Ugyanis 8 n 2 N-re

a2n � an =
1

n + 1
+ � � � +

1
2n

> n
1

2n
=

1
2

így " = 1
2-hez egyetlen n(") küszöbszámsem jó, így nem teljesíti a

Cauchy-féle kritérium feltételét.

5. Nevezetes sorozatok

Az alábbi tételek bizonyítását a Kalkulus I. példatár tartalmazza.
1. tétel. Legyen a 2 R; han i = han i . Ekkor

1. jaj < 1 eseténan ! 0 ;
2. jaj > 1 eseténhan i divergens;a > 1-re an ! + 1 ;
3. a = 1 eseténan ! 1; a = � 1 eseténhan i divergens.

2. tétel. Legyen k 2 N rögzített, akkor nk ! + 1 ; k
p

n ! + 1 és

np ! + 1 , ha p =
k
l

(k; l 2 N).
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3. tétel. Legyen a 2 R; a > 0. Ekkor n
p

a ! 1 .

4. tétel. n
p

n ! 1 .

5. tétel. Ha a 2 R; a > 1, akkor an =
an

n!
! 0 .

6. tétel. n
p

n! ! + 1 .

7. tétel. Ha a > 1, akkor
nk

an ! 0 8 k 2 N rögzített számra.

8. tétel. Az
��

1 +
1
n

� n �
sorozat konvergens. (Határértékét e-vel jelöl-

jük.)





IV. fejezet

Sorok

1. Alapfogalmak és alaptételek

Egy hak i sorozat tagjai összeadásával formálisan felírhatjuk a
1P

k=1
ak

�
végtelensok tagú� összeget.Ezen formális összegmikor jelent egy számot?

Erre a kérdésrea
nP

k=1
ak részletösszegekkonvergenciája segítségével fogunk

válaszolni. Ki fog az is derülni, hogy a tényleges(numerikus, számítógépes)
számításokgyakran ilyen sorok alapján adnak (közelít®)értéket a konkrét
feladatok megoldására.

1. de�níció. Ha adott egy han i R-beli sorozat,akkor azt az hSn i sorozatot,

melynél Sn
:=

nP

k=1
ak végtelen sor nak nevezzük és

P
an (vagy

1P

n=1
an -nel

jelöljük. Sn-t a sor n-edik részletösszegének, an -t a sor n-edik tagjának
nevezzük. Ha adott még az a0 2 R szám is, úgy azt az hSn i sorozatot,

melynél Sn =
nP

k=0
ak is végtelen sornak nevezzük és rá a

1P

n=0
an jelölést

használjuk.

2. de�níció. A
P

an sort konver gensnek mondjuk, ha hSn i konvergens,
ésa lim

n!1
Sn = S számot a sor összegéneknevezzük.

Ezenösszegetjelölheti a
P

an , illetve a
1P

n=1
an (ha az összegzésa0-tól indul,

akkor a
1P

n=0
an ) szimbólum is.

A
P

an sor diver gens, ha nem konvergens.

49
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Példák.
1. A

P 1
n(n + 1)

sornál 8 n 2 N-re

Sn =
1

1 � 2
+

1
2 � 3

+ � � � +
1

n � (n + 1)
=

=
�

1
1

�
1
2

�
+

�
1
2

�
1
3

�
+ � � � +

�
1
n

�
1

n + 1

�
=

= 1 �
1

n + 1
! 1 ;

így a sor konvergensésösszege1.

2. Legyen q 2 R; jqj < 1, akkor a
1P

n=0
qn úgynevezett mértani (vagy geomet-

riai) sor konvergens,mert

Sn = 1 + q + � � � + qn =
qn+1 � 1

q � 1
!

1
1 � q

;

így összege
1

1 � q
.

3. A
P 1

n
úgynevezett harmonikus sor divergens,mert

hSn i =
�

1 +
1
2

+ � � � +
1
n

�
;

éskorábban beláttuk, hogy az


1 + 1

2 + � � � + 1
n

�
sorozat divergens.

Meg jegyzés.
P

an sor konvergenciája éppen azt jelenti, hogy 9 S 2 R,
hogy 8 " > 0-hoz 9 n("), hogy 8n � n(") eseténjSn � Sj < " .

1. tétel (Cauc hy-féle konvergencia kritérium sorokra).
A

P
an sor akkor és csak akkor konvergens,ha 8 " > 0-hoz 9 n(") 2 N,

hogy 8 n; m 2 N; n > m � n(") esetén

jam+1 + am+2 + � � � + an j < " :

Bizonyítás. A
P

an sor akkor és csak akkor konvergens(de�níció szerint),
ha hSn i konvergens,ami (a sorozatokravonatkozóCauchy-féle konvergencia
kritérium miatt) akkor éscsakakkor igaz, ha 8 " > 0-hoz 9 n(") 2 N, hogy
8 n; m � n(") (n > m) esetén

" > jSn � Sm j = jam+1 + am+2 + : : : + an j :

amit bizonyítani kellet. �
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1. követk ezmény. A
P

an sor akkor éscsakakkor konvergens,ha 8 " > 0-
hoz 9 n("), hogy 8 m � n(") ésp 2 N esetén

jam+1 + am+2 + : : : + am+ pj < " :

Bizonyítás. Mint az el®bb,csakn = m + p > m � n(") választással. �

2. követk ezmény (a sor konvergenciá jának szükséges feltétele).
Ha

P
an konvergens,akkor an ! 0 .

Bizonyítás. Ha az 1. tételben m = n � 1, úgy azt kapjuk, hogy 8 " > 0-hoz
9 n("), hogy 8 n � n(") (n 2 N) eseténjan j < " , ami azt jelenti hogy
an ! 0 . �

Példa.
1. A

P 1
n

sornál an =
1
n

! 0, de (ahogy azt láttuk) a sor maga nem

konvergens.

2. A
P 1

n2 sornál an =
1
n2 ! 0 és(mint azt láttuk) a sor konvergens.

3. de�níció. A
P

an abszolút konver gens, ha
P

jan j konvergens.A
P

an
feltételesen konver gens, ha konvergens,de nem abszolút konvergens.

2. tétel. Egy abszolút konvergenssor konvergensis.

Bizonyítás. A
P

jan j konvergenciája miatt 8 " > 0-hoz 9 n(") 2 N, hogy
8 m; n 2 N; n > m � n(")-re

�
�
�
�
�

nX

k= m+1

jak j

�
�
�
�
�

< " ésígy

�
�
�
�
�

nX

k= m+1

ak

�
�
�
�
�

�
nX

k= m+1

jak j =

�
�
�
�
�

nX

k= m+1

jak j

�
�
�
�
�

< " ;

ami az 1. tétel miatt adja
P

an konvergenciáját. �

3. tétel. Ha
P

an és
P

bn konvergenssorok, és �; � 2 R tetsz®legesek,

akkor a
P

(�a n + �b n ) sor is konvergens,ésösszege�
1P

n=1
an + �

1P

n=1
bn .

Bizonyítás.
nP

k=1
(�a k + �b k) = �

nP

k=1
ak + �

nP

k=1
bk miatt a

P
(�a n + �b n ) sor

n-edik részletösszegea
P

an és
P

bn sorok n-edik részletösszegéneka �; �
számokkal képzett lineáris kombinációja, így a sorozatokm¶veleti tula jdon-
ságaimiatt jön az állítás. �
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2. K onvergenciakritériumok

1. tétel (nemnegatív tagú sorokra). Legyen
P

an nemnegatívtagokból
álló sor.

P
an akkor és csak akkor konvergens,ha részletösszegeinekhSn i

sorozatakorlátos.

Bizonyítás.
a) Sn+1 � Sn = an+1 � 0 8 n 2 N alapján hSn i monoton növekv®. Ha még

korlátos is, akkor konvergens,így
P

an konvergens.

b)
P

an konvergens=) hSn i konvergens=) hSn i korlátos. �

Példa. A
P 1

n2 nem negatív tagú sor esetén8 n 2 N-re

Sn = 1 +
1
22 + � � � +

1
n2 < 1 +

1
1 � 2

+
1

2 � 3
+ � � � +

1
(n � 1) � n

=

= 1 +
1
1

�
1
2

+
1
2

�
1
3

+ � � � +
1

n � 1
�

1
n

= 2 �
1
n

< 2 ;

azazhSn i korlátos, így a sor konvergens.

2. tétel (összehasonlító kritérium). Legyen
P

an egy sor és
P

bn egy
nemnegatívtagú sor.

a) Ha jan j � bn 8n � n0 2 N esetén,és
P

bn konvergens,akkor a
P

an
abszolút konvergens(majoráns kritérium).

b) Ha jan j � bn 8n � n0 2 N eseténés
P

bn divergens,akkor a
P

an
nem abszolút konvergens(minoráns kritérium).

Bizonyítás.
a)

P
bn konvergenciája miatt 8 " > 0-hoz 9 n(") � n0, hogy

8 n; m � n(") (n > m) esetén

jbm+1 + bm+2 + : : : + bn j < " ;

így

jjam+1 j + jam+2 j + : : : + jan jj = jam+1 j + jam+2 j + : : : + jan j �

� bm+1 + bm+2 + : : : + bn = jbm+1 + bm+2 + : : : + bn j < "
is igaz. Tehát (a Cauchy-kritérium miatt)

P
an abszolút konvergens.

b) Ha
P

an abszolút konvergenslenne, akkor az a) részmiatt
P

bn is kon-
vergenslenne,ami ellentmondás, így

P
an nem abszolút konvergens. �

Példa.
1. A

P 1
n2 + 10

sor konvergens,mert
1

n2 + 10
<

1
n2 8 n 2 N, és a

P 1
n2

sor konvergens.
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2. A
P 1

p
n

sor divergens,mert
1

p
n

�
1
n

8 n 2 N, ésa
P 1

n
sor divergens.

3. tétel (Leibniz-féle kritérium). Legyen an > 0 (n 2 N) és az han i
sorozat monoton csökken®en tartson a 0-hoz. Ekkor a

P
(� 1)n+1 an (úgy-

nevezett jelváltó, vagy alternáló) sor konvergens.

Példa. A
P

(� 1)n+1 1
n

úgynevezett Leibniz-féle sor konvergens, mert

an =
1
n

> 0 (n 2 N); ésh1
n i monoton csökken®en tart 0-hoz.

4. tétel (Cauc hy-féle gyökkritérium). Legyen
P

an egy sor.

a) Ha 9 0 < q < 1 ésn0 2 N, hogy 8 n � n0-ra n
p

jan j � q, akkor
P

an
abszolút konvergens.

b) Ha valamely n0 2 N esetén8 n � n0-ra n
p

jan j � 1, akkor
P

an
divergens.

Bizonyítás.
a) Ha 8n � n0-ra n

p
jan j � q < 1, akkor jan j � qn (n � n0). Így a

P
bn = ja1j + : : :+ jan0 � 1j +

1P

n= n0

qn sorra, mely jqj < 1 miatt konvergens,

teljesül, hogy jan j � bn . Tehát (az összehasonlítókritérium miatt)
P

an
abszolút konvergens.

b) 8 n � n0-ra: n
p

jan j � 1 =) jan j � 1 =) han i nem tart 0-hoz
=)

P
an nem konvergens. �

Példa. A
P n

3n sor konvergens,mert n
p

n ! 1 miatt 8 q 2
�

1
3

; 1
�

esetén

9 n0, hogy 8 n � n0-ra n

r
n
3n =

n
p

n
3

< q < 1.

K övetk ezmény (a Cauc hy-féle gyökkritérium átfogalmazása).
Legyen

P
an egy sor.

a) Ha lim n
p

jan j = A < 1, akkor
P

an abszolút konvergens.
b) Ha lim n

p
jan j = A > 1, akkor

P
an divergens.

Példa. Az el®bbisorra

lim n
p

jan j = lim n

r
n
3n = lim

n
p

n
3

=
1
3

< 1 ;

így konvergens.
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5. tétel (D'Alem bert-féle hányadoskritérium). Legyen
P

an egy sor,
melyre an 6= 0.

a) Ha 9 0 < q < 1 ésn0 2 N, hogy 8 n � n0-ra

�
�
�
�
an+1

an

�
�
�
� � q, akkor

P
an

abszolút konvergens.

b) Ha 9 n0 2 N, hogy 8 n � n0-ra

�
�
�
�
an+1

an

�
�
�
� � 1, akkor a

P
an sor

divergens.

Bizonyítás.

a) n � n0-ra

�
�
�
�
an+1

an

�
�
�
� � q =) 8 m 2 N-re jan0+ m j � jan0 jqm =)

=)
P

bn =
n0P

k=1
jak j +

1P

k= n0+1
jan0 jqk� n0 konvergenssorra jan j � bn =)

(az összehasonlítókritérium miatt)
P

an abszolút konvergens.

b) n � n0-ra
�
�
�
�
an+1

an

�
�
�
� � 1 =) jan+1 j � jan j (n � n0) =) jan j � jan0 j > 0

(8 n � n0) =) jan j nem tart 0-hoz =) an nem tart 0-hoz =)
P

an
divergens. �

Példa. A
1P

n=0

2n

n!
sorra

�
�
�
�
an+1

an

�
�
�
� =

2n+1

(n + 1)!
2n

n!

=
2

n + 1
8 n 2 N-re,

ami
2

n + 1
! 0 miatt adja, hogy 8 0 < q < 1 esetén9 n0, hogy 8 n � n0-ra

�
�
�
�
an+1

an

�
�
�
� < q < 1, így a hányadoskritérium miatt a sor konvergens.

Hasonlóanbelátható, hogy a
1P

n=0

xn

n!
sor 8 x 2 R eseténabszolútkonvergens,

mert ekkor

�
�
�
�
an+1

an

�
�
�
� =

x
n + 1

! 0.

K övetk ezmény (a D'Alem bert-féle hányadoskritérium átfogalma-
zása). Ha

P
an egy sor, melyre an 6= 0 (n 2 N), akkor

a) lim

�
�
�
�
an+1

an

�
�
�
� < 1 =)

P
an abszolút konvergens;
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b) lim
�
�
�
�
an+1

an

�
�
�
� > 1 =)

P
an divergens.

Meg jegyzések.

1. A
P 1

n
és

P 1
n2 soroknál nem alkalmazható a 4. és5. tétel.

A
P 1

n
sor divergens. De n

q
1
n < 1, ha n > 2, így a gyökkritérium (

�
b)�

része)nemhasználható. Másrészt 1
n+1 = 1

n < 1, azaza hányadoskritérium
(
�
b)� része)semalkalmazható.

A
P 1

n2 sor konvergens. De n
q

1
n2 ! 1, így a gyökkritérium (

�
a)� része)

nem alkalmazható. Másrészt 1
(n+1) 2 = 1

n2 ! 1, így a hányadoskritérium
(
�
a)� része)semalkalmazható.

2. A Cauchy-féle gyökkritérium er®sebb,mint a D'Alembert-féle hányados-
kritérium, azazha a konvergenciavagy divergenciaaz utóbbival eldönt-
het®,akkor az el®bbivel is, de megadhatóolyan sor, melynek konvergen-
ciája a Cauchy-féle gyökkritériummal eldönthet®, de a D'Alembert-féle
hányadoskritériummal nem. Például:

X
an ; ha an =

(
5� n ha n páratlan;
2� n ha n páros:

6. tétel (Cauc hy-féle kondenzációs tétel). Legyen
P

an egy monoton
csökken®ésnemnegatívtagú sor.

P
an akkor éscsakakkor konvergens,haP

2na2n konvergens.

Példa. A
P 1

np sor (ahol p > 0 �x) akkor és csak akkor konvergens,ha

p > 1. (Ezért például a
P 1

n harmonikus sor divergens.) Ha p > 0, akkor

a
P 1

np sor nemnegatív tagú,
�

1
np

�
monoton csökken®, így a 3.6. tétel

miatt akkor és csak akkor konvergens,ha
P

2n 1
(2n )p , azaz a

P
�

1
2p� 1

� n

geometriai sor konvergens,ami akkor és csak akkor teljesül, ha
1

2p� 1 < 1,

azazha p > 1.
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3. M¶v eletek sorokkal

1. de�níció. Legyen
P

an adott sor, ' : N ! N invertálható leképzése
N-nek N-re, bn = a' (n) (n 2 N), akkor a

P
bn =

P
a' (n) sort a

P
an

átr endezett sor ának nevezzük.

1. tétel. Egy abszolút konvergenssor bármely átrendezett sora is konver-
gens,ésösszegeaz eredeti sor összege.

Bizonyítás.
P

an abszolút konvergens,így 8 " > 0 esetén
"
2

> 0-hoz

9 n0 = n
� "

2

�
, hogy 8n > m > n0 természetesszámokra

jam+1 j + : : : + jan j <
"
2

:

Ha ' ésbn az 1. de�níció szerinti, ésSn = a1 + : : : + an ; sn = b1 + : : : + bn ,
továbbá n(") = supf ' (1); ' (2); : : : ; ' (n0)g, akkor 8 n > n(")-ra jSn � sn j <
" , amib®l jön, hogy Sn � sn ! 0, tehát lim

n!1
Sn = lim

n!1
sn . �

2. tétel (Riemann-féle átrendezési tétel). Ha
P

an egy feltételesen
konvergenssor, s;S 2 Rb; s � S, akkor a

P
an sornak létezik olyan

P
bn

átrendezett sora, melyre az sn = b1 + : : : + bn ; (n 2 N) jelöléssellim sn = s
ésugyanakkor lim sn = S .

2. de�níció. Legyen adott a
P

an sor. Ha ' : N ! N szigorúanmonoton
növekv®,b1 = a1+ : : :+ a' (1) ; : : : ; bn = a' (n� 1)+1 + : : :+ a' (n) ; (n > 1), akkor
a

P
bn sort a

P
an sor zárójelezett (csoportosított ) sor ának nevezzük.

3. tétel. Egy konvergenssor tetsz®legesenzárójelezhet®a konvergenciaés
az összegmegváltozásanélkül.

Bizonyítás. Jelölje Sn a
P

an ; � n a
P

bn zárójelezett sor n-edik részlet-
összegét. Nyilván � n = S' (n) (n 2 N), azaz h� n i részsorozatahSn i -nek,
így hSn i konvergenciája adja h� n i konvergenciáját, míg a lim

n!1
� n = lim

n!1
Sn

egyenl®ségaz összegekazonosságát. �

Meg jegyzés. A
P

(� 1)n sor divergens, de van olyan zárójelezése,mely
konvergens.Például a (� 1+ 1)+ (� 1+ 1)+ � � � = 0+ 0+ � � � zárójelezett sor
összege0, míg a � 1+ (1 � 1) + (1 � 1) + � � � = � 1+ 0+ 0+ � � � zárójelezett
sor összege� 1.

3. de�níció.
P

an és
P

bn sorok szorzatá nak nevezünk minden olyan
sort, melynek tagjai ai bj alakúak ésminden ilyen szorzat pontosan egyszer
fordul el®tagként.
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Meg jegyzés. A különböz®szorzatok egymásból csoportosításokkal és át-
rendezésekkel kaphatók. Értelmezünk két speciális szorzatot.

4. de�níció. A
1P

n=0
an és

1P

n=0
bn sorok téglányszorzata az a

1P

n=0
cn sor,

melyben

cn = (a0 + : : : + an� 1)bn + an (b0 + : : : + bn� 1) + anbn :

PSfrag replacements

a0 a1 a2 an

b0

b1

b2

bn

a0b0 a1b0 a2b0 an b0

a0b1 a1b1 a2b1 an b1

a0b2 a1b2 a2b2 an b2

a0bn a1bn a2bn an bn: : :

: : :

: : :

: : :

: : :: : :

...
...

...
...

...

...

3.1. ábra. Sorok téglányszorzata

4. tétel. Ha a
1P

n=0
cn a

1P

n=0
an és

1P

n=0
bn sorok téglányszorzata,akkor

1X

n=0

cn =

 
1X

n=0

an

!

�

 
1X

n=0

bn

!

:

Bizonyítás. Ha Sc
n ; Sa

n és Sb
n a

P
cn ,

P
an és

P
bn sorok n-edik részlet-

összegei,úgy Sc
n = Sa

n � Sb
n , ami adja az állítást. �

5. de�níció. A
1P

n=0
an és

1P

n=0
bn sorok Cauchy-szorzata az a

1P

n=0
cn sor,

melyben
cn = a0bn + a1bn� 1 + : : : + anb0 :
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Példa. A
1P

n=0

xn

n!
és

1P

n=0

yn

n!
� egyébként, mint az láttuk 8 x; y 2 R esetén

konvergens� sorok Cauchy-szorzataa

1X

n=0

 
nX

k=0

1
k!

1
(n � k)!

xkyn� k

!

=
1X

n=0

 
1
n!

nX

k=0

n!
k!(n � k)!

xkyn� k

!

=

=
1X

n=0

(x + y)n

n!

sor (itt felhasználtuk a binomiális tételt).

PSfrag replacements

a0 a1 a2 a3

b0

b1

b2

b3

bn � 1

bn

an � 1 an

a0bn � 1 a1bn � 1

a0bn

an � 1b0 an b0

an � 1b1

a0b0 a1b0 a2b0 a3b0

a0b1 a1b1 a2b1 a3b1

a0b2 a1b2 a2b2

a3b2

a0b3 a1b3

a2b3

a3b3

: : :: : :

...

...

3.2. ábra. Sorok Cauchy-szorzata
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5. tétel (Mertens). Ha a
P

an és
P

bn konvergenssorok egyike abszolút
konvergens,akkor Cauchy-szorzatukkonvergens,ésösszege:(

P
an ) � (

P
bn ).

Példa. Az el®bbipélda alapján a tétel adja, hogy
 

1X

n=0

xn

n!

!

�

 
1X

n=0

yn

n!

!

=
1X

n=0

(x + y)n

n!

4. Tizedes törtek

1. tétel. Legyen A = f 0; 1; : : : ; 9g. Ekkor 8 x 2 (0; 1) valós számhozegy

és csak egy olyan han i : N ! A sorozat létezik, hogy x =
P an

10n , és nem

létezik olyan m 2 N, hogy am < 9 ésak = 9 8k 2 N; k > m esetén.

De�níció. A tételben szerepl®
1P

n=1

an

10n sor összegét

0; a1a2 : : : an : : :

módon is jelöljük ésx 2 (0; 1) tizedestört-alakjá nak nevezzük.
Ha 9 k 2 N, hogy ak 6= 0 és an = 0 8 n > k természetesszámra, akkor
véges tizedes tört r®l beszélünkés

0; a1a2 : : : ak

módon jelöljük.
Ha léteznek olyan k; l 2 N számok, hogy ak+ n = ak+ l+ n (n = 0; 1; : : : ),
akkor szakaszos tizedes tört r®l beszélünkésazt

0; a1 : : : ak� 1ak : : : ak+ l � 1

módon is jelöljük.

Meg jegyzések.
1. Belátható, hogy x 2 (0; 1) akkor és csak akkor racionális, ha szakaszos

tizedestört.

2. Ha y 2 R, akkor 9 x 2 (0; 1) ésl 2 Z, hogy y = l + x. Ekkor y el®állítása
y = l; a1a2 : : : an : : : módon jelölhet®.

3. Ha y 2 R, akkor 9 x 2]0; 1[ és l 2 Z, hogy y = l + x. Ekkor y el®állítása
y = l; a1a2 : : : an : : : módon jelölhet®, ha x = 0; a1a2 : : : an : : : . Nyilván
y 2 R akkor és csak akkor racionális, ha a tizedestört részeszakaszos.
Egyébként y irracionális.
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4. A tizedes törtekre (mint végtelen sorokra) értelmezhet®ka m¶veletek,
megadhatórendezés,bizonyíthatók ezektula jdonságai,érvényesa teljes-
ségi axióma is, ezért ez is egy modellje (reprezentációja) lehet a valós
számoknak.Ez a tizedestört modell. Ennek elemeivel � bizonyos egysze-
r¶sítésekkel � középiskolában is találkozhattunk.



V. fejezet

Függvények folytonossága

1. Alapfogalmak

1. de�níció. Az f : E � R ! R típusú függvényeket valós függvény eknek
nevezzük.

A valós függvények olyan speciális relációk, melyek R � R részhalma-
zai. Ezek szemléltetését,illetve gráfjuk (gra�k onjuk) ábrázolásátbiztosítja
a Descartes-félekoordinátarendszerbevezetése,R � R modelljének (repre-
zentációjának) alábbi megadása.

Tekintsünk két, egymásramer®legesegyenest a síkban, mint két olyan
számegyenest,melynek0-pontja a metszéspont ésaz 1 pont mindkét egyene-
senazonostávolságravan 0-tól, akkor a sík pontjaihoz az (x; y) 2 R� R ren-
dezett párokat bijektíven lehet hozzárendelnioly módon, hogy a P ponthoz
rendelt x ésy koordináta a P-b®laz els®ésa második egyenesrebocsájtott
mer®legestalppontjának megfelel®számlegyen a kérdésesegyenesen.

PSfrag replacements

0

1

1 x

y P(x; y)

1.1. ábra. Descartes-félekoordinátarendszer

A koordinátarendszer felvétele után a sík pontjai valós számpárokkal,
R � R elemeivel jellemezhet®k,ekkor

�
sík�-on az R � R halmazt értjük.

Az f (x; x2) 2 R� R j x 2 Rg = f relációfüggvény lesz,mert (x; y); (x; z) 2
f esetény = x2 = z teljesül. Ezt f (x) = x2 (x 2 R) módon is jelölhetjük.
Ezen f függvény (mint reláció) inverze az f � 1 = f (x2; x) j x 2 Rg reláció,

61
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ami nem függvény, így f nem invertálható. Ha az f f j [0;+ 1 [ lesz¶kítését
tekintjük, úgy (f j [0;+ 1 [)� 1 már függvény, így f j [0;+ 1 [ invertálható.

PSfrag replacements

0 x

y
f = f (x; x2) j x 2 R g

f � 1 = f (x2; x) j x 2 R g

1.2. ábra. Nem invertálható függvény

2. de�níció. Az f : E � R ! R függvény korlátos , ha f (E) korlátos.
Az f : E � R ! R függvény alulr ól (felülr ®l) korlátos , ha f (E) alulról
(felülr®l) korlátos.
A sup(f (E)) ; inf (f (E)) számokat az f pontos fels®,illetve pontos alsókor-
látjának (supr emum ának, illetve in�mum ának) nevezzükE-n.

3. de�níció. Ha az f : E � R ! R függvény eseténlétezik x1; x2 2 E,
hogy

supf (E) = f (x1); inf f (E) = f (x2) ;
akkor azt mondjuk, hogy f -nek létezik abszolút maximum a, illetve mi-

nimum a E-n.
Az f : E � R ! R függvénynek az x0 2 E-ben helyi (lokális ) maxi-
mum a, illetveminimum a van, ha létezik K (x0; � ), hogyx 2 K (x0; � )\ E -re
f (x) � f (x0), illetve f (x) � f (x0) teljesül.

Példa. Az f (x) =
1

1 + x2 (x 2 R) függvény teljesíti az alábbiakat.
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� Alulról korlátos, mert 0 <
1

1 + x2 , hiszenez,1+ x2 > 0 miatt ekvivalens

a 0 < 1 igaz egyenl®tlenséggel8 x 2 R esetén.

PSfrag replacements y

x

1 f (x) =
1

1 + x2

1.3. ábra. Korlátos függvény

� Felülr®l korlátos, mert
1

1 + x2 � 1, hiszenezaz 1 � 1+ x2, illetv e 0 � x2

igaz egyenl®tlenséggelekvivalens8 x 2 R esetén.

� Így f korlátos függvény.

� inf f (E) = 0. Egyrészt 0 alsó korlátja f -nek. Másrészt f minden alsó
korlátja � 0. Tegyük fel ellenkez®leg,hogy 9 " > 0 (" < 1) alsó korlátja
f (E)-nek. Belátjuk, hogy ez nem lehetséges.Ekkor ugyanis 9 x 2 R,
hogy

1
1 + x2 < " ( )

1
"

< 1 + x2 ( )

r
1
"

� 1 < jxj ;

utóbbi igaz 8 jxj >

r
1
"

� 1-re (kihasználtuk, hogy az " < 1 feltevés

miatt 1
" � 1 > 0).

� supf (E) = 1 hasonlóanbelátható.

� @x 2 R, hogy
1

1 + x2 = 0, mert ha létezne, úgy 1 = 0 adódna, ami

lehetetlen. Így f -nek nem létezik abszolút minimuma.

�
1

1 + x2 = 1 ( ) x = 0, így f -nek 0-ban abszolút maximuma van, ésez

1.

� x = 0-ban f -nek lokális maximuma van, ami 1. De @x0 2 R; x 6= 0,
hogy ott lokális minimuma lenne.

4. de�níció. Az f : E � R ! R függvény monoton növekv® (csök-
ken®), ha 8 x1; x2 2 E; x1 < x2-re f (x1) � f (x2), (illetv e f (x1) � f (x2))
teljesül (szigorú monotonitásnál f (x1) < f (x2), illetve f (x1) > f (x2)).
Az f : E � R ! R függvény az x0 2 E-n növekv®en (csökken®en) halad át,
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ha létezik K (x0; � ), hogy 8 x < x0; x 2 K (x0; � ) \ E esetén

f (x) � f (x0) (f (x) � f (x0))

ésx > x0; x 2 K (x0; � ) \ E -re

f (x) � f (x0) (f (x) � f (x0))

teljesül.

Példa. Az f (x) = ax + b (x 2 R; a;b 2 R; a 6= 0) függvény
� a > 0 eseténszigorúan monoton növekv®, mert 8 x1; x2 2 R; x1 < x2

esetén

ax1 < ax2 ; amib®l f (x1) = ax1 + b < ax2 + b = f (x2)

(az egyenl®tlenségeismert tula jdonságaialapján);

PSfrag replacements

yy

xx 00

1.4. ábra. Monoton növekv®éscsökken®függvények

� a < 0 eseténszigorúanmonoton csökken®,mert 8 x1; x2 2 R; x1 < x2
esetén

ax1 > ax2 ; amib®l f (x1) = ax1 + b > ax2 + b = f (x2) :

2. A folytonosság fogalma

Az f függvény x0 pontbeli folytonosságaazt a szemléletestartalmat
ragadja meg, hogy f (x) tetsz®legesenkicsit tér el f (x0)-tól, ha x elégközel
van x0-hoz.

1. de�níció. Az f : E � R ! R függvény az x0 2 E pontb an folytonos ,
ha 8 " > 0-hoz 9 � (" ) > 0, hogy 8 x 2 E; jx � x0j < � (" ) eseténjf (x) �
f (x0)j < " .
Az f : E � R ! R függvény folytonos az A � E halmazon , ha A minden
pontjában folytonos.
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Meg jegyzések.
1. A de�níció környezetes átfo galmazás a:

Az f : E � R ! R függvény az x0 2 E pontban folytonos, ha 8
K (f (x0); " )-hoz 9 K (x0; � (" )) , hogy 8 x 2 E; x 2 K (x0; � (" )) esetén
f (x) 2 K (f (x0); " ).

2. A folytonosságpontbeli (lokális) tula jdonság,amely globálissátehet®(a
de�níció második részeszerint).

Példa.
1. Egy f : N � R ! R függvény (sorozat) folytonos N-en.

PSfrag replacements

n0n0 � 1 n0 + 1

1
2

1
2

1 2 3

y

xf (x) =
1

1 + x2

2.1. ábra.

Megmutatjuk, hogy 8 n0 2 N eseténfolytonos, ugyanis 8 " > 0 esetén

legyen � (" ) =
1
2

, ekkor az jn � n0j <
1
2

egyenl®tlenségcsak n = n0-ra

teljesül, ésezért jf (n) � f (n0)j = jf (n0) � f (n0)j = 0 < ".

2. Az f (x) = c (x 2 R) függvény folytonos R-en. Ugyanis8 x0 2 R pontban
8 " > 0 eseténpéldául � (" ) = 1-et választva, ha x 2 R és jx � x0j < 1,
akkor jf (x) � f (x0)j = jc � cj = 0 < ".

3. Az f (x) = x (x 2 R) függvény folytonos R-en. Hiszen8 x0 2 R pontban
8 " > 0-hoz � (" ) = "-t választva, ha x 2 R és jx � x0j < � (" ) = " , akkor
jf (x) � f (x0)j = jx � x0j < " .

PSfrag replacements

y

x0

f (0) + "

� (" )

2.2. ábra.
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4. Az f (x) = n
p

x (x � 0) függvény folytonos x0 = 0-ban. Ugyanis 8 " > 0-
ra, ha � (" ) = "n , akkor 8 x � 0; jx � 0j = x < " n eseténjf (x) � f (0)j =
j n
p

x � n
p

0j = n
p

x < n
p

"n = ".

5. Az

f (x) =

(
1 ; ha x 2 Q
0 ; ha x 2 R n Q

(Diric hlet-függvény) seholsemfolytonos. Hiszen8 x0 2 R esetén" = 1-
hez 8 � (" ) > 0-t választva (felhasználva, hogy 8 K (x0; � (" )) -ban van
racionális és irracionális szám is) 9 x, hogy jx � x0j < � (" ) és jf (x) �
f (x0)j = j0 � 1j = 1, ha x0 2 Q, illetve jf (x) � f (x0)j = j1 � 0j = 1, ha
x0 2 R n Q.

1. tétel (átviteli elv). Az f : E � R ! R függvény akkor, és csak akkor
folytonos az x0 2 E pontban, ha minden x0-hoz konvergáló E-beli hxn i
sorozat eseténaz hf (xn )i R-beli sorozat konvergensés lim

n!1
f (xn) = f (x0).

Bizonyítás.
a) Legyen f folytonos x0 2 E-ben. Ekkor 8 " > 0-hoz 9 � (" ) > 0, hogy

8 x 2 E \ K (x0; � (" )) eseténf (x) 2 K (f (x0); " ). Legyen hxn i olyan,
hogy xn 2 E; xn ! x0. Ekkor � (" )-hoz 9 n(� (" )) , hogy 8 n � n(� (" )) -ra
xn 2 K (x0; � (" )) \ E , ésígy f (xn) 2 K (f (x0); " ), azazf (xn) ! f (x0).

b) Tegyük fel, hogy 8 xn ! x0 (xn 2 E) eseténf (xn ) ! f (x0). Feltesszük,
hogy f nem folytonos x0 2 E-ben, azaz9 " > 0; hogy 8 � (" ) > 0-ra, így

� (" ) =
1
n

(n 2 N)-re is 9 xn 2 E, hogy

d(x0; xn ) <
1
n

; de d(f (x0); f (xn )) � ":

Ez azt jelenti, hogy d(x0; xn ) ! 0, azaz xn ! x0, de f (xn) nem tart
f (x0)-hoz, ami ellentmondás. Tehát f folytonos x0-ban. �

Meg jegyzés. A folytonosságitt megadott ekvivalensmegfogalmazásátso-
rozatos vagy Heine-félede�níció jának nevezik.

Példa. Az

f : R ! R; f (x) =

(
1 ; x � 0;
� 1 ; x < 0;

függvény nem folytonos az x0 = 0 pontban. Mert ha hxn i olyan sorozat,
hogy xn < 0 (8 n 2 N) és xn ! 0, akkor f (xn) = � 1 (8 n 2 N) és így
f (xn) ! � 1 6= 1 = f (0).



2. A FOLYTONOSSÁ G FOGALMA 67

PSfrag replacements
y
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1
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2.3. ábra.

2. de�níció. Az f : E � R ! R függvény balr ól (jobbr ól) folytonos az
x0 2 E pontban, ha az f -nek (�1 ; x0] \ E -re (illetv e [x0; + 1 ) \ E-re) való
lesz¶kítésefolytonos x0-ban.

Meg jegyzések.
1. A de�níció adja, hogy f akkor éscsakakkor balról (illetv e jobbról) foly-

tonos x0-ban, ha 8 " > 0-hoz 9 � (" ) > 0; 8x 2 E; x0 � � (" ) < x � x0
(illetv e x0 � x < x0 + � (" )) eseténd(f (x0); f (x)) < " .

2. Megfogalmazhatóa sorozatosváltozat is.

Példa. Az el®bbipélda függvénye x0 = 0-ban jobbról folytonos, mert lesz¶-
kítéseE = [0; + 1 [-re konstans, így folytonos E-n. Ugyanakkor a függvény
balról nem folytonos x0 = 0-ban, amit az el®bbipélda bizonyításának ismét-
lésével láthatunk be.

2. tétel. Az f : E � R ! R függvény akkor és csak akkor folytonos az
x0-ban, ha ott jobbról ésbalról is folytonos.

3. tétel (jeltartás). Ha az f : E � R ! R függvény folytonos az x 0 2 E-
ben és f (x0) 6= 0, akkor 9 K (x0; � ) � R, hogy 8 x 2 K (x0; � ) \ E esetén
signf (x0) = signf (x).

Bizonyítás. A folytonosságmiatt " =
1
2

jf (x0)j-hoz 9 K (x0; � ); hogy

8 x 2 K (x0; � ) \ E eseténf (x) 2 K (f (x0); " ), azazjf (x)j >
1
2

jf (x0)j. Tehát

signf (x0) = signf (x), ha x 2 K (x0; � ) \ E . �

3. de�níció. Az f : E � R ! R függvény egyenletesen folytonos az
E1 � E halmazon,ha 8 " > 0 9 � (" ) > 0; 8 x; y 2 E1; jx � yj < � (" ) esetén
jf (x) � f (y)j < " .

Meg jegyzések.
1. Ha f az E1-en egyenletesenfolytonos, akkor ott folytonos is. A megfor-

dítás nem igaz.
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2. Az f : E � R ! R függvény nem egyenletesenfolytonos az E1 � E
halmazon, ha 9 " > 0; 8 � (" ) > 0 9 x; y 2 E1; jx � yj < � (" ), de
jf (x) � f (y)j � " .

Példa. Legyen f : R n f 0g ! R; f (x) =
1
x

.

f egyenletesenfolytonos az E1 = [1; + 1 [� R n f 0g intervallumon, mert

jf (x) � f (y)j =

�
�
�
�
1
x

�
1
y

�
�
�
� =

jx � yj
jxyj

� jx � yj (x; y 2 E1)

miatt 8 " > 0-ra � (" ) = " választással8 x; y 2 E1 és jx � yj < � (" ) = "
eseténjf (x) � f (y)j < " következik.
f nem egyenletesenfolytonos az E2 =]0 ; 1] � R n f 0g intervallumon, mert

ha " =
1
2

, akkor 8 � (" ) > 0-ra 9 n 2 N, hogy
1
n

< � (" ) és x =
1
n

; y =
1

n � 1
(n 2 N) esetén

jx � yj =

�
�
�
�
1
n

�
1

n � 1

�
�
�
� =

1
n(n � 1)

<
1
n

< � (" ) ;

de jf (x) � f (y)j = jn � (n � 1)j = 1 >
1
2

.

PSfrag replacements

y

x0

1

1

2.4. ábra.

3. Folytonosság és m¶veletek

1. tétel. Ha az f ; g : E � R ! R függvények folytonosak az x0 2 E-ben,
akkor az f + g és�f (� 2 R) is folytonosak x0-ban.

Bizonyítás. Az átviteli elv szerint f ; g akkor és csak akkor folytonosak x 0-
ban, ha 8 xn ! x0 (xn 2 E) eseténf (xn) ! f (x0); g(xn ) ! g(x0). Tehát
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(a sorozatokról tanultak szerint)

f (xn) + g(xn ) ! f (x0) + g(x0) = (f + g)(x0) :

Azaz (ismét használva az átviteli elvet) f + g folytonos x0-ban.
A másik állítás hasonlóanbizonyítható. �

2. tétel. Ha az f ; g : E � R ! R függvények folytonosak az x0 2 E-ben,

akkor az f � g, ésg(x) 6= 0 (x 2 E) esetén,
f
g

is folytonos x0-ban.

Bizonyítás. Mint az el®bb. �

Példa.
1. Az f (x) = x2 (x 2 R) függvény 8 x0 2 R pontban folytonos, mert

f (x) = x2 = x � x miatt két, x0-ban folytonos függvény szorzata.

2. Az f (x) =
1
x

(x 2 R n f 0g) függvény 8 x0 2 R n f 0g pontban folyto-

nos, mert az f 1(x) = 1 és f 2(x) = x 6= 0, x0-ban folytonos függvények
hányadosa.

3. tétel (az összetett függv ény folytonossága). Legyenekf : E � R !
R; g : f (E) � R ! R adott függvények. Ha f folytonos az x0 2 E pontban,
g folytonos az y0 = f (x0)-ban, akkor a h = g � f függvény folytonos az
x0-ban.

Bizonyítás. g folytonosságamiatt: 8 K (g(y0); " )-hoz 9 K (y0; � 1(" )) , hogy
8 y 2 K (y0; � 1(" )) \ f (E ) eseténg(y) 2 K (g(y0); " );
f folytonosságamiatt: K (y0 = f (x0); � 1(" )) -hoz 9 K (x0; � (" )) , hogy
8 x 2 K (x0; � (" )) \ E eseténf (x) = y 2 K (y0; � 1(" )) ,
így g(f (x)) 2 K (g(f (x0)) ; " ), azazg � f függvény folytonos az x0-ban. �

Példa. A h(x) =
p

x2 + x (x � 0) függvény folytonos az x0 = 0-ban.
Hiszen f (x) = x2 + x (x � 0) ésg(x) =

p
x választássalh = g � f , továbbá

f folytonos x0 = 0-ban (hiszen két folytonos függvény összege),g folytonos
f (0) = 0-ban (az n

p
x 0-beli folytonosságamiatt), így alkalmazhatótételünk.

4. Folytonosság és top ologikus fogalmak

1. tétel (a folytonosság top ologikus megfelel® je). Az f : E � R ! R
függvény akkor és csak akkor folytonos E-n, ha bármely B � R nyílt hal-
mazra
f � 1(B ) = f x 2 E j f (x) 2 B g nyílt.
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2. tétel (k ompaktság és folytonosság). Legyen E � R kompakt halmaz,
f : E ! R folytonos függvény E-n, akkor f (E) kompakt.
(Röviden: kompakt halmaz folytonos képe kompakt.)

Bizonyítás. Legyenf ovg tetsz®legesnyílt lefedésef (E)-nek. Ekkor azf � 1(ov)
halmazoknyíltak, ésf f � 1(ov)g nyílt lefedéseE-nek. De E kompakt, így lé-

teznek az f � 1(o1); : : : ; f � 1(on ) nyílt halmazok, hogy E �
nS

i =1
f � 1(oi ) =)

f
�

nS

i =1
f � 1(oi )

�
=

nS

i =1
oi lefedi f (E)-t, tehát f (E) kompakt. �

K övetk ezmények.
1. f (E) korlátos észárt.

2. f felvesziE-n az abszolút minimumát ésmaximumát (mert supf (E) és
inf f (E) is elemef (E)-nek, ha f (E) zárt éskorlátos).

3. tétel (k ompaktság és egyenletes folytonosság (Heine)).
Legyen E � R kompakt halmaz, f : E ! R folytonos függvény E-n, akkor
f egyenletesenfolytonos E-n.
(Röviden: kompakt halmazon folytonos függvény egyenletesenfolytonos.)

Példa. Az f (x) = ax2 + bx + c; x 2 [� 1; 5]; (a;b;c 2 R) függvény egyenle-
tesen folytonos a [� 1; 5] intervallumon, mert � folytonos függvények össze-
geként � folytonos, ésE = [� 1; 5] kompakt halmaz (hiszenkorlátos észárt).



VI. fejezet

Függvények határérték e

1. Alapfogalmak és tételek

Kérdés: Hogyan
�
viselkednek� a következ®függvények a megadott pont,

vagy pontok környezetében?

f 1 : R ! R; f 1(x) =

8
<

:

x ; x 6= 1

2 ; x = 1
; x0 = 0; 1; + 1 ; �1 ;

f 2 : ]0; 1[! R; f 2(x) = x2 ; x0 = 0; 1 ;

f 3 : R+ ! R; f 3(x) =
1
x

; x0 = 0; 2; + 1 ;

f 4 : R ! R; f 4(x) =

8
<

:

1 ; x � 0

� 1 ; x < 0
; x0 = 0 :

PSfrag replacements
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f 1 f 2

f 3 f 4

1.1. ábra.
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Megállapítások.
1. x0 minden esetben torlódásipontja azértelmezésitartománynak (de nem

mindig eleme).

2. 9 A 2 R (vagy Rb), hogy xn ! x0 eseténf (xn) ! A. (Kiv étel f 4, ekkor
xn ! 0 (xn > 0 vagy xn < 0) eseténf 4(xn ) ! 1 vagy f 4(xn ) ! 0).

3. A nem feltétlenül egyenl®f (x0) (f 4 eseténnem is létezik).

1. de�níció. Az f : E � R ! R függvény nek az x0 2 E 0 pontban létezik
határ értéke , ha létezik A 2 R, hogy bármely " > 0 esetén9 � (" ) > 0;

x 2 E; 0 < jx � x0j < � (" ) =) jf (x) � Aj < " :

A-t az f függvény x0-beli határértékének nevezzük, és lim
x! x0

f (x) = A vagy

f (x) ! A; ha x ! x0, jelöléseket használjuk.

Meg jegyzések.
1. Fontos megjegyezni, hogy egyrésztcsakaz értelmezésitartomány x 0 tor-

lódási pontjában beszélünkhatárértékr®l, másrészta de�nícióban az f
függvény x0-ban felvett értéke nem játszik szerepet. Az els®feltétel azért
kell, mert így x0-at meg tudjuk közelíteni t®le különböz®(értelmezési
tartománybeli) pontokkal. A második dolog miatt pedig az x 0-ban

�
el-

rontott� (lásd f 1-et az x0 = 1 pont esetén),vagy x0-ban nem is de�niált
függvény határértékére is

�
értelmes� fogalmat kapunk.

2. Megfogalmazhatóa környezetesváltozat is:
Az f : E � R ! R függvénynek az x0 2 E 0 pontban 9 határértéke, ha
9 A 2 R, hogy 8 K (A; ")-hoz 9 K (x0; � (" )) ; 8 x 2 K (x0; � (" ))nf x0g;
x 2 E eseténf (x) 2 K (A; ").

3. A határérték létezésepontbeli tula jdonság.

4. Az f : E � R ! R függvénynek az x0 2 R-ben nem létezik határ ér-
téke, ha x0 =2 E 0, vagy x0 2 E 0 és8 A 2 R; 9 " > 0; 8 � (" ) > 0 esetén
9 x 2 E; x 2 K (x0; � (" ))nf x0g; f (x) =2 K (A; ").

5. A határérték (ha létezik) egyértelm¶en meghatározott (ez indirekt bizo-
nyítással � hasonlóan,mint a sorozatoknál� egyszer¶enbelátható).

Példa.
1. Az f (x) = c (x 2 R) függvénynek 8 x0 2 R-ben a határértéke c. Hiszen

x0 torlódási pontja R-nek, és 8 " > 0-ra 8 � (" ) > 0 esetén, ha 0 <
jx � x0j < � (" ), akkor jf (x) � f (x0)j = jc � cj = 0 < " következik.

2. Az f (x) = x (x 2 R) függvénynek 8 x0 2 R-ben a határértéke x0.
Ugyanis x0 torlódási pont, és 8 " > 0-ra � (" ) = " > 0 esetén,ha 0 <
jx � x0j < � (" ) = " , akkor jf (x) � f (x0)j = jx � x0j < " következik.
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3. Az el®z®példabeli f 1 függvénynek x0 = 1-ben létezik határértéke ésaz 1.
Hiszenx0 = 1 torlódási pontja R-nek, és8 " > 0-ra, ha � (" ) = " , akkor
8 x 2 R; 0 < jx � 1j < � (" ) = " eseténjf (x) � 1j = jx � 1j < " következik.

2. de�níció. Legyen f : E � R ! R adott függvény, ésx0 torlódási pontja
[x0; + 1 ) \ E-nek (vagy (�1 ; x0] \ E )-nek). Az f függvénynek az x0-ban 9
jobb- (vagy bal-) oldali határ érték e, ha
9 A 2 R; 8 " > 0 9 � (" ) > 0; 8 x 2 E; x0 < x < x0 + � (" ) (vagy
x0 � � (" ) < x < x0) =) jf (x) � Aj < " .
A-t f jobb- (illetv e bal-) oldali határértékéneknevezzükx 0-ban, ésa

lim
x! x0+0

f (x) = A = f (x0 + 0) vagy lim
x! x0 � 0

f (x) = A = f (x0 � 0)

jelölést használjuk.

Meg jegyzések.
1. A de�níció a lesz¶kítéssegítségével is megfogalmazható.Például: Legyen

f : R ! R adott függvény, ésx0 torlódási pontja [x0; + 1 [\ E-nek. Az f
függvénynek az x0-ban létezik jobboldali határértéke, ha az f j [x0 ;+ 1 [\ E
függvénynek létezik határértéke x0-ban.

2. A környezetesátfogalmazásis megadható.

3. Könnyen belátható a következ®:
Legyen f : E � R ! R adott függvény, ésx0 torlódási pontja [x0; + 1 ) \
E ^ (�1 ; x0] \ E -nek. Az f függvénynek x0-ban akkor, és csak akkor
létezik határértéke, ha létezik f (x0 � 0) ésf (x0 + 0) ésf (x0 � 0) =
= f (x0 + 0) = A (f határértéke x0-ban).

Példa. A fenti f 4 függvénynek x0 = 0-ban a jobboldali határértéke 1, mert 0
torlódási pontja a [0; + 1 [-nek és8 " > 0-ra 8 � (" ) > 0 esetén8 x 2 ]0; + 1 [-
re jf (x) � 1j = j1 � 1j = 0 < " következik.
f 4-nek x0 = 0-ban a baloldali határértéke � 1, mert 0 torlódási pontja a
]� 1 ; 0]-nak és8 " > 0-ra 8 � (" ) > 0 esetén8 x 2 ]� 1 ; 0[-ra jf (x) � (� 1)j =
j � 1 � (� 1)j = 0 < " következik.
Az f 4 függvény jobb-, és balodali határértéke különbözik x0 = 0-ban, így
ott nem létezik határértéke.

3. de�níció. Az f : E � R ! R függvények x0 2 E 0-ben a határ érték e
+ 1 (vagy �1 ), ha 8 K -hoz 9 � (K ) > 0; 8 x 2 E; 0 < jx � x0j < � (K )
eseténf (x) > K (vagy f (x) < K ).

Meg jegyzések.
1. A de�níció környezetekkel is megfogalmazható.

2. A + 1 (vagy �1 ) egyoldali határértékként is megfogalmazható.
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3. Az x = x0 egyenest az f függvény függ®leges aszimptotá jának ne-
vezzük, ha f határértéke (vagy egyoldali határértéke) x0-ban + 1 vagy
�1 .

Példa. A fenti f 3 függvénynek az x0 = 0-ban a határértéke + 1 , mert 0
torlódási pontja R+ -nak és8 K -hoz

� (K ) =

8
<

:

K � 1 ; ha K > 0

tetsz®leges ; ha K � 0

választással,ha x 2 R+ és jx � 0j = x <
1
K

, illetve jx � 0j = x < � " , akkor

f (x) =
1
x

> K , illetve f (x) > 0 � K következik.

4. de�níció. Legyen E � R felülr®l (alulról) nem korlátos halmaz,
f : E ! R adott függvény. Az f függvénynek + 1 (vagy �1 )-ben létezik
határ érték e, ha 9 A 2 R; 8 " > 0 9 M 2 R; 8 x 2 E ^ x > M (_x < M )
eseténjf (x) � Aj < " . Ekkor A-t f + 1 (vagy �1 )-beli határértékének
nevezzük,ésrá a lim

x! + 1
f (x) = A _ lim

x!�1
f (x) = A jelölést használjuk.

Meg jegyzések.
1. A de�níció környezetesalakban is megfogalmazható.

2. Az l(x) = ax + b (x 2 R) lineáris függvény gráfját (egyenest) az f :
]c;+ 1 [! R (illetv e f :] � 1 ; c[! R) függvény aszimptotájának ne-
vezzük + 1 -ben (illetv e �1 -ben), ha lim

x! + 1
[f (x) � l (x)] = 0 (illetv e

lim
x!�1

[f (x) � l (x)] = 0). Speciálisan,ha a = 0, úgy az l(x) = b (x 2 R)

egyenest vízszintes aszimptotának nevezzük, ha lim
x! + 1

f (x) = b (illetv e

lim
x!�1

f (x) = b) teljesül.

3. A példatárban megmutatjuk, hogy az f (x) = x + 1
x függvénynek x0 = 0-

ban függ®legesaszimptotája van. Az y = x egyenespedig aszimptótája
a + 1 -ben ésa �1 -ben.

4. Az f (x) = 1
x (x 2 R n f 0g) függvénynek az x = 0 egyenlet¶ egyenes

(az y-tengely) függ®leges,míg az y = 0 egyenes(az x-tengely) vízszintes
aszimptotája (mindkett® �1 -ben és+ 1 -ben is).

5. Ha egy f : E � R ! R függvényt tekintünk, akkor megfogalmazható
az is, hogy f határértéke + 1 (vagy �1 )-ben + 1 (vagy �1 ), azaz a
végtelenben vett végtelenhatárérték.
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Példa. Az f 3 függvénynek + 1 -ben a határértéke 0, mert R+ felülr®l nem

korlátos (hiszen N � R nem korlátos felülr®l), továbbá 8 " > 0-ra � (" ) =
1
"

esetén,ha x > � (" ) =
1
"

, akkor jf (x) � 0j =
1
x

< " következik.

1. tétel (átviteli elv). Az f : E � R ! R függvénynek az x0 2 E 0 pont-
ban akkor, éscsak akkor létezik határértéke, ha bármely x0-hoz konvergáló
hxn i : N ! Enf x0g sorozateseténlétezik lim

n!1
f (xn ) = A.

Bizonyítás. Úgy, mint a folytonosságnál,csakaz ottani K (f (x 0); " ) helyett
K (A; ")-t és az x0-beli folytonossághelyett x0-beli határértéket kell mon-
dani. �

Példa. Az, hogy a fejezet elején de�niált f 4 függvénynek x0 = 0-ban nem
létezik határértéke, az átviteli elvvel könnyen bizonyítható.
Ha hxn i olyan sorozat,hogyxn ! 0 ésxn > 0, akkor hf 4(xn )i = h1i konstans
sorozat, melynek határértéke 1.
Ha hxn i olyan sorozat, hogy xn ! 0 és xn < 0, akkor hf 4(xn )i = h� 1i
konstanssorozat, melynek határértéke -1.
1 6= � 1, így igaz a példa állítása.

2. Határérték és m¶veletek illetv e egyenl®tlenségek

A határérték képzéseésaz alapm¶veletek
�
felcserélhet®k�.

1. tétel. Legyenek f ; g : E � R ! R adott függvények úgy, hogy x0 2 E 0-
ben lim

x! x0
f (x) = A és lim

x! x0
g(x) = B . Ekkor

a) lim
x! x0

(f + g)(x) = lim
x! x0

[f (x) + g(x)] = A + B ;

b) lim
x! x0

(�f )(x) = lim
x! x0

�f (x) = �A ; (� 2 R) ;

c) lim
x! x0

(f � g)(x) = lim
x! x0

[f (x) � g(x)] = A � B ;

d) lim
x! x0

�
f
g

�
(x) = lim

x! x0

f (x)
g(x)

=
A
B

; ha g 6= 0; B 6= 0 .

Bizonyítás. Az átviteli elv ésa sorozatokravonatkozómegfelel®tételek alap-
ján. �

Példa. Az f (x) = 3x2+2x+5 (x 2 R) függvénynek x0 = 0-ban a határértéke
5, mert 0 torlódási pontja R-nek ésa g(x) = x; h(x) = 5 (x 2 R) függvények
határértéke 0-ban 0, illetve 5, így az x ! 3x2 és x ! 2x határértéke is 0,
végül az el®bbieket felhasználva f -nek 0-ban a határértéke 5.
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2. tétel. Legyen f : E � R ! R ésx0 2 E 0. Ekkor

a) lim
x! x0

jf (x)j = + 1 =) lim
x! x0

1
f (x)

= 0 ;

b) lim
x! x0

f (x) = 0; f 6= 0 =) lim
x! x0

1
jf (x)j

= + 1 ;

Bizonyítás. Az átviteli elv ésa sorozatokravonatkozómegfelel®tételek alap-
ján. �

Példa. Az f (x) =
1
x2 (x 2 R n f 0g) függvény határértéke x0 = 0-ban + 1 ,

mert 0 torlódási pontja R nf 0g-nak, 9 lim
x! 0

x2 = 0, így a tétel b) részemiatt

9 lim
x! 0

�
�
�
�

1
x2

�
�
�
� = lim

x! 0

1
x2 = + 1 (x2 6= 0, ha x 2 R n f 0g).

Az alábbi tétel azt mutatja, hogy a különböz®sorozatok közötti nagy-
ságviszony megfelela határértékek közötti nagyságviszonynak.
3. tétel. Legyenekf ; g; h : E � R ! R adott függvények ésx0 2 E 0. Ekkor,
ha

a)
�

lim
x! x0

f (x) = A
	

^
�

lim
x! x0

g(x) = B
	

^
�

9 K (x0; � ); f (x) � g(x)

8 x 2 [K (x0; � )nf x0g] \ E
	

=)
�

A � B
	

;
b)

�
lim

x! x0
f (x) = A

	
^

�
lim

x! x0
g(x) = B

	
^

�
A < B

	
=)

�
9 K (x0; � ); f (x) < g(x) 8 x 2 [K (x0; � )nf x0g] \ E

	
;

c)
�

K (x0; � ); f (x) � h(x) � g(x) 8 x 2 [K (x0; � )nf x0g] \ E
	

^
�

9 lim
x! x0

f (x) = lim
x! x0

g(x) = A
	

=)
�

lim
x! x0

h(x) = A
	

:

Bizonyítás. Az átviteli elv ésa sorozatokravonatkozómegfelel®tételek alap-
ján. �

Meg jegyzések.
1. A tétel megfogalmazható+ 1 (illetv e �1 )-ben vett határértékre is.

2. Ha a b) részben g = 0 vagy f = 0, akkor a jeltartási-tétel adódik.
Azaz, ha lim

x! x0
f (x) > 0, akkor van az x0-nak olyan környezete, mely-

ben f (x) > 0; pontosabban 9 K (x0; � ); f (x) < 0 vagy f (x) > 0 8 x 2
[K (x0; � )nf x0g] \ E .

4. tétel (az összetett függv ény határérték e). Legyenek adottak az
f : E � R ! R; g : f (E) ! R függvények, továbbá x0 2 E 0, y0 2
(f (E))0 olyan, hogy x 6= x0 eseténf (x) 6= y0. Létezzen lim

x! x0
f (x) = y0 és

lim
y! y0

g(y) = A. Ekkor 9 lim
x! x0

(g � f )(x) = A :
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Bizonyítás. Mint a folytonosságravonatkozó megfelel®tételnél, csak
K (g(f (x0)) ; " ) helyett K (A; ") és K (f (x0); � 1(" )) helyett K (y0; � 1(" )) , míg
a folytonosághelyett a határérték létezésehasználandó. �

3. A határérték és a folytonosság kapcsolata

Tétel. Legyen f : E � R ! R adott függvény ésx0 2 E; x0 2 E 0. f akkor
éscsakakkor folytonos x0-ban, ha 9 lim

x! x0
f (x) = f (x0).

Bizonyítás.
a) Ha f folytonos x0 torlódási pontban, akkor a folytonosság de�níció ja

adja, hogy 9 A = f (x0) határértéke x0-ban.

b) Ha 9 A = f (x0) határérték, akkor a határérték de�níció ja miatt
8 K (f (x0); " )-hoz 9 K (x0; � (" )) , hogy 8 x 2 E; x 2 K (x0; � (" ))nf x0g
eseténf (x) 2 K (f (x0); " ). Másrészt f (x0) 2 K (f (x0); " ). Így 8x 2
K (x0; � (" )) és x 2 E eseténf (x) 2 K (f (x0); " ), azaz f folytonos x0-
ban. �

Példa. A korábban vizsgált f 1 függvénynek létezik határértéke az x0 = 1-
ben ésaz 1-gyel egyenl®,másrésztf (1) = 2 6= 1, így tételünk szerint f 1 nem
folytonos x0 = 1-ben.

De�níció. Ha az f : E � R ! R függvény nem folytonos az x0 2 E pont-
ban, akkor azt mondjuk, hogy x0 f -nek szakadási helye, vagy hogy f -nek
x0-ban szakadásavan.
Ha f : E � R ! R adott függvény és x0 2 E 0 (azaz x0 bels®pont E-
ben), és x0 szakadási helye f -nek, továbbá 9 lim

x! x0+0
f (x) = f (x0 + 0) és

lim
x! x0 � 0

f (x) = f (x0 � 0), akkor azt mondjuk, f -nek x0-ban els®fajú sza-

kadása van. Ha még f (x0 � 0) = f (x0 + 0), akkor azt mondjuk, hogy a
szakadás megszüntethet® .
Ha f -nek x0-ban szakadásavan és az nem els®fajú, akkor azt másodfajú
szakadásnak nevezzük.

Példa.
1. f 1 az el®bbipélda alapján nem folytonos x0 = 1-ben, így ott szakadása

van. lim
x! 1+0

f 1(x) = lim
x! 1� 0

f 1(x) = 1, így a szakadásamegszüntethet®

(változtassuk meg f 1(1) értékét 2-r®l1-re ésfolytonos lesz).

2. A korábbi f 4 függvény nem folytonos 0-ban, így ott szakadásavan,
lim

x! 0+0
f 4(x) = 1 6= � 1 = lim

x! 0� 0
f 4(x), ezért a szakadásels®fajú.
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3. Belátható, hogy az

f (x) =

8
<

:

1
x

; ha x 6= 0

0 ; ha x = 0

függvényre lim
x! 0+0

f (x) = + 1 ; lim
x! 0� 0

f (x) = �1 , 0-ban szakadásavan,

e szakadásmásodfajú.

4. Monoton függv ények

1. tétel (monotonitás és in vertálhatóság). Ha az f : E � R ! R
függvény szigorúan monoton E-n, akkor invertálható, és f � 1 ugyanolyan
értelemben szigorúanmonoton f (E)-n.

Bizonyítás. f � 1 is függvény, mert ha nem, úgy 9 x1 6= x2, hogy
(y; x1); (y; x2) 2 f � 1, amib®l (x1; y); (x2; y) 2 f , azaz f (x1) = f (x2), ellen-
tétben f szigorú monotonitásával.
Legyen például f szigorúanmonoton növekv® és y1; y2 2 f (E)-re y1 < y2.
Ekkor egyrészt9 x1; x2 2 E, hogy y1 = f (x1) < y2 = f (x2). Másrészt, ha
feltesszük,hogy f � 1(y1) � f � 1(y2), akkor

x1 = f � 1(f (x1)) � f � 1(f (x2)) = x2

következne,ami azt adná (f szigorú monotonitása miatt), hogy
y1 = f (x1) � f (x2) = y2, ami ellentmondás. Így f � 1(y1) < f � 1(y2), azaz
f � 1 szigorúanmonoton növekv®. �

Példa.
1. Az f : [0; + 1 [! R; f (x) = x2 függvény szigorúan monoton növe-

ked®[0; + 1 [-en, mert (az egyenl®tlenségekismert tula jdonságaalapján)
8 x1; x2 2 [0; + 1 [; x1 < x2 =) x2

1 < x2
2. Így a tétel miatt létez®

inverze,az f � 1(x) =
p

x (x � 0) függvény is szigorúanmonoton növekv®
[0; + 1 [-en.



4. MONOTON FÜGGVÉNYEK 79

PSfrag replacements

y

x0

1
1

x2

p
x

4.1. ábra.

2. Legyen

f (x) =

8
<

:

x ; ha x 2 [0; 1] _ [2; 3] ;

3 � x ; ha x 2 ]1; 2[ :PSfrag replacements

y

x0 1

1

2

2 3
x2

p
x

4.2. ábra.

Belátható, hogy az f : [0; 3] ! R függvény invertálható és f � 1(x) =
f (x) (x 2 [0; 3]). De nem szigorúanmonoton növeked®[0; 3]-on (hiszen
1
2 < 1 ésf ( 1

2) < f (1); viszont 4
3 < 5

3 ésf ( 4
3) > f ( 5

3)).

Meg jegyzés. Az 1. tétel megfordításanem igaz általában. De igaz a kö-
vetkez®:

2. tétel. Ha az f : ha;bi ! R függvény invertálható és folytonos ha;bi -n,
akkor szigorúanmonoton ha;bi -n. (Itt ha;bi lehet nyílt, zárt, félig nyílt, félig
zárt intervallum is.)

3. tétel. Ha az f : ha;bi ! R függvény folytonos és szigorúan monoton,
akkor f � 1 folytonos.

Meg jegyzés. Egy f : ha;bi ! R monoton függvény szakadási helyeinek
halmazamegszámlálható.





VI I. fejezet

Függvénysorozatok és függvénysorok,
elemi függvények

1. Függv énysorozatok és függv énysorok
konvergenciá ja

1. de�níció. Legyenek adottak az f n : E � R ! R (n 2 N) függvények.
Az hf n i sorozatot függvénysor ozat nak, míg ha

Sn = f 1 + ::: + f n (n 2 N);

akkor hSn i -t függvénysor nak nevezzük(az utóbbi esetben a
1P

n=1
f n ;

1P

n=1
f n(x); vagy

P
f n jelöléseket használjuk).

Ha még adott az f 0 : E � R ! R függvény is, úgy azt az hSn i függvény-

sorozatot, melynél Sn =
nP

k=0
f k is függvénysornak nevezzük és rá a

1P

n=0
f n ,

1P

n=0
f n(x) vagy

P
f n jelöléseket használjuk.

2. de�níció. Az hf n i függvénysor ozat az x 2 E-ben konver gens, ha az
hf n (x)i számsorozatkonvergens. Az hf n i függvénysor ozat pontonként
konver gens az E1 � E halmazon , ha az hf n (x)i számsorozat8 x 2 E1
eseténkonvergens.Ekkor az

f (x) := lim
n!1

f n(x) (x 2 E1)

szerint értelmezett függvényt az hf n i függvénysorozat határfüggvény ének
nevezzük és azt mondjuk, hogy az hf n i pontonként konvergál E1-n az f
függvényhez. Azon pontok halmazát, melyekre hf n (x)i konvergensa függ-
vénysorozat konver gencia tartomány ának is nevezzük.
A

P
f n függvénysor az x 2 E-ben konvergens,illetve az E1 � E halmazon

pontonként konvergens,ha az hSn (x)i számsorozatx 2 E, illetv e

81
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8 x 2 E1 eseténkonvergens.Ekkor az

f (x) := lim
n!1

Sn (x) =
1X

n=0 _ 1

f n(x) (x 2 E1)

szerint értelmezett függvényt a
P

f n függvénysor összegfüggvény énekne-
vezzük és azt mondjuk, hogy

P
f n pontonként konvergál E1-en az f függ-

vényhez. Azon pontok halmazát, melyekre
P

f n(x) konvergensa függvény-
sor konver gencia tartomány ának nevezzük.

Példa.
1. Legyen f n (x) = xn (x 2 R) 8 n 2 N, akkor az hxn i függvénysorozat

(a nevezetssorozatok fejezet 1. tétele szerint) akkor konvergens,ha x 2
] � 1; 1], továbbá határfüggvénye az

f (x) =

8
<

:

0 ; ha x 2 ] � 1; 1[ ;

1 ; ha x = 1 ;

függvény.

x1� 1 0

y

1.1. ábra.

2. A
1P

n=0
xn függvénysor (a soroknál tanultak szerint) konvergens,ha jxj <

1 (x 2 R) ésösszegeaz f :] � 1; 1[! R; f (x) =
1

1 � x
függvény.

Meg jegyzés. A
P

f n függvénysor pontonkénti konvergenciája egy E1 � E
halmazon azt jelenti, hogy 8 x 2 E1-re 9 f (x) 2 R; 8 " > 0-hoz 9 n("; x),
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hogy 8 n � n("; x) eseténjSn (x) � f (x)j < " . (Ekkor f : E1 ! R nyilván
az összegfüggvény E1-en.) Látható, hogy az n("; x) küszöbszámfügg x-t®l
is (a konvergencia

�
nem egyenletes").

3. de�níció. Az hf n i függvénysor ozat (illetv ea
P

f n függvénysor) egyen-
letesen konver gál az E1 � E halmazon az f : E1 ! R függvényhez, ha
8 " > 0-hoz 9 n(") 2 N, hogy 8 n � n(") eseténjf n (x) � f (x)j < " (il-
letve jSn (x) � f (x)j < ") 8 x 2 E1-re. Ilyenkor hf n i -et (illetv e

P
f n -et)

egyenletesenkonvergensneknevezzükE1-en.

Példa. Az hxn i függvénysorozat az E1 = [� r; r ] (0 < r < 1) halmazon
egyenletesenkonvergál az f :] � r; r [! R; f (x) = 0 függvényhez. Ugyanis
egyrészt jf n (x) � f (x)j = jxn � 0j = jxn j � jr n j (x 2 E1), másrészt r 2
]0; 1[ miatt hr n i nullsorozat, így 8 " > 0-hoz 9 n("), hogy 8 n � n(")
eseténjr n j < " , és ezt az el®bbiegyenl®tlenséggelösszevetve kapjuk, hogy
8 " > 0-hoz 9 n("), hogy 8 n � n(") eseténjxn � 0j < " 8 x 2 E1, ami az
egyenleteskonvergenciade�níció ja szerint adja az állítást.

1. tétel (Cauc hy-féle konvergencia kritérium függv énysorozatok
egyenletes konvergenciá jára). Legyen hf n i (f n : E � R ! R) függ-
vények egy sorozata, E1 � E nemüres halmaz. Az hf n i függvénysorozat
akkor éscsakakkor egyenletesenkonvergensE1-en, ha 8 " > 0 9 n("), hogy
8 n; m � n(") (n > m) eseténjf n (x) � f m (x)j < " , 8 x 2 E1.

K övetk ezmény (Cauc hy-féle konvergencia kritérium függv énysorok
egyenletes konvergenciá jára). Legyen

P
f n egy függvénysor

(f n : E � R ! R), E1 � E nemüres halmaz. A
P

f n függvénysor ak-
kor éscsak akkor egyenletesenkonvergensE1-en, ha 8 " > 0 9 n("), hogy

8 n; m � n(") (n > m) eseténjSn (x) � Sm (x)j =
�
�
�
�

nP

i = m+1
f i (x)

�
�
�
� < " 8 x 2 E.

2. tétel (W eierstass elegend® feltétele függv énysorok egyenletes
konvergenciá jára). Legyenekadottak az f n : E � R ! R (n 2 N) függvé-
nyek. Legyen továbbá

P
an egyolyan nemnegatívtagú konvergensszámsor,

hogy jf n(x)j � an (8 x 2 E; n 2 N). Ekkor a
P

f n függvénysor egyenletesen
konvergensE-n.

Bizonyítás. A sorokra és függvénysorokra vonatkozó Cauchy-kritériumok
alapján. A

P
an konvergenciája miatt 8 " > 0 9 n("), hogy 8 n; m � n(")
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(n > m) esetén
nX

k= m+1

ak =

�
�
�
�
�

nX

k= m+1

ak

�
�
�
�
�

< "

=)

�
�
�
�
�

nX

k= m+1

f k (x)

�
�
�
�
�

�
nX

k= m+1

jf k(x)j �
nX

k= m+1

ak < " ; ha x 2 E

=)
P

f n egyenletesenkonvergens. �

3. tétel (az összegfüggv ény folytonosságának elegend® feltétele).
Legyenek f n : E � R ! R (n 2 N) folytonos függvények, tegyük fel, hogy aP

f n sor egyenletesenkonvergál E-n az f : E � R ! R függvényhez. Ekkor
f folytonos E-n.
(Röviden: folytonos függvények egyenletesenkonvergens sorának összeg-
függvénye folytonos.)

Bizonyítás. Legyen x0 2 E és" > 0 tetsz®leges.
P

f n egyenletesenkonvergens=)
"
3

> 0-hoz 9 n
� "

3

�
; 8 n � n

� "
3

�
, és

x 2 E-re jSn (x) � f (x)j <
"
3

.

Az Sn : E ! R függvény tetsz®leges,de rögzített n � n
� "

3

�
értékre folyto-

nosx0-ban =) 9 � 0

� "
3

�
; 8 x 2 E; jx � x0j < � 0

� "
3

�
-ra jSn (x) � Sn (x0)j <

"
3

. Most 8 " > 0-ra legyen � (" ) = � 0

� "
3

�
, akkor 8 x 2 E; jx � x0j < � (" )-ra

jf (x) � f (x0)j � jf (x) � Sn(x)j + jSn (x) � Sn (x0)j + jSn (x0) � f (x0)j < " ;

ami adja f folytonosságát8 x0-ban, azazE-n. �

Példa. Ha f n : R ! R; f (x) =
x2

(1 + x2)n (n = 0; 1; 2; : : : ),

úgy 8 x 2 R; x 6= 0 esetén
1P

n=0
f n(x) egy 0 <

1
1 + x2 < 1 kvóciens¶mértani

sor, továbbá f n(0) = 0 (n = 0; 1; 2; : : : ), így
P

f n konvergens8 x 2 R, és
összegfüggvénye az

f : R ! R; f (x) =

8
>><

>>:

x2

1 �
1

1 + x2

= 1 + x2 ; ha x 6= 0;

0 ; ha x = 0

függvény.
A függvénysor nem lehet egyenletesenkonvergens,mert 8 f n folytonossága
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miatt, tételünk szerint f folytonos lenne,deazösszegfüggvény nemfolytonos
x = 0-ban (ugyanis xn ! 0, de xn 6= 0 eseténf (xn ) ! 1 6= 0 = f (0)).

2. Hatv ánysorok

1. de�níció. A
1P

n=0
an (x � x0)n (an ; x; x0 2 R) függvénysort x0 közép-

pontú hatványsor nak nevezzük.

1. tétel (Cauc hy-Hadamard). Legyen adott a
1P

n=0
an (x � x0)n valóshat-

ványsor és

% :=

8
>>>><

>>>>:

0 ; ha lim n
p

jan j = + 1 ;

+ 1 ; ha lim n
p

jan j = 0 ;

1

lim n
p

jan j
; egyébként .

1P

n=0
an (x � x0)n abszolút konvergens,ha jx � x0j < %; divergens,ha

jx � x0j > %.

Bizonyítás. Ha jx � x0j < %, akkor lim n
p

jan j < + 1 (hiszen lim n
p

jan j =
+ 1 =) %= 0 ésakkor jx � x0j < %nem lehetséges),továbbá

lim n
p

jan (x � x0)n j = jx � x0jlim n
p

jan j =

8
><

>:

0 < 1 ; ha %= + 1 ;

jx � x0j
%

< 1 ; egyébként ;

ami a sorokravonatkozóCauchy-féle gyökkritérium miatt adja a hatványsor
abszolút konvergenciáját.
Ha jx � x0j > %, akkor lim n

p
jan j > 0 (hiszen lim n

p
jan j = 0 =) %= + 1 ,

ésakkor jx � x0j > %nem lehetséges),továbá

lim n
p

jan (x � x0)n j = jx � x0jlim n
p

jan j =

8
><

>:

+ 1 > 1 ; ha %= 0;

jx � x0j
%

> 1 ; egyébként ;

ami a sorokravonatkozóCauchy-féle gyökkritérium miatt adja a hatványsor
divergenciáját. �
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2. de�níció. A Cauchy-Hadamard tételbende�niált %-t a hatványsor kon-
vergencia sugarának nevezzük.

Meg jegyzések.
1. %= 0 eseténa hatványsor csak x0-ban, míg %= + 1 esetén8 x 2 R

eseténkonvergens.

2. Ha 0 < %< + 1 , akkor a K (x0; %) nyílt környezet részea hatványsor
konvergenciatartományának.

2. tétel. Legyen %a
1P

n=0
an (x � x0)n hatványsor konvergenciasugara. Ha

0 < %0 < %, akkor a hatványsor egyenletesenkonvergensK (x0; %0)-n, az
összegfüggvénye pedig folytonos K (x0; %0)-on.

Bizonyítás.
a) Ha x 2 K (x0; %0), akkor jan (x � x0)n j � jan j%n

0 . De
P

jan j%n
0 konvergens

számsor(a Cauchy-féle gyökkritérium miatt), így a Weierstrass-feltétel
miatt kapjuk az egyenleteskonvergenciát K (x0; %0)-n.

b)
1P

n=0
an (x � x0)n tehát egyenletesenkonvergens8 K (x0; %0) (0 < %0 <

%) körlapon, az f n (x) = an (x � x0)n (x 2 R) függvények folytonosak
K (x0; %0)-n, így az el®z®paragrafus 3. tétele miatt az összegfüggvény
folytonos 8 K (x0; %0) � K (x0; %) körlapon. �

K övetk ezmény. A
1X

n=0

xn

n!
;

1X

n=0

(� 1)n x2n

(2n)!
;

1X

n=0

(� 1)n x2n+1

(2n + 1)!
;

1X

n=0

x2n

(2n)!
;

1X

n=0

x2n+1

(2n + 1)!

hatványsorok konvergenciasugara%= + 1 , összegfüggvényük folytonos R-
en.

Bizonyítás. Mivel n
p

n! ! + 1 ; n
p

(2n)! ! + 1 ; n
p

(2n + 1)! ! + 1 is igaz,
kapjuk, hogy %= + 1 minden esetben. Ezután a folytonosságR-en jön a 2.
tételb®l. �

3. Elemi függv ények

1. de�níció. Az el®bbikövetkezményben szerepl®hatványsorok konvergen-
sekR-n, ezért 8 x 2 R-re az
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exp(x) :=
1X

n=0

xn

n!
;

cos(x) :=
1X

n=0

(� 1)n x2n

(2n)!
; sin(x) :=

1X

n=0

(� 1)n x2n+1

(2n + 1)!
;

ch(x) :=
1X

n=0

x2n

(2n)!
; sh(x) :=

1X

n=0

x2n+1

(2n + 1)!

szerint értelmezett függvényeket rendre valós exponenciális , cosinus ,
sinus , cosinus hiperbolicus , sinus hiperbolicus függvényeknek nevez-
zük és exp; cos, sin; ch; sh módon jelöljük. (Valamennyien folytonosak
R-en.)

PSfrag replacements
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3.1. ábra. Az exp; sin; cos; sh ésch függvények
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Meg jegyzés. Az exp(x) függvényt közelítsük soránakN -edik részletössze-

gével: exp(x) �
NP

n=0

xn

n!
. Különböz®N -eket választva, végezzükel a tény-

legesszámítógépes számítást! Ábrázoljuk exp(x)-et! Ugyanezt végezzükel
sin(x); cos(x); sh(x); ch(x)-re.

1. tétel. Bármely x 2 R esetén

sh(x) =
exp(x) � exp(� x)

2
; ch(x) =

exp(x) + exp(� x)
2

;

exp(x) = sh(x) + ch(x) ;

teljesül.

Bizonyítás. A sorok m¶veleti tula jdonságai alapján valamennyi egyszer¶
számolás. �

2. tétel. Bármely x; y 2 R esetén
a) exp(x + y) = exp(x) exp(y) ;
b) cos(x + y) = cos(x) cos(y) � sin(x) sin(y) ;

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y) ;
c) ch(x + y) = ch(x) ch(y) + sh(x) sh(y) ;

sh(x + y) = sh(x) ch(y) + ch(x) sh(y)
(addiciós tételek). Továbbá:

d) exp(x) exp(� x) = 1;
cos(� x) = cos(x); sin(� x) = � sin(x);
ch(� x) = ch(x); sh(� x) = � sh(x);
sin2(x) + cos2(x) = 1;
ch2(x) � sh2(x) = 1 8 x; y 2 R.

Bizonyítás.
a) A fejezet5. tételét követ®példa ésaz exp függvény de�níció ja miatt

exp(x + y) =
1X

n=0

(x + y)n

n!
=

 
1X

n=0

xn

n!

!  
1X

n=0

yn

n!

!

= exp(x) exp(y) :

b) ésc) azonnal jön az a) részésaz 1. tétel felhasználásával.

d) egyszer¶számolás. �

3. tétel. Az exp : R ! R függvényre igazak:
a) exp(x) 6= 0 (x 2 R) ;
b) exp(x) � 1 (x � 0); 0 < exp(x) < 1 (x < 0) ;
c) lim

x!1
exp(x) = + 1 ; lim

x!�1
exp(x) = 0 ;
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d) szigorúanmonoton növekv®R-en;
e) exp(R) = R+ (azazRexp = R+ ) ;
f ) 8 r 2 Q eseténexp(r ) = er .

Bizonyítás. Lásd Kalkulus I. feladatgy¶jtemény. �

2. de�níció. A szigorúan monoton és folytonos exp : R ! R függvény
inverzét valós természetes alapú logaritmus függvény nek nevezzük és
az ln (vagy log) szimbólummal jelöljük.

4. tétel. Az ln függvényre teljesül:
a) D ln = R+ ; Rln = ln(R+ ) = R;
b) folytonos ésszigorúanmonoton;
c) ln(1) = 0; ln(x) < 0 (0 < x < 1); ln(x) > 0 (x > 1) ;
d) exp(ln(x)) = x (x 2 R+ ); ln(exp(x)) = x (x 2 R) ;
e) ln(xy) = ln(x) + ln(y) (x; y 2 R+ ).

Bizonyítás. A de�nícióból, a monoton függvényeknél tanultakb ól és az exp
függvény tula jdonságaiból egyszer¶enjönnek az állítások (lásd Kalkulus
I. feladatgy¶jtemény). �

3. de�níció. Legyen a 2 R+ adott, akkor az

expa : R ! R; expa(x) = exp(x ln a)

szerint de�niált függvényt a-alapú valós exponenciális függvény nek ne-
vezzük.

5. tétel. Legyeb a 2 R+ . Az expa függvényre teljesülnek:
a) expe = exp ;
b) Dexpa

= R; Rexpa
= R+ (a 6= 1) ;

c) expa(x + y) = expa(x) expa(y) (x; y 2 R),
expa(� x) = [expa(x)]� 1 (x 2 R) ;

d) szigorúanmonoton növekv®,ha a > 1 ;
szigorúanmonoton csökken®,ha 0 < a < 1 ;

e) folytonos;
f ) expa(r ) = ar (r 2 Q).

Bizonyítás. A de�níció, az exp és ln függvények tula jdonságaialapján egy-
szer¶(lásd Kalkulus I. feladatgy¶jtemény). �

Az el®z®tétel f ) pontjában szerepl®ax (x 2 Q) a I I. fejezet2.14.de�níci-
ójában bevezetett racionális kitev®j¶ hatványt jelentette. Viszont kiderült,
hogy az expa(x) folytonos ésmonoton függvény minden x racionális számra
megegyezik ax -szel. Ez az alapja az ax tetsz®legesx 2 R esetérevonatkozó
alábbi de�níció jának.
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4. de�níció. Legyen a 2 R+ ésx 2 R. Az a x-edik hatványa :

ax = expa(x) = exp(x ln a) :

5. de�níció. Legyen 1 6= a 2 R+ . Az exp� 1
a : R ! R függvényt a-alapú

valós logaritmus függvény nek nevezzükésa loga szimbólummal jelöljük.

6. tétel. A loga függvényre teljesülnek:

a) loge = ln; loga(x) =
ln(x)
ln(a)

(x 2 R+ ; 1 6= a 2 R) ;

b) D loga
= R+ ; Rloga

= R;
loga(a) = 1; loga(1) = 0 ;

c) szigorúanmonoton növekv®,ha a > 1;
szigorúanmonoton csökken®,ha 0 < a < 1;

d) expa[loga(x)] = x (x 2 R+ ); loga[expa(x)] = x (x 2 R);
e) loga(xy) = loga(x) + loga(y) (x; y 2 R);

f ) loga(x) =
logb(x)
logb(a)

(x 2 R; 1 6= a;b 2 R+ );

g) loga(x r ) = r loga(x) (1 6= x 2 R+ ; r 2 Q).

Bizonyítás. Lásd Kalkulus I. feladatgy¶jtemény. �

Az exponenciálisfüggvény eseténa változó a kitev®ben szerepel (az alap rög-
zített), míg a hatványfüggvény változója az alap (a kitev®pedig rögzített).

6. de�níció. Legyen � 2 R adott, az

f : R+ ! R; f (x) = x � = exp(� ln(x))

függvényt � -kitev®j¶ valós hatványfüggvény nek nevezzük. (Ha � 2 R+ ,
akkor f (0) = 0-val f : R+ [ 0 ! R.)

7. tétel. Az f (x) = x � = exp(� ln(x))-re teljesülnek:

a) folytonos függvény;
b) Rf = R+ , ha � 6= 0; Rf = f 1g, ha � = 0 ;
c) szigorúanmonoton növekv®,ha � > 0;

szigorúanmonoton csökken®,ha � < 0;
d) lim

x! 0
f (x) = 0 és lim

x!1
f (x) = + 1 , ha � > 0,

lim
x! 0

f (x) = + 1 és lim
x!1

f (x) = 0, ha � < 0;

e) x � x � = x � + � ;
x �

x � = x � � � ; (xy) � = x � y� ;
�

x
y

� �

=
x �

y� ; (x � )� = x �� (x; y 2 R+ ; �; � 2 R).
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Bizonyítás. A de�níció ésa korábbi tételek alapján egyszer¶(lásd Kalkulus
I. feladatgy¶jtemény). �





VI I I. fejezet

Di�erenciálszámítás

1. Valós függv ények di�erenciálhán yadosa

1. de�níció. Legyen ha;bi egy nyílt vagy zárt intervallum, f : ha;bi ! R
valós függvény. A

(1) ' (x; x0) =
f (x) � f (x0)

x � x0
(x 6= x0; x; x0 2 ha;bi )

által de�niált ' függvényt az f függvény x; x0-hoz tartozó di�er enciahá-
nyados függvény éneknevezzük.

2. de�níció. Az f : ha;bi ! R függvény di�er enciálható az x0 2 ha;bi
pontban, ha létezik a

(2) lim
x! x0

f (x) � f (x0)
x � x0

= f 0(x0)

(véges)határérték. Ezt � az f 0(x0)-lal jelölt � határértéket az f függvény
x0-beli di�er enciálhányados ának (vagy derivált jának) nevezzük.

Geometriai in terpretáció. Az
f (x) � f (x0)

x � x0
di�erenciahányados az f

függvény szel®jének meredeksége.
PSfrag replacements
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1.1. ábra.

93
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x ! x0 eseténa szel®határhelyzeteaz f függvény görbéjéhezaz x0 pontban
húzott érint®.
A di�erenciálhányadosgeometriai jelentése: ezenérint® meredeksége.

3. de�níció. Ha f az ha;bi minden pontjában di�erenciálható, akkor azt
mondjuk, hogy di�erenciálható ha;bi -n.
A (2) szerint de�niált f 0 : ha;bi ! R függvényt az f függvény di�erenciál-
hányadosfüggvényének(vagy derivált függvényének) nevezzük.

Meg jegyzések.
1. Geometriai interpretáció:

De�níció. Ha az f : ha;bi ! R függvény di�erenciálható az x0 pont-
ban, akkor az

(3) y = f 0(x0) � (x � x0) + f (x0) (x 2 R)

egyenestaz f függvény görbéje (x0; f (x0)) -beli érint®jének nevezzük.
(f 0(x0) így az (x0; f (x0)) pontbeli érint® iránytangense.)

2. Egyoldali di�erenciálhányadosis értelmezhet®,ha a (2)-ben jobb-, illetv e
baloldali határértéket tekintünk. (Jelölés: f 0

+ (x0); f 0
� (x0).) Továbbá

bizonyítható, hogy f akkor és csakisakkor di�erenciálható x 0 2 (a;b)-
ben, ha létezik f 0

+ (x0); f 0
� (x0) ésegyenl®ek.

Speciálisan,ha f 0
+ (x0) ésf 0

� (x0) létezik, denemegyenl®,azgeometriailag
azt jelenti, hogyaz f gráfjának x0-ban

�
töréspontja� van. Ekkor f x0-ban

nem di�erenciálható.

PSfrag replacements

y

x0 x0

f

1.2. ábra.

3. Egy �zik ai jelentés: az s(t) útfüggvény di�erenciálhányadosaa v(t) se-

bességfüggvény. Ugyanis a (t0; t) id®intervallumban
s(t) � s(t0)

t � t0
az át-

lagsebesség,és ennek t ! t0 eseténa határértéke a t0 id®pillanatbeli
sebesség.

4. Közgazdaságtanialakalmazás. A Q(L) termelési függvény deriváltja az
M PL határtermék: M PL = Q0(L ). Itt L a munkát jelenti, Q(L ) pe-
dig az L munkával el®állított mennyiség. Az M PL határtermék tehát a
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megtermelt mennyiségváltozási sebessége(a munka mennyiségénekmeg-
változásaesetén).

Példa.
1. Az f : R ! R; f (x) = c függvényre 8 x0 2 R-ben

lim
x! x0

f (x) � f (x0)
x � x0

= lim
x! x0

c � c
x � x0

= lim
x! x0

0 = 0 ;

azaz9 f 0(x0) = 0, így f 0(x) = 0 8 x 2 R.

2. Az f : R ! R; f (x) = x függvény minden x0 2 R pontban di�erenciál-
ható és

f 0(x0) = lim
x! x0

f (x) � f (x0)
x � x0

= lim
x! x0

x � x0

x � x0
= lim

x! x0
1 = 1 ;

így f 0(x) = 1 (x 2 R).

3. Az f : R ! R; f (x) = xn (n 2 N) függvény di�erenciálható, mert

lim
x! x0

f (x) � f (x0)
x � x0

= lim
x! x0

xn � xn
0

x � x0
=

= lim
x! x0

(xn� 1 + xn� 1x0 + � � � + xn� 1
0 ) = nx n� 1

0 ;

így f 0(x) = nx n� 1 (x 2 R).

4. Az f (x) = jxj (x 2 R) függvény nem di�erenciálható az x0 = 0 pontban,
mert

' (x; 0) =
jxj � j0j

x � 0
=

jxj
x

=

8
><

>:

x
x

= 1 ; ha x > 0 ;

� x
x

= � 1 ; ha x < 0 ;

így

f 0
+ (0) = lim

x! 0+0
' (x; 0) = 1 ; f 0

� (0) = lim
x! 0� 0

' (x; 0) = � 1 ;

azazf 0
+ (0) 6= f 0

� (0).
Ha x0 6= 0, akkor

9 f 0(x0) =

8
<

:

1 ; ha x0 > 0 ;

� 1 ; ha x0 < 0 ;

mert lim
x! x0

' (x; x0) = lim
x! x0

1 = 1, ha x0 > 0,

míg lim
x! x0

' (x; x0) = lim
x! x0

� 1 = � 1, ha x0 < 0.
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2. Di�erenciálhatóság és folytonosság

Tétel. Ha azf : ha;bi ! R függvény di�erenciálható azx0 2 ha;bi pontban,
akkor folytonos is x0-ban.

Bizonyítás. x0 torlódási pontja ha;bi -nek, így elegend®megmutatni, hogy
9 lim

x! x0
f (x) és= f (x0).

lim
x! x0

(f (x) � f (x0)) = lim
x! x0

�
f (x) � f (x0)

x � x0
� (x � x0)

�
=

= lim
x! x0

f (x) � f (x0)
x � x0

� lim
x! x0

(x � x0) = f 0(x0) � 0 = 0

igaz, ami adja, hogy lim
x! x0

f (x) = f (x0), ésezt kellett bizonyítani. �

Meg jegyzés. A fenti tétel nem fordítható meg. Hiszenpéldául f (x) = jxj
az x0 = 0-ban folytonos, de nem di�erenciálható.

3. Di�erenciálhatóság és lineáris appro ximálhatóság

De�níció. Az f : ha;bi ! R függvényt lineárisanapproximálhatónak mond-
juk az x0 2 ha;bi pontban, ha létezik olyan A 2 R konstansés! : ha;bi ! R
függvény, hogy lim

x! x0
! (x) = ! (x0) = 0 és

(L ) f (x) � f (x0) = A � (x � x0) + ! (x) � (x � x0) (x 2 ha;bi )

teljesül.

Tétel. Az f : ha;bi ! R függvény akkor, éscsakisakkor di�erenciálható az
x0 2 ha;bi pontban, ha lineárisan approximálható. Továbbá A = f 0(x0).

Bizonyítás.
a) () ) Ha f di�erenciálható x0-ban, akkor legyen

! (x) :=

8
<

:

f (x) � f (x0)
x � x0

� f 0(x0) ; x 2 ha;binf x0g;

0 ; x = x0 :

Nyilvánvaló, hogy lim
x! x0

! (x) = ! (x0) = 0, és A = f 0(x0)-lal kapjuk

(L )-et is, azazf lineárisan approximálható.

b) (( ) Ha f lineárisan approximálható x0-ban, akkor (L )-b®l jön, hogy

f (x) � f (x0)
x � x0

= A + ! (x) (x 2 ha;binf x0g)
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így lim
x! x0

! (x) = 0 adja f di�erenciálhatóságát és hogy f 0(x0) = A is

teljesül. �

4. Di�erenciálhatóság és m¶veletek

1. tétel. Ha az f ; g : ha;bi ! R függvények differenciálhatók az x 0 2 ha;bi -

ben,akkor az f + g; f �g ésg(x0) 6= 0 eseténaz
f
g

függvény is di�erenciálható

x0-ban, és
a) (f + g)0(x0) = f 0(x0) + g0(x0);
b) (f � g)0(x0) = f 0(x0) � g(x0) + f (x0) � g0(x0);

c)
�

f
g

� 0

(x0) =
f 0(x0) � g(x0) � f (x0) � g0(x0)

g2(x0)
:

Bizonyítás.
a) Az állítás az

(f + g)(x) � (f + g)(x0)
x � x0

=
f (x) � f (x0)

x � x0
+

g(x) � g(x0)
x � x0

egyenl®ségb®l, f 0(x0) ésg0(x0) létezésemiatt, az x ! x0 határátmenettel
következik.

b) Az

(f � g)(x) � (f � g)(x0)
x � x0

=
f (x) � f (x0)

x � x0
� g(x) + f (x0) �

g(x) � g(x0)
x � x0

egyenl®ség,f 0(x0) ésg0(x0) létezése� határátmenettel � adja az állítást.
(Felhasználjukazt is, hogy g folytonos x0-ban.)

c) A bizonyítás hasonlóaz el®bbiekhez. �

K övetk ezmények.
1. Ha f : ha;bi ! R di�erenciálható x0-ban, c 2 R, akkor c � f is differen-

ciálható, és
(cf )0(x0) = c � f 0(x0):

2. Ha f ; g : ha;bi ! R di�erenciálhatók x0-ban, akkor f � g is, és

(f � g)0(x0) = f 0(x0) � g0(x0):

3. Ha f : ha;bi ! R olyan, hogy f (x0) 6= 0, és9 f 0(x0), akkor

9
�

1
f

� 0

(x0) = �
f 0(x0)
f 2(x0)

:
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4. Ha az f i : ha;bi ! R (i = 1; : : : ; n) függvények di�erenciálhatók

x0 2 ha;bi -ben, � i 2 R (i = 1; : : : ; n), akkor
nP

i =1
� i � f i is di�erenciálható

x0-ban, és
 

nX

i =1

� i � f i

! 0

(x0) =
nX

i =1

� i � f 0
i (x0):

5. Az f : R ! R; f (x) =
nP

k=0
ak � xk (ak 2 R) függvény di�erenciálható, és

f 0(x) =
nX

k=1

k � ak � xk� 1:

6. Legyenek Pn (x) és Qm (x) polinom függvények és Qm (x0) 6= 0. Ekkor

f : R ! R; f (x) =
Pn (x)
Qm (x)

di�erenciálható x0-ban.

Példa. Az

f (x) =
5x2 + 2x + 3
x4 + x2 + 1

(x 2 R)

függvény 8 x 2 R eseténdi�erenciálható. A számláló � mint az x 2; x; 1
di�erenciálható függvények lineáris kombinációja � di�erenciálható, továbbá
hasonlóokok miatt a nevez®is di�erenciálható és 0-tól különböz®8 x 2 R
esetén,így az 1. tétel miatt f valóban di�erenciálható, és

f 0(x) =
(10x + 2)(x4 + x2 + 1) � (5x2 + 2x + 3)(4x3 + 2x)

(x4 + x2 + 1)2 (x 2 R):

2. tétel (az összetett függv ény di�erenciálhatósága).
Legyenekg : hc;di ! R; f : ha;bi = g(hc;di ) ! R olyan függvények, hogy g
di�erenciálható az x0 2 hc;di -ben, f di�erenciálható az y0 = g(x0) 2 ha;bi -
ben. Akkor az F = f � g függvény is di�erenciálható x0-ban, és

(ÖD) F 0(x0) = (f � g)0(x0) = f 0(g(x0)) � g0(x0):

Példa. Az F (x) = (3x4 + 5x2 + 8)100 (x 2 R) függvény 8 x 2 R esetén
di�erenciálható, mert F = f � g, ahol g(x) = 3x4 + 5x2 + 8 (x 2 R) és
f (y) = y100 (y 2 R) di�erenciálható függvények, azaz teljesülnek a 2. tétel
feltételei. Továbbá F 0(x) = 100(3x4 + 5x2 + 8)99(12x3 + 10x) (x 2 R).

3. tétel (az in verz függv ény di�erenciálhatósága). Ha f : ha;bi ! R
szigorúan monoton, folytonos ha;bi -n és x0 2 ha;bi -ben létezik f 0(x0) és
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f 0(x0) 6= 0, akkor f � 1 di�erenciálható f (x0)-ban és

(ID) (f � 1)0(f (x0)) =
1

f 0(x0)
;

illetve
(f � 1)0(y0) =

1
f 0(f � 1(y0))

(y0 = f (x0)) :

5. Hatv ánysorok di�erenciálhatósága

Tétel. Legyen a
1P

n=0
an � xn hatványsor konvergenciasugara%, akkor az

(1) f (x) :=
1X

n=0

an � xn ; x 2 (� %;%)

szerint de�niált f : (� %;%) ! R függvény di�erenciálható és

(2) f 0(x) =
1X

n=1

n � an � xn� 1 ; x 2 (� %;%)

teljesül.
A hatványsor összegfüggvénye a konvergenciatartományának belsejébendif-
ferenciálható, és a deriváltja a hatványsor tagonkénti deriválásával számít-
ható.

Bizonyítás.

a) A
1P

n=1
n � an � xn� 1 hatványsor konvergenciasugara is %. Ugyanis a sor

konvergenciatartományában
1X

n=1

n � an � xn� 1 =
1
x

1X

n=1

n � an � xn

teljesül, így a
1P

n=1
n � an � xn hatványsor konvergenciasugarát kell megha-

tározni, melyre

%0 =
1

lim n
p

jn � an j
=

1

lim n
p

n � n
p

jan j
=

1

lim n
p

jan j
= %:

b) (1) di�erenciálható és(2) teljesül. Ehhez elégmegmutatni, hogy

lim
x! x0

�
f (x) � f (x0)

x � x0
� f 0(x0)

�
= 0 8 x0 2 (� %;%) :
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Felhasználva az (1) és(2) hatványsorok abszolút konvergenciáját
8 x; x0 2 (� %;%) eseténéshogy 9 r > 0, amire jx0j < r < %, így jxj < r
esetén:

�
�
�
�
f (x) � f (x0)

x � x0
� f 0(x0)

�
�
�
� =

=

�
�
�
�
�
�
�
�

1P

n=0
an � xn �

1P

n=0
an � xn

0

x � x0
�

1X

n=1

n � an � xn� 1
0

�
�
�
�
�
�
�
�

=

=

�
�
�
�
�

1X

n=1

an �
�

xn � xn
0

x � x0
� nx n� 1

0

� �
�
�
�
�

=

=

�
�
�
�
�

1X

n=1

an �
�
xn� 1 + xn� 2x0 + xn� 3x2

0 + � � � + xx n� 2
0 + xn� 1

0 � nx n� 1
0

�
�
�
�
�
�

�

�
1X

n=1

jan j � jxn� 1 � xn� 1
0 + x0 � (xn� 2 � xn� 2

0 ) + � � � + xn� 1
0 � (1 � 1)j =

=
1X

n=1

jan j � jx � x0j

�
�
�
�
�

n� 1X

k=1

k � xn� k� 1 � xk� 1
0

�
�
�
�
�

�

�
1X

n=1

jan j � jx � x0j � r n� 2
n� 1X

k=1

k = jx � x0j �
1X

n=1

jan j �
n(n � 1)

2
� r n� 2 =

= s �
jx � x0j

2
;

ahol s a
1P

n=1
jan j � n(n � 1) � r n� 2 (a gyökkritérium alapján konvergens)

sor összege.
Ebb®l lim

x! x0

s
2

� jx � x0j = 0 miatt adódik az állítás. �

Példa. A
1P

n=0

xn

n!
hatványsor konvergenciasugara%= + 1 , így a VI I.3.1. de-

�nícióban általa de�niált exp(x) :=
1P

n=0

xn

n!
(exponenciális)függvény di�eren-

ciálható és

exp0(x) =
1X

n=1

n
xn� 1

n!
=

1X

n=1

xn� 1

(n � 1)!
=

1X

n=0

xn

n!
= exp(x) (x 2 R)
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teljesül.

6. Elemi függv ények di�erenciálhatósága

1. tétel. Az exp; sin; cos; sh; ch függvények di�erenciálhatók és

exp0 = exp ; sin0 = cos; cos0 = � sin ; sh0 = ch ; ch0 = sh :

Bizonyítás. A hatványsorok di�erenciálhatósági tétele adja a di�erenciálha-
tóságot és a derivált függvényeket is (a számolásegyszer¶, ahogy azt az
el®bbipélda mutatja). �

2. tétel. Az expa; loga; ln; x � függvények di�erenciálhatók és

a) exp0
a(x) = expa(x) � ln a (x 2 R) ;

b) log0
a(x) = 1

x�ln a (x 2 R+ ) ;
c) ln0(x) = 1

x (x 2 R+ ) ;
d) (x � )0 = � � x � � 1 (x 2 R+ ) :

Bizonyítás.
a) Az expa(x) := exp(x � ln a) de�níció, exp0(y) = exp(y) és(x � ln a)0 = ln a,

valamint az összetettfüggvény di�erenciálhatóságára vonatkozótétel ad-
ja az állítást.

b) A loga
:= exp� 1

a de�níció, az expa függvény di�erenciálhatósága, szigorú
monotonitása, az inverz függvény di�erenciálhatósági tétele alapján:

log0
a(x) =

1
exp0

a[loga(x)]
=

1
expa[loga(x)] � ln a

=
1

x � ln a
:

c) a = e =) loge a = ln e = 1 =) ln0(x) =
1
x

.

d) Az x � := exp(� � ln x) de�níció ésaz összetett függvény di�erenciálható-
ságáravonatkozó tétel alapján

(x � )0 = [exp(� � ln x)]0 = exp(� � ln x) �
�
x

= x � �
1
x

� � = � � x � � 1 :

�

Meg jegyzés. f (x) = n
p

x := x
1
n

:= exp( 1
n ln x) (x > 0) és a 2. tétel adja,

hogy 9 f 0(x) =
1
n

x
1
n � 1 =

1
n

x
1� n

n =
1
n

1
n
p

xn� 1
(x > 0).

Speciálisanaz f (x) =
p

x (x > 0) függvényre 9 f 0(x) =
1

2
p

x
(x > 0).
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Ugyanakkor a g(x) = n
p

x (x � 0) függvény nem di�erenciálható az x0 = 0-
ban, mert

lim
x! 0

n
p

x � n
p

0
x � 0

= lim
x! 0

1
( n
p

x)n� 1 = + 1

(ugyanis g folytonosságamiatt lim
x! 0

n
p

x = 0, így lim
x! 0

( n
p

x)n� 1 = 0).

7. A sin és cos függv ény további tula jdonságai

1. tétel.

sin2(x) + cos2(x) = 1 (x 2 R) ;

j sin(x)j � 1; j cos(x)j � 1 (x 2 R) :

Bizonyítás. Gyakorlaton. �

2. tétel.

cos(x) � cos(y) = � 2 � sin
�

x + y
2

�
� sin

�
x � y

2

�
(8 x; y 2 R) ;

sin(x) � sin(y) = 2 � cos
�

x + y
2

�
� sin

�
x � y

2

�
(8 x; y 2 R) :

Bizonyítás. Egyszer¶az addícióstételek alapján. �

3. tétel. A [0; 2] intervallumban egyetlen x számvan, melyre cos(x) = 0.

De�níció. Jelöljük � -vel (pi-vel) azt a valós számot, melyre 0 <
�
2

< 2 és

cos
�
2

= 0.

4. tétel.

sin
�
2

= 1 ; cos� = � 1 ; sin � = 0 ; sin2� = 0 ; cos2� = 1 ;

sin(x + 2� ) = sin(x) ; cos(x + 2� ) = cos(x) (x 2 R):

Bizonyítás. Gyakorlaton (pl. sin2 �
2

+ cos2
�
2

= 1 =) sin
�
2

= 1). �

5. tétel. A sin függvény monoton növekv®a
h
�

�
2

;
�
2

i
intervallumon.

A cosfüggvény monoton csökken®a [ 0; � ] intervallumon.

Bizonyítás. Gyakorlaton. �
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8. További elemi függv ények

a) A tg ésctg függvények. A

tg : Rnf (k +
1
2

)� ; k 2 Zg ! R ; tg(x) :=
sin(x)
cos(x)

;

ctg : Rnf k � � ; k 2 Zg ! R ; ctg(x) :=
cos(x)
sin(x)

szerint de�niált függvényeket tangens, ill. cotangensfüggvényeknek ne-
vezzük. Legfontosabb tula jdonságaikat gyakorlaton vizsgáljuk.

PSfrag replacements

y
y

yy

x x

x

x

0 0

0

0

1

1

1

� 1

�
2

�
2

�

�

�

�
�
2

�
�
2

8.1. ábra. Az arcus függvények

b) Az arcus függvények de�níció ja.

Az f :
h
�

�
2

;
�
2

i
! R; f (x) = sin(x) folytonos ésszigorúanmonoton nö-

veked®függvény inverzét arcsin (arkusz-szinusz) függvénynek nevezzük.
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Ez folytonos, szigorúanmonoton növeked®és
arcsin : [� 1; 1] !

h
�

�
2

;
�
2

i
.

A g : [0; � ] ! R; g(x) = cos(x) folytonos ésszigorúanmonoton csökken®
függvény inverze az arccos(arkusz-koszinusz) függvény, mely folytonos,
szigorúanmonoton csökken®és
arccos: [� 1; 1] ! [0; � ].

Az F :
�

�
�
2

;
�
2

�
! R; F (x) = tg(x) folytonos ésszigorúanmonoton nö-

veked®függvény inverzét arctg (arkusz-tangens)függvénynek nevezzük.
Ez folytonos, szigorúanmonoton növeked®és
arctg : R !

�
�

�
2

;
�
2

�
.

A G : (0; � ) ! R; G(x) = ctg(x) folytonos ésszigorúanmonoton csök-
ken®függvény inverzét arcctg (arkusz-cotangens)függvénynek nevezzük.
Ez folytonos, szigorúanmonoton csökken®és
arcctg : R ! (0; � ).

1. tétel. A tg; ctg; arcsin; arccos; arctg; arcctg függvények di�erenciál-
hatók és

tg0(x) =
1

cos2(x)
; ctg0(x) = �

1
sin2(x)

;

arcsin0(x) =
1

p
1 � x2

(x 6= � 1); arccos0(x) = �
1

p
1 � x2

(x 6= � 1);

arctg0(x) =
1

1 + x2 ; arcctg0(x) = �
1

1 + x2 :

Bizonyítás.

� tg(x) :=
sin(x)
cos(x)

(x 2 R n f (k + 1
2)� j k 2 Zg), a sin és cos függvények

di�erenciálhatók, cos(x) 6= 0, ha x 2 D tg , így a korábbantanult tételeket
felhasználva

tg0(x) =
sin0(x) cos(x) � cos(x) sin0(x)

cos2(x)
=

=
cos2(x) + sin2(x)

cos2(x)
=

1
cos2(x)

:

� ctg(x) di�erenciálhatósága ésctg0(x) meghatározásaugyanígy megy.

� Az arcsin : [� 1; 1] ! R függvény az f :
h
�

�
2

;
�
2

i
! R; f (x) = sin(x)

függvény inverze, mely szigorúan monoton és folytonos
h
�

�
2

;
�
2

i
-n
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9 f 0(x) = cos(x) 8 x 2
h
�

�
2

;
�
2

i
esetén, továbbá f 0(x) 6= 0, ha

x 2
i
�

�
2

;
�
2

h
, így az inverz függvény di�erenciálhatóságára vonatkozó

tétel szerint

9 arcsin0(x) =
1

cos(arcsin(x))
=

=
1

p
1 � sin2(arcsin(x))

=
1

p
1 � x2

;

ha x 2] � 1; 1[ (itt felhasználtuk azt is, hogy cos(t) > 0, ha t 2
�
� �

2 ; �
2

�
).

Belátható, hogy az arcsin függvény nem di�erenciálható, ha x = � 1,
vagy x = 1.

� Az arccos; arctg; arcctg függvények di�erenciálhatósága és deriváltjuk
meghatározásaaz el®bbihezhasonlóantörténik. �

c) Értelmezhet®ka th :=
sh
ch

; cth :=
ch
sh

tangens-hiperbolikusz éscotangens-

hiperbolikusz függvények, ésvizsgálhatók tula jdonságaik.

d) sh; ch; th ; cth inverzeiként értelmezzükaz arsh; arch; arth ; arcth area-
függvényeket ésvizsgálhatjuk tula jdonságaikat.

Meg jegyzés. A th; cth és az area függvények di�erenciálási szabálya is
egyszer¶enbizonyítható (lásd gyakorlaton).

9. Magasabbrend¶ deriv áltak

Az f függvény f 0= f (1) deriváltfüggvényét is deriválhatjuk, ekkor meg-
kapjuk az f 00 = f (2) második deriváltat. Ezt pedig deriválva kapjuk az
f 000= f (3) harmadik deriváltat. Az n-edik derivált (rekurzióval történ®)
pontos de�níció ja az alábbi.

De�níció. Legyen f : ha;bi ! R adott függvény. f 0-adik deriváltja:
f (0) := f . Ha n 2 N és f (n� 1) : ha;bi ! R értelmezett és di�erenciálható
függvény, akkor f n-edik deriváltja az f (n) =

�
f (n� 1)

� 0
függvény.

Ha 8 n 2 N-re 9 f (n) , akkor azt mondjuk, hogy f akárhányszor di�eren-
ciálható.

Példa.
1. f (x) = x2+ 3x + 2 (x 2 R) =) 9 f 0(x) = 2x + 3 (x 2 R) =) 9 f 00(x) =

2 (x 2 R) =) 9 f 000(x) = 0 (x 2 R) =) 9 f (n)(x) = 0 (x 2 R) 8 n 2
N; n � 4-re =) f akárhányszor di�erenciálható.
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2. Teljes indukcióval bizonyítható, hogy k; n 2 N esetén

(xn )(k) = n(n � 1) : : : (n � k + 1)xk� n (x 2 R) ha k < n;

(xn )(n) = n! (x 2 R);

(xn )(k) = 0 (x 2 R) ha k > n:

3. 9 exp(n) = exp (azaz(ex )(n) = ex ; x 2 R) 8 n 2 N, tehát exp akárhány-
szor di�erenciálható.

1. tétel. Ha f ; g : ha;bi ! R n-szerdi�erenciálható, akkor c� f ; f + g; f � g
is n-szerdi�erenciálható és8 x 2 ha;bi esetén

(c � f )(n) (x) = c � f (n)(x) ;

(f + g)(n) (x) = f (n)(x) + g(n) (x) ;

(f � g)(n) (x) =
nX

i =0

�
n
i

�
f (i ) (x) � g(n� i ) (x) (Leibniz-szabály).

Bizonyítás. Teljes indukcióval egyszer¶. �

Példa. A h(x) = (x2 + 2x)ex (x 2 R) függvény az f (x) = x2 + 2x (x 2 R)
és a g(x) = ex akárhányszor di�erenciálható függvények szorzata, így a
Leibniz-szabálymiatt n = 100 esetén8 x 2 R-re

h(100) (x) =
nX

i =0

�
n
i

�
(x2 + 2x)(i ) (ex )(n� i ) =

=
�

100
0

�
(x2 + 2x)ex +

�
100
1

�
(2x + 2)ex +

�
100
2

�
2ex :

2. tétel. Az f (x) :=
1P

k=0
ak � xk (x 2 ] � %;%[ ) hatványsor összegfüggvénye

akárhányszor di�erenciálható és

f (n) (x) =
1X

k= n

k � (k � 1) � � � � � (k � n + 1) � ak � xk� n (x 2 (� %;%));

továbbá an =
f (n)(0)

n!
(n = 0; 1; : : : ).

Bizonyítás. A hatványsorok di�erenciálhatósági tétele alapján, teljes induk-
cióval, illetve x = 0 helyettesítésselegyszer¶. �
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10. Di�erenciálható függv ények vizsgálata

a) A lokális széls®érték szükségesfeltétele

Példa. Az

f (x) =

8
<

:

x2 ; ha x 2 [� 1; 1];
1
x

; ha x 2 ] 1; 2[ :

függvény széls®érték helyei: � 1; 0; 1. Ezek közül a 0-ban
�
vízszintes érit®je

van�. Ezt a pont, amelybenegyrésztdi�erenciálható, másrésztazértelmezési
tartományánák bels®pontja.

PSfrag replacements y

x0 1 2� 1

10.1. ábra.

1. tétel. Legyen f : ha;bi ! R. Ha f -nek az x0 2 ] a;b[ -ben lokális maxi-
muma (minimuma) van és9 f 0(x0), akkor f 0(x0) = 0.

Bizonyítás. Ha például f -nek x0-ban lokális minimuma van, akkor
9 K (x0; � ) � ] a;b[ , hogy f (x) � f (x0) � 0 (x 2 K (x0; � )) , így

f (x) � f (x0)
x � x0

=

8
<

:

� 0 ; ha x0 � � < x < x0;

� 0 ; ha x0 < x < x0 + � :

Ezért

f 0(x0) =

8
>><

>>:

f 0
� (x0) = lim

x! x0 � 0

f (x) � f (x0)
x � x0

� 0

f 0
+ (x0) = lim

x! x0+0

f (x) � f (x0)
x � x0

� 0

9
>>=

>>;
=) f 0(x0) = 0:

�

Meg jegyzés. A feltétel általában nem elégséges,ahogy ezt például az
f (x) = x3 (x 2 R) függvény az x0 = 0-ban mutatja. Ekkor 9 f 0(0) = 0, de
x3 > 0, ha x > 0 ésx3 < 0, ha x < 0, így @K (0; � ), hogy 8 x 2 K (0; � )-ra
x3 � 0 vagy x3 � 0 teljesülne, így x0 = 0-ban nincs lokális maximuma és
minimuma sem.
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Példa. Az f (x) = x2 (x 2 R) függvénynek az x0 = 0 pontban lokális
minimuma van (hiszen x2 � 0 8 x 2 R) és9 f 0(x0) = f 0(0) = 0.

b) Középértéktételek

2. tétel (Cauc hy). Ha az f ; g : [a;b] ! R függvények folytonosak [a;b]-n,
di�erenciálhatóak ] a;b[ -n, akkor 9 x 2 ] a;b[, hogy

(C�K) [f (b) � f (a)] � g0(x) = [g(b) � g(a)] � f 0(x) :

Bizonyítás.
� A h : [a;b] ! R; h(t) := [f (b) � f (a)] � g(t) � [g(b) � g(a)] � f (t) függvény

folytonos [a;b]-n, di�erenciálható ] a;b[ -n, h(a) = h(b).

� h folytonosságaés[a;b] kompaktságamiatt h felveszi [a;b]-n széls®érté-
keit, így 9 u; v 2 [a;b], hogy h(v) � h(x) � h(u) (x 2 [a;b]).

� f u; vg = f a;bg eseténh(a) = h(b) ésaz el®bbiegyenl®tlenségadja, hogy
h konstans, és így h0(x) = 0 (x 2 [a;b]). Ez pedig h di�erenciálásával
adja az állítást.

� Ha f u; vg 6= f a;bg, akkor u vagy v 2 (a;b), ezért h0(u) = 0 vagy h0(v) =
0, ami x = u vagy x = v mellett h di�erenciálásával adja az állítást. �

Az alábbiakban a Cauchy-tétel néhány következményét tárgyaljuk.
3. tétel (Lagrange). Legyen f : [a;b] ! R folytonos [a;b]-n, di�erenciál-
ható ] a;b[ -n, akkor 9 x 2 ] a;b[, hogy

(L�K) f (b) � f (a) = f 0(x)(b� a) :

Bizonyítás. Következik (C-K) -ból g(x) = x választással. �

A Lagrange-tételgeometriai jelentése: az (a; f (a)) ; (b;f (b)) pontokat össze-
köt® szel®vel párhuzamosaz x-beli érint®.

PSfrag replacements y
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Példa. Bizonyítsuk be a j sin(x) � sin(y)j � jx � yj (x; y 2 R) egyenl®tlen-
séget.
A sin : R ! R függvény 8 [x; y]-on teljesíti a Lagrange-tétel feltételeit, így
9 t 2 ]x; y[, hogy

sin(y) � sin(x) = sin0(t)(y � x) = cos(t)(y � x) ;

amib®l j cos(t)j � 1 miatt kapjuk a

j sin(x) � sin(y)j = j cos(t)j jx � yj � jx � yj ;

illetve a bizonyítandó egyenl®tlenséget.

4. tétel (Rolle). Legyen f : [a;b] ! R folytonos [a;b]-n, di�erenciálható
] a;b[ -n, f (a) = f (b), akkor 9 x 2 ] a;b[, hogy f 0(x) = 0.

Bizonyítás. Következik (L-K) -ból f (a) = f (b) miatt. �

Példa. Az f (x) = 9x3 � 4x függvény a
�
� 2

3 ; 2
3

�
intervallumon teljesíti a

Rolle-tétel feltételeit, mert (mint polinom függvény) di�erencálható,
f

�
� 2

3

�
= f

� 2
3

�
= 0, így 9 x 2

�
� 2

3 ; 2
3

�
, hogy f 0(x) = 27x2 � 4 = 0. Ez

akkor igaz, ha x = � 2
3
p

3
= � 2

p
3

9 . Könnyen ellen®rízhet®,hogy mindkét

érték bennevan a
�
� 2

3 ; 2
3

�
intervallumban.

PSfrag replacements
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K övetk ezmény. Ha g0(x) 6= 0 (x 2 ] a;b[ ), akkor g(b) 6= g(a) (hiszen el-
lenkez®esetben (C-K) miatt 9 x 2 ] a;b[; g0(x) = 0). Ekkor (C-K) írható
az

f 0(x)
g0(x)

=
f (b) � f (a)
g(b) � g(a)

alakban.

5. tétel (a monotonitás elegend® feltétele). Ha f : ha;bi ! R di�eren-
ciálható, akkor

a) f 0 � 0 =) f monoton növeked®;
b) f 0 � 0 =) f monoton csökken®;
c) f 0 = 0 =) f = c, azazkonstans:

Bizonyítás. A Lagrange-tétel segítségével.
Legyen x1; x2 2 ha;bi tetsz®leges.Az f [x1; x2]-re való lesz¶kítéseteljesíti a
Lagrange-tétel feltételeit, így 9 x 2 [ x1; x2 [ , hogy

f (x2) � f (x1) = (x2 � x1) � f 0(x) ;

így bármely fenti x1; x2-re

a) f 0 � 0 =) f (x2) � f (x1) =) f monoton növeked®;
b) f 0 � 0 =) f (x2) � f (x1) =) f monoton csökken®;
c) f 0 = 0 =) f (x2) = f (x1) =) f = c, azazkonstans: �

6. tétel (a monotonitás szükséges és elegend® feltétele). Legyen
f : ha;bi ! R di�erenciálható függvény, akkor

a) f monoton növekv®(csökken®)ha;bi -n ( ) f 0 � 0 (f 0 � 0);
b) f szigorúanmonoton növekv®(csökken®)ha;bi -n ( )

f 0 � 0 (f 0 � 0) és@hc;di � ha;bi , hogy f 0(x) = 0, ha x 2 hc;di .

Bizonyítás.
a) Az elégségességjön a 4. tételb®l. A szükségességhezlegyen például f

növekv®ésx 2 ha;bi tesz®leges,h olyan, hogy x + h 2 ha;bi , akkor

f (x + h) � f (x)
h

� 0 =) f 0 � 0 :

b) Elégségesség:Ha például f 0 � 0, akkor a) miatt f növekv®. Tegyük fel,
hogy nem szigorúanmonoton növekv®,akkor 9 x; y 2 ha;bi ; x < y, hogy
f (x) = f (y), de akkor (f monotonitása miatt) f (t) = c, ha t 2 [x; y] �
ha;bi , ami ellentmondás.

Szükségesség:Ha például f szigorúan monoton növekv®, akkor a) mi-
att f 0 � 0. Ha 9 hc;di � ha;bi , hogy f 0(x) = 0 (x 2 hc;di ), akkor
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f (x) = const (x 2 hc;di ), így f nem szigorúan monoton növekv®, ami
ellentmondás. �

Példa. Az f (x) = 2 + x � x2 (x 2 R) függvény di�erenciálható, f 0(x) =
1 � 2x (x 2 R), így f 0(x) = 0 ( ) x = 1

2 . Továbbá f 0(x) = 1 � 2x >
0 ( ) x < 1

2 , ezért f szigorúanmonoton növekv®
�
�1 ; 1

2

�
-en. Másrészt

f 0(x) = 1 � 2x < 0 ( ) x > 1
2 . Így f szigorúan monoton növekv®� 1

2 ; + 1
�
-en.

7. tétel (a széls®érték egy elégséges feltétele).
Legyen f : ] x0 � r; x0 + r [ ! R di�erenciálható függvény. Ha

a) f 0(x) � 0 (x 2] x0 � r; x0 [); f 0(x) � 0 (x 2] x0; x0 + r [), akkor
f -nek x0-ban lokális maximuma van;

b) f 0(x) � 0 (x 2] x0 � r; x0 [); f 0(x) � 0 (x 2] x0; x0 + r [); akkor
f -nek x0-ban lokális minimuma van.

Bizonyítás. Az 6. Tétel miatt f növeked®az ] x0 � r; x [ intervallumon, vi-
szont csökken®az ] x0; x � r [ intervallumon, így x0-ban maximuma van. A
minimum hasonlóanbizonyítható. �

Példa. Az el®bbipélda f (x) = 2 + x � x2 (x 2 R) di�erenciálható függvé-
nyéreazt kapjuk, hogy f 0(x) = 0 ( ) x = 1

2 ésf 0(x) � 0, ha x 2
�
�1 ; 1

2

�
,

f 0(x) � 0, ha x 2
� 1

2 ; + 1
�
, így a tétel miatt f -nek lokális maximuma van

az x = 1
2 helyen.

c) Taylor-sorok, Taylor-polinom

De�níció. Legyen az f :] p;q[! R függvény akárhányszor di�erenciálható.
A

(TS)
1X

k=0

f (k)(a)
k!

� (x � a)k (x; a 2 ] p;q[)

hatványsort az f függvény a-hoz tartozó Taylor-sorának, míg n-edik rész-
letösszegét,a

(TP) Tn (x) =
nX

k=0

f (k)(a)
k!

� (x � a)k (x; a 2 ] p;q[)

polinomot az f függvény a-hoz tartozó Taylor-polinomjának nevezzük.
Ha 0 2 ] p;q[, akkor az a = 0-hoz tartozó Taylor-sort f Maclaurin-sorának
nevezzük.
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Meg jegyzések.
1. Minden konvergens hatványsor összegfüggvényének Taylor-sora (lásd:

exp; sin; : : : ).

2. Fontos kérdés: Mikor állítható el®egy függvény Taylor-sorával?

Tétel (T aylor). Legyen f : K (a; r ) � R ! R; n 2 N és 9 f (n) , akkor
8 x 2 K (a; r ) esetén9 � (x) 2 K (a; r )nf ag, hogy

(T) f (x) = Tn� 1(x) +
f (n)(� (x))

n!
� (x � a)n (x 2 K (a; r )) :

Meg jegyzések.
1. n = 1-re a Taylor-tétel a Lagrange-tétel.

2. Az

Rn (x) =
f (n) (� (x))

n!
� (x � a)n (x 2 K (a; r ))

szerint de�niált Rn függvény a Taylor-formula Lagrange-félemaradék-
tagja.

3. Ha 9 M , hogy 8 x 2 K (a; r ); n 2 N esetén jf (n) (x)j � M , akkor
lim

n!1
Rn (x) = 0, ezért

f (x) =
1X

k=0

f (k)(a)
k!

� (x � a)k (x 2 K (a; r )) ;

így az f függvény Taylor-sorának összege.

4. Az

f (x) =

8
<

:
exp

�
�

1
x2

�
; x 6= 0

0 ; x = 0

függvényre 9 f (n)(0) = 0 (n 2 N), így az f függvény 0-hoz tartozó
Taylor-sorának összegea 0 függvény, ami nyilván 6= f .

5. A Taylor-tétel alapján becsülhet®f ésTn� 1 eltérése,például:
�
�
�
�sin(x) �

�
x �

x3

3!
+ � � � + (� 1)n� 1 �

x2n� 1

(2n � 1)!

� �
�
�
� =

=

�
�
�
�
�
sin(2n) (� )

(2n)!
� x2n

�
�
�
�
�

�
jxj2n

(2n)!
:

6. Az ln(1 + x) = f (x) (x 2 (� 1; 1 )) függvényre például

ln(1 + x) = x �
x2

2
+

x3

3
� � � � + (� 1)(n� 1) xn

n
+ (� 1)n �

1
(1 + � )n+1 �

xn+1

n + 1
;
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amib®l x = 1 választássaléshatárátmenettel

ln 2 = 1 �
1
2

+
1
3

� � � � + (� 1)n� 1 �
1
n

+ � � � ;

ahol a jobboldal az ismert Leibniz-féle sor.

d) A széls®érték általános feltétele

Tétel. Ha f : K (a; r ) ! R (k � 1)-szerdi�erenciálható (k � 2),
f 0(a) = � � � = f (k� 1)(a) = 0 és9 f (k)(a) 6= 0, akkor

a) ha k páratlan, úgy f (a) nem széls®érték;
b) ha k páros, úgy f (a) széls®érték, továbbá

� f (k)(a) > 0 eseténf (a) szigorú lokális minimum,
� f (k)(a) < 0 eseténf (a) szigorú lokális maximum.

Példa. Az f (x) = x3 � 6x2 + 9x � 4 kétszerdi�erenciálható, és
f 0(x) = 3x2 � 12x + 9; f 00(x) = 6x � 12. f 0(x) = 0 ( ) x = 1 vagy x = 3,
így e két helyen lehet lokális széls®értéke:

� f 00(1) = � 6 < 0 =) f -nek x = 1-ben lokális maximuma van, értéke
f (1) = 0;

� f 00(3) = 6 > 0 =) f -nek x = 3-ben lokális minimuma van, értéke
f (3) = 4.

PSfrag replacements
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e) Konvex függvények

1. de�níció. Az f : ha;bi ! R függvényt konvex nek (illetv e konkáv nak)
nevezzükha;bi -n, ha 8 x1; x2 2 ha;bi és8 p;q 2 [0; 1]; p + q = 1 esetén

(K) f (p � x1 + q � x2) � p � f (x1) + q � f (x2)

(illetv e (K)-ban � ) teljesül. f szigorúankonvex (konkáv), ha (K)-ban szigorú
egyenl®tlenségvan.

Meg jegyzés. Ha x1 < x2, legyen (K) -ban

p :=
x2 � x
x2 � x1

; q :=
x � x1

x2 � x1
(x 2 ] x1; x2 [) ;

akkor p;q 2 [0; 1]; p + q = 1; px1 + qx2 = x, így

(1) f (x) �
f (x2) � f (x1)

x2 � x1
� (x � x1) + f (x1) (x 2 ] x1; x2 [);

vagy más elrendezésben

(2) f (x) �
f (x2) � f (x1)

x2 � x1
� (x � x2) + f (x2) (x 2 ] x1; x2 [)

következik.
Ez azt jelenti, hogyegykonvex f függvény gráfjának pontjai az (x 1; f (x1)) és
(x2; f (x2)) pontokon áthaladó szel®alatt vannak (8 x1; x2 2 ha;bi ; x1 < x2
esetén).PSfrag replacements

y

x0

f (x1)

f (x2)

x1 x2x

f (x)

10.5. ábra. Konvex függvény

(1) és(2) adja, hogy

(3)
f (x) � f (x1)

x � x1
�

f (x2) � f (x1)
x2 � x1

�
f (x2) � f (x)

x2 � x
;

Másrészt, ha (3) teljesül 8 x1; x2; x 2 ha;bi ; x1 < x < x2 esetén,akkor
legyen t; s 2 ha;bi ; t < s; � 2 ]0; 1[ adott.
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Ha x1 = t; x2 = s; x = �t + (1 � � )s, akkor egyszer¶enadódik (3)-ból, hogy

f (�t + (1 � � )s) � f (t)
(1 � � )(s � t)

�
f (s) � f (t)

s � t
�

f (s) � f (�t + (1 � � )s)
� (s � t)

;

amib®l pedig
f (�t + (1 � � )s) � �f (t) + (1 � � )f (t)

következik, mely � = 0 és� = 1 eseténis teljesül, tehát f konvex.

8. tétel. Az f : ha;bi ! R di�erenciálható függvény akkor és csak akkor
konvex, ha az f 0 : ha;bi ! R függvény monoton növekv®.

Bizonyítás.
a) Ha f konvex, akkor (3)-ból x ! x1 ill. x ! x2 határátmenettel jön, hogy

f 0(x2) � f 0(x1) 8 x1 < x2 esetén,azazf 0 monoton növekv®.

b) Ha f 0 monoton növekv®, akkor 8 x1 < x < x2 esetén(a Lagrange-tétel
miatt) 9 z1 2 (x1; x); z2 2 (x; x2), hogy

f (x) � f (x1)
x � x1

= f 0(z1) � f 0(z2) =
f (x2) � f (x)

x2 � x

melyb®l az el®z®megjegyzésmásodik részeszerint következik, hogy f
konvex. �

Meg jegyzések.
1. Hasonlóállítás igaz konkáv függvényekre is.

2. f szigorúankonvex ( ) f 0 szigorúanmonoton növekv®.

3. Ha 9 f 00, úgy: f konvex ( ) f 00� 0; f konkáv ( ) f 00� 0.

2. de�níció. Az f : ha;bi ! R függvénynek az x 2 ]a;b[ in�exiós helye,
(x; f (x)) pedig in�exiós pontja, ha 9 r > 0, hogy f konvex (konkáv) ]x � r; x]-
en éskonkáv (konvex) [x; x + r [-en.

Tehát az in�exiós helyen a függvény vagy konvexb®l konkávba vált, vagy
konkávból konvexbe.

9. tétel. Az f : ha;bi ! R di�erenciálható függvénynek az x 2]a;b[ akkor
éscsakakkor in�exiós helye, ha széls®értékhelye f 0-nek.

Bizonyítás.
a) Ha x 2 ] a;b[ in�exiós hely, akkor a de�níció szerint 9 r > 0, hogy f kon-

vex (konkáv) ]x � r; x]-en, konkáv (konvex) [x; x + r [-en =) f 0 monoton
növekv®(csökken®)]x � r; x]-en, csökken®(növekv®) [x; x + r [-en =) x
széls®értékhelye f 0-nek.
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b) Ha x 2 ] a;b[ széls®értek helye f 0-nek, akkor 9 r > 0, hogy f növekv®
(csökken®)]x � r; x]-en, csökken®(növekv®) [x; x + r [-en =) f konvex
(konkáv) ]x � r; x]-en, konkáv (konvex) [x; x + r [-en =) x in�exiós helye
f -nek. �

Példa. Az f (x) = 3x2 � x3 (x 2 R) függvény kétszer di�erenciálható:
f 0(x) = 6x � 3x2; f 00(x) = 6 � 6x. Így f 00(x) = 0 ( ) x = 1.
f 00(x) = 6 � 6x � 0 ( ) x � 1. Tehát f szigorúankonvex ] � 1 ; 1[-en.
f 00(x) = 6 � 6x � 0 ( ) x � 1. Tehát f szigorúankonkáv [1; + 1 [-en.
x = 1-ben konvex és konkáv ív találkozik, így x = 1 in�exiós hely, (1; 2)
pedig in�exiós pont.

PSfrag replacements

y

x0 1 2 3

P(1; 2)

10.6. ábra.

f ) L'Hospital-szabály

Alapprobléma.
Ha f ; g : K (a; r ) ! R adottak és lim

x! a
f (x) = lim

x! a
g(x) = 0, akkor létezik-e

lim
x! a

f (x)
g(x)

, éshogyan számítható ki? (Lehet egyoldali határérték is.)

10. tétel (L'Hospital-szabály). Legyenekf ; g : ]a;a+ r [ ! R di�erenciál-
ható függvények, hogy lim

x! a
f (x) = lim

x! a
g(x) = 0; g(x) � g0(x) 6= 0. Ha létezik

a lim
x! a

f 0(x)
g0(x)

határérték, akkor létezik a lim
x! a

f (x)
g(x)

határérték is, és a kett®

egyenl®egymással.

Meg jegyzések.
1. Hasonló igaz ]a � r; a[ -ra vagy K (a; r )nf ag-n értelmezett függvények

esetén.
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2. Ha f (a) = g(a) = 0; f ; g di�erenciálhatók a-ban, ésg0(a) 6= 0, akkor

lim
x! a

f (x)
g(x)

=
f 0(a)
g0(a)

:

3. Ha f és g értelmezésitartománya felülr®l, illetve alulról nem korlátos,
akkor például

lim
x! + 1

f (x) = lim
y! 0+0

f
�

1
y

�
; illetve lim

x!�1
g(x) = lim

y! 0� 0
g

�
1
y

�

miatt a L'Hospital-szabály végtelenben vett határértékre is érvényes.

4. A L'Hospital szabályakkor is érvényes,ha
lim
x! a

f (x) = lim
x! a

g(x) = + 1 .

5. Ha lim
x! a

f (x) = 0; lim
x! a

g(x) = + 1 , akkor az f (x) �g(x) =
f (x)

1
g(x)

egyenl®ség

jobb oldalára alkalmazzuk a L'Hospital-szabályt.

Példa.
1. Az f (x) = sin(x) és g(x) = x (x 2 R) függvények di�erenciálhatók,

f 0(x) = cos(x); g0(x) = 1 6= 0 (x 2 R), 9 lim
x! 0

f 0(x)
g0(x)

= lim
x! 0

cos(x)
1

= 1.

Így a L'Hospital-szabály szerint 9 lim
x! 0

sin(x)
x

= 1.

2. Az f (x) = x és g(x) = e2x 6= 0 (x 2 R) függvények di�erenciálhatók,

f 0(x) = 1; g0(x) = 2e2x 6= 0 (x 2 R), 9 lim
x! 0

1
2e2x = 0. Így a 3. és

4. megjegyzésekmiatt 9 lim
x! 0

x
e2x = 0.

g) Függvények vizsgálata,ábrázolása

Egy f függvény teljes vizsgálatánál meghatározzuk:
1. a D f értelmezésitartományt;

2. hogy f páros, páratlan, periódikus függvény-e;

3. f zérushelyeit, D f azon részhalmazait,ahol f el®jele állandó;

4. f határértékeit D f határpontjaiban;

5. f szakadási helyeit, folytonosságiintervallumait;

6. f derivált függvényét (függvényeit): f 0; f 00;

7. D f azon részintervallumait, ahol f monoton növeked®(csökken®);

8. f széls®érték helyeit ésszéls®értékeit;
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9. D f azonrészintervallumait, ahol f konvex (konkáv), az in�exiós helyeket
(pontokat);

10. az esetlegesaszimptotákat � olyan y = ax + b egyenlet¶ egyeneseket,
melyekre lim

x!1
(f (x) � ax � b) = 0, illetve lim

x!�1
(f (x) � ax � b) = 0;

a = lim
x ! 1

_ x ! �1

f (x)
x

; b = lim
x ! 1

_ x ! �1

(f (x) � ax) ;

11. ábrázoljuk az f függvényt (megrajzoljuk a gráfját);

12. f Rf értékkészletét.

Példa. Végezzükel a teljes függvényvizsgálatot ésábrázoljuk az
f (x) = 3x � x3 (x 2 R) függvényt!
1. D f = R;

2. f (� x) = 3(� x) � (� x)3 = � [3x � x3] = � f (x), tehát f páratlan;

3. 3x � x3 = x(3 � x2) = 0 ( ) x = 0 _ x = �
p

3, tehát f zérushelyei
x = 0; �

p
3;

p
3;

f (x) > 0, ha x 2 ] � 1 ; �
p

3[ _ x 2 ]0;
p

3[,
f (x) < 0, ha x 2 ] �

p
3; 0[ _ x 2 ]

p
3; + 1 [;

4. D f határpontjai: �1 ; + 1 ;
lim

x!�1
(3x � x3) = lim

x!�1
� x3

�
� 3

x2 + 1
�

= + 1 ;

lim
x! + 1

(3x � x3) = lim
x! + 1

� x3
�
� 3

x2 + 1
�

= �1 ;

5. f folytonos R-en (mert két folytonos függvény különbsége),így szakadási
helye nincs;

6. f di�erenciálható R-en (mert di�erenciálható függvények különbsége),és
f 0(x) = 3 � 3x2 (x 2 R), továbbá f 00(x) = � 6x (x 2 R);

7. f 0(x) = 3 � 3x2 � 0 ( ) 1 � x2 ( ) jxj � 1, tehát f szigorúan
monoton növekv®a [� 1; 1] intervallumon;
f 0(x) � 0 ( ) jxj � 1, tehát f szigorúanmonoton csökken®a ]� 1 ; � 1]
és[1; + 1 [ intervallumokon;

8. f 0(x) = 0 ( ) x = � 1 _ x = 1, tehát ezenhelyeken lehet lokális
széls®értéke:
x = � 1-ben f 0 el®jelet vált, negatívról pozitívra, tehát x = � 1 lokális
maximum hely,
x = 1-ben f 0 el®jelet vált, pozitívról negatívra, tehát x = 1 lokális mini-
mum hely,
(a lokális minimum és maximum értéke � 2, illetve 2); globális széls®ér-
téke nincs;
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9. 9 f 00(x) = � 6x : f 00(x) � 0 ( ) x � 0; f 00(x) � 0 ( ) x � 0, tehát
f konvex a ] � 1 ; 0], konkáv a [0; + 1 [ intervallumokon, x = 0 in�exiós
hely (a (0; 0) in�exiós pont);

10. aszimptota nincs;

11.

PSfrag replacements

1� 1

2

� 2

p
3

�
p

3 x

y

10.7. ábra.

12. Rf = R (mert f folytonos és lim
x!�1

f (x) = + 1 ; lim
x! + 1

f (x) = �1 ).
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Diric hlet-függvény, 66
diszjunkt halmazok, 12
disztributivitás, 12
divergencia, 38
divergens

sor, 49
sorozat, 38

egészszámok, 24
egymásbaskatuly ázott intervallumok, 28
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függvény, 17
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ája, 83
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halmaz, 9
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halmazok
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halmazrendszer, 10
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határérték
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sorozaté, 38

határfüggvény, 81
határp ont, 33
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hely, 115
pont, 115
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sorozat, 38
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limesz inferior, 44
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Cauchy, 44
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szakadás

els®fajú, 77
másodfajú, 77

megszüntethet®, 77
szakadási hely, 77
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két valós számé,27

téglányszorzat, 57
Taylor

-polinom, 111
-sor, 111
tétele, 112

teljes halmaz, 17
teljességi axióma, 22
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tizedestört, 59
torló dási pont, 34
tranzitivitás, 16

végeshalmazok, 32
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végtelen sor, 49
valós függvény, 61
valós számok, 21
Venn-diagram, 11

zárójelezett sor, 56
zárt halmaz, 33
zéruselem,22


