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|. fejezet
Halmazok, relaciok, fuggvenyek

Jelolések

Itt (ésa kés®bbiekknis) a de niciok, allitasok éshizonyitasok tomor le-
irasarahasznéljuk a matematikai logika (k6zépislolabdl is ismert) jel6léseit.
lgy, annak leirasara,hogy

az A kijelentésb®lkévetkezik a B kijelentés az A =) B;

az A kijelentés egyenértéky a B kijelentéssel ( A akkor és csak
akkor teljesul, haB ) azA () B;

a vanolyan ( létezik) kijelentésrea 9;

a minden ( barmely) kijelentésrea 8; .

a de nici6é szerirt egyenl® kijelentésrea =

szimbolumokat hasznaljuk.

1. Halmazelméleti alapfogalmak

Ebben a részlen az Ugynewzett naiv halmazelméletlegfortosabb fogal-
mait targyaljuk.

A halmaz ésahalmaz eleme fogalmatadottnak (matematikai absztrak-
cionak) tekintjik. A halmazolat altalaban nagybetfkkel (A;B;C;:::;
ai;ap;.::) jeloljuk.

Azt példaul, hogy a elemeaz A halmaznakaz a 2 A, mig azt, hogy a
nem elemeaz A halmaznakaz a 2 A szinb6lummal jel6ljuk.

Egy halmaz adott , ha minden dologrol egyertelmfen el tudjuk doénteni,
hogy eleme,vagy sem.

A halmazokat megadhatjuk az elemeikfelsorolasa&al: fa;b;c;x;y;z;
; g, vagy valamilyen ismert halmaz elemeirevalé T tulajdonsag (allitas)
segitségéel: azfx j x T tulajdonsagu, fx j T(x)g, fx 2 A j T(x)g jelolé-
seklel.
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1. denici6. Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, Ures hal-
maznak nevezzuk, ésa ; szimbolummal jeloljuk.

2. de nici6. Az A ésB halmazok egyenl®k, ha elemeikugyanazok,azaz
x2A() x2B. Ezt A= B, tagadasatA 6 B médon jeldljik.

Példa.
1. Ha A = fa;b;c;dg ésB = fd;b;c;ag, akkor A = B.

2. Ha A = fa;b;c;dg ésB = fb;c;eg, akkor A 6 B.
1. megjegyzés. A 2. de nicié adja, hogy csak egy Ures halmaz létezik.

3. de nici6. Az A halmaz részhalmaza (része) a B halmaznak , ha
minden x 2 A eseténx 2 B is teljesll (azazx 2 A =) x 2 B). Ennek
jelolése:A  B,vagyB A.

Példa. HaA=f; ; gésB=f,; ; ; g akkorA B.

4. de nici6. Az A halmaz valédi része a B halmaznak, ha A B, de
A6 B.

Példa. HaA=f; ; gésB =1 ; ; g, akkor A B, de A nem valadi
részhalmazaB -nek, mert A = B.

2. megjegyzés. A=B () A BésB A.

3. megjegyzés. Szokisosazis, hogyA B, illetveB A azt jeldli, hogy
A valodi részeB -nek; ilyenkor azt, hogy A részhalmazaB-nek A B vagy
B A jeldli.

5. de nici6. Halmazr endszer (vagy halmazcsalad)alatt olyan nemires
halmazt értiink, amelynek elemeihalmazok.

6. de nici6. Egy A halmaz 6sszegészhalmazaildl allo halmazt az A hat-
vanyhalmaz anak nevezziik, és 2*-val jel6ljik.

7. denici6. Hal 6 ; egy (ugynewvezett) indexhalmaz, ésbarmely i 2 |
eseténadott egy Aj halmaz, akkor az fA; j i 2 | g mdodon jelélt halmazt
I -vel indexelt halmazr endszer nek nevezziik.

8. denici6. Az A ésB halmazok egyesitésén (uni6jan ) aztazA[ B-
vel jelolt halmazt értjuk, amely mindazokbol az elemeki®I all, melyek az A
ésB halmazok kozil legalabb az egyikhezhozzatartoznak.

Az A ésB halmazok kodz0s részén (metszetén ) azt az A\ B-veljeldlt
halmazt értjik, amely mindazokbdl az elemeki®I all, amelyek mind az A,
mind B halmaznak elemei.
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Az A ésB halmazok kuilonbsé gén azt az AnB -vel jelolt halmazt értjuk,
amely az A halmaz azonelemeil®l all, amelyek nem elemeia B halmaznak.
T6mdrebb irasmadban:

Al B=:ijx2AvagyXZBg;
A\ B=fxjx2Aésx2Bg;
AnB =fxjx2Aésx2Bg

A halmazok kdzotti mfveletek ésrelaciok jol szemléltethet@k ugyneve-
zett Venn-diagr amokkal.

1.1. bra. Venn-diagramok

Egy R halmazr endszer egyesités%n, illetve k6z6s részén az
Rz:faj9A2R;a2Ag; Rz:faj8A2R-raa2Ag

halmazolat értjuk.
Ha R = fA;j j i 24l g egy indexelt halmazrendszer,akkor egyesitéset,

illetve kbzbsrészétaz  Aj, illetve  A; szimbdélumokkal jeldljik.
i21 i21

Példa. Ha A =fa;; ;b;cgésB = fa;; b;d;eg, akkor
A[ B="fa;; ;bcideg;
A\ B =fa;; bg;
AnB=1f g
B nA=fd;eg
1. tétel. Ha A; B; C tetsz®legedalmazok
A[ B=B]J[ A A\ B=B\ A
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(kommutativitas);

(A[B)[C=A[ (B[ C); (A\ B)\ C=A\ (B\ C)
(asszawiativitas),
A[ (B\ C)=(A[ B)\ (A[ C); A\ (B[ C)=(A\ B)[ (A\ C)
(disztributivitas);

AnB = An(A\ B); (AnB)\ C = (A\ C)nB;
An(B\ C)= (AnB)[ (AnC); An(B [ C)= (AnB)\ (AnC);
A[B=B () A B; A\B=B () A B;

AmB=; () A B:

Bizonyitas. A de niciokb ol kozwetlenul adodik. SzemléltessukVenn-diag-
rammal!

9. de nici6. Az A ésB halmazokdiszjunktak (idegenek), haA\ B = ;.
Ha egy R halmazrendszerarmely két kilonb6z®halmaza diszjunkt, akkor
paronként diszjunktnak newvezzik.

Példa.

1. HaA=f; ;abg; B=f ; ;eg, akkor A\ B = ;, igy A ésB disz-
junktak.

2. HaA=1f; ;bg; B=fa; ;dg, akkor A\ B =f g6 ;, igy A ésB
nem diszjunktak.

10. de nici6. Ha X adott halmazésA X, akkor a
CxA(= A= A= CA) = X nA

halmazt az A halmaz X halmazr a vonatkoz6 komplementer ének ne-
vezzik.

Példa. Ha X = fa;b;c;; ; g A=fa; ; g, akkor CxA = fb;c; g.
2. tétel. Ha A;B X, akkor
A[A=X; AVA=:; ;=X; X=; A=A

A[ B=A\B; A\ B=A][ B:
Az el®z®eét Osszefliggéstle Mor gan-féle azonossagnak newezzik. A de

Morgan-féle azonossagolérvéryesektetsz®legesesok halmaz eseténis:
\ +—
A = A és A = A

2 2 2 2



2. RELA CIOK (LEKEPEZESEK) 13

Bizonyitas. A de niciokb ol kozwetlenul adodik. SzemléltessukVenn-diag-
rammal is!

A[ B A\ B
1.2. bra. de Morgan-azonossagvenn-diagramokial

2. Relaciok (lek épezések)

1. denici6. Az a ésbelemeki®lkészitett rendezett elempéron egy(a;b)
szimb6lumot értiink, amelyreigaz, hogy (a;b) = (c;d) () a= césb=d.
1. megjegyzés. Az (a;b) = ff ag; f a; bgg de nicio is lehetséges.Ekkor bi-
zoryithato, hogy teljesil (a;b) = (c;d) () a= césb=d.

2. denici6. Az A ésB halmazok Descartes-szorzat an az
A B=f(asbja2A; b2Bg
halmazt értjuk.

Példa. Ha A = 11;2;3;4g; B = fx;y;zg, akkor az
1 2 3 4 | X y z
X (Lx) (25x) (Bx) (4x) 111 ;1) (z1)
y| @y) @y) Gy @&y) 21 (x2) (v;2) (z:2)
z|(Lz2) (Z72) Biz) (42) 31(%3) (v;3) (z:3)
414 (vi4) (z4)

tablazatok mutatjak, hogy
A B =1(1x);(1y):(12);(2x):(2);(22);
(3:X); (3y); (3:2); (4 X); (4 Y); (4 2) g;
B A= 10¢1)(x2); (% 3); (% 4); (v: 1); (v 2); (y: 3): (y3 4);
(z2,1);(2:2):(z;3); (z:4) g
1. tétel. Ha A; B ésC tetsz®legehalmazok, akkor
ajA B=,; () A=,;vagyB=;;
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b)(A[B) C=(A C)[ (B C);
oA (B[C)=(A B)[(A C);
d) (A\B) C=(A C)\ (B C);
e)A (B\C)=(A B)\ (A C);
f) (AnB) C=(A C)n(B C);
g A (BnC)=(A B)n(A C);
hhB C=) A B A C:

2. megjegyzés. A B altalaban nemegyenl®B A, ahogyazta?2. de nicio
utani példais mutatja.

3. denici6. Az A B halmazegyF részhalmazatA és B kdzotti (binér )
relacié nak, vagy mas szavakkal A-b6l B-be vald leképezésnek nevezzik.
Ha A = B, akkor azt mondjuk, hogy F relacio A-n.

Példa. Ha A = 1;2;3;4g; B = fx;y;zg, akkor
F=1f1x);1Ly)22:3By):32g A B
binér relacié A ésB kozott,
G=1f(x3)(y;1):(z1):(z3)g B A
binér relacié B ésA kozott.

3. megjegyzés. Az (a;b) 2 F tartalmazast szokas aF b-vel is jeldlni ésigy
olvassuk: a az F relaciobanvan b-vel (vagy F a-hoz bt rendeli).

4. de nici6. A

halmazolat az F relacio (leképezés)értelmezési (®s-)tartomany anak, il-
letve értékkeszlet eének (képtartomanyanak) nevezzuk.

Példa. Az el®bbiF ésG relacidkra

D =1123g6 A; Rp=1fx;y;zg=B;
Dg=fx;y;zg=A; Rg=113g6 A:

4. megjegyzés. Dg = A, Ugy A-nak B-be; ha R = B, ugy A-bol B-re;
haDg = A ésRg = B, Ugy A-nak B -re vald leképezésér®beszélink.

Példa. Az el®bbiF leképezésA-bdl B-re valo leképezés,mig a G leképezés
B -nek A-ba val6 leképezése.
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5. denici6. HaF A B adott relacioésC A, akkor az
F(C)=fy2Bj9x2C; (x;y)2Fg

halmazt a C halmaz F-re vonatkozé képének nevezzik.

Az egyelenfi fxg A (x 2 A) halmazképét jeldlje F (x), azazha(x;y) 2
F, akkor azy = F(x) jelolésis lehetségesEkkor F (x)-et F x-beli értékének
is nevezzik. (F (x) nem feltétlenll egyértelmfien meghatarozott!)

Példa. Ha A ésB ésF azel®bbi,tovabbaC = f1;3g A, akkor F(C) =
fx;y;zg= B = Rg aC F-re vonatkoz6 képe. (1;x) 2 F, igyx = F(1) az
F 1-beli képe, de (1;y) 2 F, igyy = F(1) is az F 1-beli képe, azazF (1)
nem egyértelmflen meghatarozott.

6. denici6. HaF A B adott relaci6 (leképezés),C D, akkor
Fic=f(xy)2F jx2Cg
az F relacio (leképezés)C-re vald leszfkitése.
Példa. Ha A;B;C ésF azel®bbi,ugy C Dg és
Fic = f(1;x);(1;¥); B:¥);(3;,2)9
azF C-re valo leszfkitése.
7. denici6. AzF A B relacio (leképezés)inverzé n az
FL2f(y;x)2B Aj(xy)2Fg
halmazt értjuk.
Példa. Ha A; B;F az el®bbi,lgy
Fh= 1 10i(y;3)(z:2);(z:3)g B A
5. megjegyzés. E de nicidb ol konnyen kovetkezik, hogy
De 1 = Rg; Re 1= Df; (FYH1l=F F (B)= Df:
Példa. Az el®bbipéldak alapjan
D 1 =fX;y;zg=Rg; Rp 1=11,2,3g= D ;
(FH '=fLx)i@Ly):(22:3Y):(32g=F;
F 1(B)=1f1,2,3g= D :
8. de nici6. LegyenekA; B; C adott halmazok,F A BésG B C

“ sz

G F=f(x2)j9y2B; (xy)2F; (y;2) 2 Gg
relaciot értjuk. (Nyilvan G F A ésC kodzotti relacid.)
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Példa. Ha A =11;2;3g; B = fy;zg; C=f; gtovabba
F=1f1y);12;@By)g A BesG=f(y; )(z )(z )g B C
relacidk, akkoraG F = f(1; );(@; );(3; )g A CrelacibazF ésG
kompoziciga.

2. tétel. A 8. de nici6 jeldléseimellett (G F) 1=F ' G 1 HaH
C D egyharmadik relacié (D tetsz®legehalmaz), akkor

H (G F)=(H G) F:

Példa. Az el®bbipélda halmazait ésrelacidit tekintve

(G F) 1=1(; 1);(; 3);( ;1)g, tovabba

F 1=1(y;1);(y;3)(z)g ésG *=(; ¥);(; 2);( ;2)g
miatt F 1 G 1=1f(; 1);(; 3):( ;1)g.

jgy (G F) '=F ' G L

A rendezésrelacio a szamokkozotti  kisebbvagy egyenl® viszory elvont
megfogalmazasa.

9. de nici6. Legyenadott azA halmaz. AzR A A relaciét rendezési
relacié nak, vagy rendezésneknewezzilkk az A halmazon, ha 8 x;y;z 2 A
esetén

a) xRx (vagyis (x; x) 2 R) (re exiv),

b) ha xRy ésyRx, akkor x = y (antiszimmetrikus),

¢) ha xRy ésyRz, akkor xRz (tranzitiv),

d) xRy vagy yRx teljesul (lineéris vagy teljes).
Ekkor az (A; R) part, vagy az A halmazt rendezett halmaz nak newvezzik.
Ha csak a), b) ésc) teljesll, akkor R-t parcialis rendezésnek newvezzik.
R-t altalaban -vel jel6ljik éspl. azx  y-t Ggy olvassuk, hogy x kisebb
vagy egyenl®,mint y.

Hax vy, dex 6 y, akkor ezt ugy jeldljuk, hogy x < y (x kisebb, mint
y). A < relacié nem rendezés.Szokasosmégx v, illetve x < y helyett az
y X; y> x jel6léstis hasznalni.

Példa. Ha A = 1;2; 3, akkor
A A=1(11)(12)(1;3)(21);(2:2):(2,3):(31):(3,2):(3,3)g :

R1=1(1;1);(1,2);(2;2);(3,3)g A A parcialis rendezésA-n.
Ry = 1(1;1);(1;2);(1;3);(22);(2;3);(3;:3)g A A esetén(A; Ry), illetve
A rendezett halmaz.

10. de nici6. Legyen A egy rendezett halmaz. Egy B A részhalmazt
felulr ®I korlatos nak neweziink,ha9 a2 A, hogy8 b2 B eseténb a. Az
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a-t aB halmazfels® korlat janak nevezzik. Hasonldéande nialhaté azalul-
rol korlatos halmaz, illetve az also korlat is. Egy halmazt korlatos nak
nevezunk, ha alulrél ésfelllr®l is korlatos.

Egy 2 A elemeta B halmaz pontos fels® korlat janak neweziink, ha

fels®korlatja B-nek
a B halmaz barmely fels®korlatjara teljesal.

Ha létezik pontos fels®korlatja B -nek, ugy azt supB -vel jeloljik (supremum
B). Hasonl6anértelmezhet®a pontos alsé korlat is.

Példa. Az el®bbipéldaszerin A R,-vel rendezett halmaz.
A B =112 A halmaznak?2 és3 fels®,mig 1 als6 korlatja. B pontos
fels®korlatja 2, pontos also korlatja 1.

11. de nici6. Egy olyan rendezetthalmazt, amelyben minden nem lresfe-
lGIr®I korlatos részhalmaznakvan pontos fels®korlatja, teljes nek nevezzik.

Példa. Az el®bbi A halmazra, az R, rendezésselnyilvan teljesil, hogy
minden nem Ures B részhalmazanakvan pontos fels®korlatja, igy A teljes.

A flggvéry fogalmanak kialakitasat az motivalja, hogy tdbbértéky
fuggvérnyek ne jbhessenekszdba.

3. Fluggv ények

1. denici6. Legyenek A ésB adott halmazok. Az f A B relaciot
fluggvény nek nevezzik, ha (x;y) 2 f és(x;z) 2 f esetény = z teljesil
(azaz8 x 2 A eseténlegfeljebbegyolyany 2 B létezik, amelyre (x;y) 2 f).

Példa. Ha A = f1;2;3;4g; B = fx;y;zg, akkor

1. azf = f(1;%);(1;¥);(2;2);(3;y);(3;2)g A B relacio nem fuggveny,
mert (1;x) 2 f és(l;y)2f ésx 6 vy,

2. azf = f(1;%);(2;2);(3;¥)g A B relacio fuggvény.

1. megjegyzés. Minden fliggvéry relacio, igy az értelmezésitartomany, ér-
tékkészlet, kép, leszfkitésde nicidé ja megegezik a 4., 5. és6. de nicidkkal,
ésa jelolésekis valtozatlanok.

2. megjegyzés. A fuggvéry de nicidja igy is megfogalmazhato:f A B
relacié figgvéry, ha 8 x 2 D; eseténpontosan egyy 2 B létezik, hogy
x;y)2f.
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3. megjegyzés. Haf jeloli a figgvenyt, akkor (x;y) 2 f esetény = f (x)
jeldli azx elem képét, vagy azf fuggvény x helyen felvett értékét (he-
lyettesitésiértékét), f : A! B azt, hogyf A-t B-beképezi,migf(x;f (x))g
azf gréafjat jelenti.

4. megjegyzés. A fuggvery megadasanabkzokasosakaz alabbi jeltlésekis:
y=1f(X); x2 A (x2D¢); Xx7Mf(x)x2A (x2Dg);
f=f(x;f(x)) jx2D¢g:

2. denici6. Azf A B fuggvéry invertalhaté , haazf 1! relaciois
fuggvéry. Ekkor f l-et azf inverz fuiggvény ének (inverzének)nevezziik

(az invertalhato fliggvényt kolcsondseregyertelm, vagy egy-eggrtelmy le-
képezésneklis nevezzik).

Példa. LegyenA = f1;2;3;4g; B = fx;y;zg, akkor
1. azf = 1(1;x);(2;2);(3;y)g A B fuggwery esetén
f 1=1(x;1);(z;2);(y;3)g B A isfiiggwéry, igy f invertalhato.
2. ag=1(1;x);(2;2);(3;x)g A B fuggvéry esetén
g 1=1(x;1);(z;2;(x;3)g B A nemfiliggvéry, mert (x;1)2 g ! és
(x;3)2 g 1, de16 3, igy g neminvertalhato.
1. tétel. Az f : A! B fuggvery akkor és csak akkor invertalhato, ha
minden x;y 2 A; x 6 y esetéenf (x) 6 f(y) (vagyis 8 x;y 2 A esetén
fO)=1) =) x=y).
Bizonyitas. Gyakorlaton (feladat).

Az Osszetettfliggvéry értelmezéséheienyegesa kovetkez®:
2. tétel. Legyenekf A B ésg B C fluggvények. Ekkor g f is
fliggvery, és8 x 2 Dy ¢-re (g f)(x) = g(f (x)).
Példa. Legyenek adottak az A = f1;2;3g; B = fx;yg; C = fu;vg hal-
mazok ésaz f = f(1;x);(2;x);(3;y)d A B; g= f(xu);(y;uwg
B C fluggveryek. Ekkor g f = f(1;u);(2;u);(3;u)g fuggvery, éspéldaul
(9 ) =uw gf@)=9x)=u =) (g f)2)=9(f().
3. de nici6. Legyenadott azf ésgfluggveny. A g f fliggvényt Gsszetett
flggvény nek, az f -et bels®,a g-t kils®fiiggvénynek nevezzik.
5. megjegyzés. A de nicié adja, hogy

Dgt Ds; Dgtr =Dt () haR¢ Dg;

g f=5 () haR¢\ Dg=; :



3. FUGGVENYEK 19

Példa. A 2. tételt kdvet®peldaban:
Dgt =11,23g= Dy =) Dgt+ Dyt igaz.
Rf = fx;yg Dg=fxjyg) =) Dgt = D¢ :
4. de nici6. Az A halmazidentikus fliggvény én az
ida Al A ida(x) = x
fluggvéryt értjik.
Két halmazrdl el tudjuk donteni azt, hogy elemeik szamaegyenl®-e,ha

a két halmaz elemeit parba allitijuk . Ez a gondolat motivalta a halmazok
ekvivalenciganak fogalmat.

5. denicio. Az M ésN halmazok ekvivalensek ,ha9f :M ! N (M -et
N -re képez®)invertalhato fuggvery.

6. de nici0. Legyen A tetsz®legedalmaz. Egyf : A A! A fuggvenyt
(binér ) mYyvelet nek neveziink A-ban.






1. fejezet
Szamok

Bevezetés

Az iskolaban megtarultuk a szadmolasszabalyait, megismertilka szamok

tulajdonsagait . Az aladbbi axidmarendszernem mas, mint ezentulajdon-
sagok kozul a legfortosabbak rogzitése. A testaxiomak az 6sszeada®s a
szorzasszabalait, a rendezésiaxiomak a  relacio tulajdonséagait rogzitik,
a teljességpedig valami olyasmit fejezki, hogy a szameggnes nem lyukas .

Az axiémak jelent®ségeazorban messzetuin® a szabalyok egy 6sszes-
ségénekrogzitésén. Az alabbi axiomakkal ugyanis levezethet®minden mas
szabdly éstulajdonsag. S®tvaldjaban az axiomakat teljesit® objektum az,
amit valés szdmoknaknewvezlnk.

A fejezettovabbi részélen az axiomakkal levezetjuk a valos szamokné-
hany tulajdonsagéat. Az elmélet teljes felépitésérenem vallalkozunk, de az
olvasdOmegryugtatasara leszogezziikhogy az iskolaban a tizedestortekr®lés
a szameggnesr®Kkialakitott kép megfelelaz axiomakon nyugvo elméletnek.

1. A valds szamok axidmarendszere

Az R halmazt a valés szadmok halmaza nak newezzik, ha teljesiti az
alabbi axiomakat.
Test axiomak
Ertelmezve van R-ben két mﬂvele;t, az
f1:R R! R; x+y=fi(x;y) 6sszeadagsaz
fo:R R! R; x y=fy(X;y) szorzas,
amelyek kielégitik a kovetkez®,ugynewezett testaxiomakat:

1) x+y=y+x;x y=y x 8x;y2R (kommutativitas),
2) (x+y)tz=x+(y+2);(xy) z=x (y 2)
8Xy;z2 R (asszaiativitas),

3) x (yt+z)=x y+x z 8x;y;z2R (disztributivitas),

21
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4) 902R,hogyx+0=x 8x2R (9 zérus,vagy nullelem),
5) 8x2Resetén9 x2R,hogyx+ ( x)=0 (9 additiv inverz),
6) 912R,hogyl6 0ésl x=x 8x2R (9 egységelem),
7) 8x2R;x60eseténd x 12 R, hogyx x = 1(9 multiplik ativ
inverz).
Rendezési axiomak
Ertelmezve van az R testben egy R R rendezésirelacié (az 1.2.9.

de nicié szerirti négy tulajdonsaggal), melyekre teljestl még, hogy

() hax;y2Résx vy,akkorx+z y+z 8z2R,

(i) hax;y2R; 0 xés0 y,akkor0O x vy
(az 6sszeadasts a szorzasmonotonitasa). Ekkor R-et rendezett testnek
newezzik.

Teljességi axidma
Az R rendezetttest (mint rendezetthalmaz) teljes, azazR barmely nemiires,
felllr®l korlatos részhalmazanakétezik pontos fels®korlatja.

Osszefoglal va
Az R halmazt a valos szamok halmazanak nevezzik, ha R teljes rendezett
test.

Meg jegyzés. Megmutathatd, hogy létezik ilyen halmaz, és bizonyos érte-
lemben egyértelmy. A lehetségesnodellekr®lkés®bmégroviden beszélink.

2. Kiegészitések a valos szamfogalomhoz

a) A testaxiomak fontosabb kdvetkezméryei

A tovabbiakban a szorzastjelent® pontot nemirjuk ki (ez altalaban nem
zavar0), tovabbé az 6sszeada®s a szorzadsasszaiativitasa lehet®é teszi,
hogy (x + y) + z ésx + (y + z) helyett x + y+ z-t, mig (xy)z ésx(yz) helyett
Xy z-t irjunk.

1. tétel. R-ben (de &ltaldban minden testben) a zérus ésaz egységelem
egyértelmy en meghatérozott.

Bizonyitas. Ha pl. R-ben 0 és0°is zéruselem,akkor az 1. és4. testaxioma
miatt

0=0+0°= 0°+ 0= 0"
tehat 0= 0% Hasonldanlathatd be 1 egyértelm{sége.
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2. tétel. Hax;y;z2 R eseténx+ y = x+ z, akkory = z, hamégx 6 O,
akkor xy = xz =) y = z (egyszerfsitési szabaly).
Bizonyitas. A testaxiomak ésazx + y = x + z feltétel adja, hogy

y=0+y=( x+x)+y= X+ (X+y)= x+(X+2)=
=( x+x)+z=0+z=2z;

illetve
y=1y=(x
tehat y = z mindkét esetten.

1 1

Yy=xt(xy)y=xtx2=x1x)z=1z=12;

3. tétel. Barmely R-beli elemnekpontosan egy additiv inverze , ésbar-
mely R-beli, 0-tol kilonb6z®elemnekpontosan egy multiplikativ  inverze
van.

Bizonyitas. Ha x-neky ész additiv, vagyx 6 O-ra multiplik ativ inverze,lgy
Xx+y=0=x+z illetvexy = 1= xz, ésaz el®bbitétel (az egyszerfsitési
szabdly) adja, hogy y = z mindkét esetlen, tehat a tétel allitasa igaz.

4. tétel. Legyenx;y 2 R, akkor pontosan egy z; 2 R létezik, hogy

y+ z; = X; hamégy 6 0, akkor pontosan egy z; 2 R létezik, hogy yz, = x
(kivonasi , illetve osztasi feladat ).

Bizonyitas. z; = x vy, illetve z, = xy ! eseténnyilvanvald, hogyy + z; =
X; yzp = X. Az egyértelmfségazy + z; = x = y+ 20, illetve yz, = x = yz§
egyenl®ségek®l a 2. tétel segitségéel adadik, hiszenz; = 29 ész, = 2§
igaz.

1. denici6. A 4. tétel szerirt egyertelmfen létez®z; illetve z, valds sza-
mokat (melyekre tehat y + z; = X, illetve y 6 0 esetényz, = x teljesil)
az x ésy valosszamokkilonbsé gének, illetv e hanyadosa nak newezzikés
X y-nal, illetve §-nal jeloljuk. 6-t nem értelmezzuk.

Meg jegyzés. Nyilvanvald, hogyx y = x+( V), iIIetve§ = x y 1, hiszen

y+(xX+(y)=y+{( +x)=(y+(y)+x=0+x=x;
illetve
y xyhH=yy'x=@y?h x=1x=x

teljesul. Speciélisan% =y L
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5. tétel. Barmely x 2 R esetén ( x)=x; 806 x 2 R esetén

1 1

X = X, azaz = X

x| =

Bizonyitas. Az 5. testaxibmabanx helyére x-etilletve a 7. testaxibmaban
x helyérex 1-et irva kapjuk a megfelel@allitasokat.

6. tétel. Legyenx;y2 R.x y=0 () x=0vagyy=0.

b) Természetesegészyracionalis ésirracionalis szamok(mint R
részhalmazai)

1. denici6. Az R azonN részhalmazat,melyre

(i) 12 N,

(i) han2 N, akkorn+ 12 N,

(i) ha M N olyan, hogy 1 2 M ésn 2 M -b®I kdvetkezik, hogy

n+ 12 M, akkor M = N

teljesil, a természetes szamok halmaza nak newezzik.

Az (i)-(ii)-(iii) tulajdonsagolat a természetesszamokPeano-féle axi-
omai nak nevezzik. A (iii), ugynewezettindukcidsaxioma biztositja a teljes
indukcids bizonyitasok létjogosultsagat.

2. denici6. Egy x 2 R szamot egész szamnak newezink, ha léteznek
nm2 N,hogyx=m n. AZ=1fm njn;m 2 Nghalmazt pedig az
egészszamokhalmazanaknevezzik.

1. megjegyzés. Konnyen belathatd, hogy Z = N[ fOg[ fnj n 2 Ng,
aholazfnj n 2 Ng= N halmazt a negativ egészszamokhalmazanak
newvezzik.

2. megjegyzés. 8x;y2Z =) X+y;X Y;Xy 2 Z. Azaz azegészszamok
halmazahdl nem vezetki az 6sszeadasa kivonasésa szorzas.

3. denici6. Legyenx 2 R, Ugy

x1= x x"=2x" Ix (n2N;n6 1)
szerirt de nialjuk x természetes kitev®jf hatvanyait . Tovabba
02 4. = .
x°=1; x“—x—n (x6 0; n2N)

szerirt a 0, il letve negativ egész kitev®jf hatvanyt .

Tobb elem 6sszeadasanaklletv e szorzasanakpontos de nicioja, ésezek
elegansjeltlésea kovetkez®.
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4. de nicio. Legyenn 2 N ésay;:::;ay 2 R. Ekkor
!

X . X X 1
a = a; han=1; és a = a +a,, han>1;
i=1 i=1 =1
. vyl ’
a = a;; han=1; és a = a ap, han>1:
i=1 i=1 i=1
3. megjegyzés. Az els®n természetesszamszorzatan! = 12 :::n (az

n! jel®lést n faktorialis -nak olvassuk). 0! alatt 1-et értlink.
n : n! . .
K Km0l a binomialis egyutthatd (n;k 2 N). Az
alatt a k -nak olvassuk.
Belathatd, hogy 8 x;y 2 R ésn 2 N esetén

" jelolést n
K |

n n n
+ n— n 4 n1+ 2n2+ +
(x+y) oY 1 5 XY
n
+ n 1 n_—
n 1X ynX
_)@ kyn k : Al ta
= K Xy (binomialis tétel).
k=0

5. denici6. Egy x 2 R szamot racionalis nak neweziink, ha létezik
p;q2 Z; q6 0, hogy x = q Ellenkez®esetken x-et irracionalisnak ne-
vezzuk. A

Q= xjXx2Rés9pq22Z: q6 O; hogyng

halmazt a racionalis szamok, mig az RnQ halmazt az irr acionalis sza-
mok halmazanaknewezzik.

4. megjegyzés.
Adott x eseténp ésg nem egyértelmfien meghatarozott.
Hax;y 2 Q, akkor x + y;x y;xy 2 Q, éshamégy 6 0, akkor § 2Q

is teljesil. Azaz a raciondlis szadmokhalmazabdl nem vezetki a a négy
alapmfvelet.

Q rendezetttest.
Belathatd, hogy RnQ 6 ;. Azaz van irraciondlis szam.
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c) A rendezésiaxiomék fontosabb kdvetkezméryei

6. de nici6. Legyenx 2 R tetsz®legesHa 0 < x, akkor x-et pozitiv nak,
ha 0 x, akkor nem negativ nak, ha x < 0, akkor negativnak; hax 0,
akkor nem pozitiv nak nevezzik.

Az fxjx>0g; fxjx 0g; fxjx < 0gésfx jx 0g hamazolat
pedig R-beli pozitiv, nem negativ, negativ, nem pozitiv szamokhalmazanak
newezzik.

7. tétel. Hax;y;z;u;v 2 R, akkor
a) X<y =) X+z<y+z;
b) 0<x =) X<0;x<0=) 0< x;
c) O0<x ™~ 0<y =) 0<xy;
d 0 x?;0<1;
e) O<xM"y<0=) xy<0;x<0”™y<0=) 0<xy;
f) O<xy » 0<x =) O<y;0<%;0<x:) 0<%;
g X y”™Nz u=s) x+z y+u;

X<y”Nz Uu=) X+z<y+u,;

O x~0 y=) 0 x+y; 0<x”™0 y =) 0<x+y)
h) x<y ™ 0<z =) xz2<yz;, X<y " z<0 =) yz<Xxz
i) O<y<x ™ 0<z<vVv =) yz<Xxv,;

) 0<x<y”~"n2N =) 0<x"<y";
1 1
kly O0<x<y =) 0<)_/<;,
D n2N =) n 1;
m) 8k2Zesettn® 12 Z; hogyk<I<k+1:

7. denici6. Azx2R abszoll%t értékén az

X ; haO x;

= Xx; hax<o0

nem negativ szamot értjik.

8. tétel. Ha x;y 2 R, akkor

& X= x5
b) ixyj = jxijyj ;
X _ X
C - = 6 0):
) vl (y60)

@) jeryi i
e) iixj Jyii x yj:
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Bizonyitas. a), b) ésc) nyilvanvalo.
d) Az abszolut érték de nicioja miatt
X Xpisoy o dyisooox Xy i
I,gy . . . . . . . .
X+y JXj+Jyl; Xy Xj+ Iyl
amib®ljx + yj  jxj+ jyj.
e) A d) allitas miatt
Xp=gxoy+yl o jxoyjt i
=gy x+xjojy xj+xj=jx o yj+xj
I,gy . . . . . -
Xpoayr Xyl
és
yioixjoixoi
ami adja az allitast.
8. denici6. Ha x;y 2 R, akkor a d(x;y) = jX yj szamotaz X és y
tavolsaga nak nevezzik.
Azazad:R R! R fuggvery tavolsag(metrika) R-ben.
9. tétel. Ha x;y;z 2 R, akkor

1) dix;y) 0; dx;y)=0() x=y;
2) d(x;y) = d(y;x) (szimmetrikus);
3) dix;y) d(x;z)+ d(y;z) (haromszdgegyenl®tlensély

Bizonyitas. Az abszolutérték tulajdonsagaialapjan igen egyszerf.

9. denici6. Legyena;b2 R. Az

]a;b[=: fxja< x<bg;

[a;b]=: fxja x bg;

]a;b]=: fxja<x by

[a;b[= fxja x< bg
halmazolat nyilt , zart, félig nyilt (zart) interval lumok nak nevezzikR-
ben.

10. de nici6. Az a2 Rvalésszamr (> 0) sugarunyilt gombkdrnyezet én
aK(a;r) = fx 2 Rjd(x;a) < rg halmazt értjik.

Valojaban K (a;r) az a kbzépmpntd, 2r hosszusaginyilt intervallum, azaz
K(a;r)=]a r;a+r][.
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d) A teljességiaxioma fontosabb kévetkezméryei

10. tétel. Az N R (atermészetesszamokhalmaza) felllr®l nem korlatos.

Bizonyitas. Tegyuk fel, hogy N felllr®l korlatos az R rendezett halmazban.
Ekkor a teljességiaxioma miatt 9 = supN. Igy 1 (< ) nem fels®
korlatja N-nek, azaz9 n 2 N, hogy 1< n,amib® < n+ 1 kovetkezik.
Ugyanakkor n+ 12 N miatt ezazt jelenti, hogy nem fels®korlatja N-nek,
ami elletmondas.

11. tétel. Béarmely x 2 R eseténlétezik | 2 Z, hogy | X< |+ 1 |
egyértelmflen meghatarozott.

12. tétel (Arc himedesi tula jdonsag). Barmely x 2 Ry ésy 2 R esetén
létezik n 2 N, hogy y < nx.

y y

Bizonyitas. Az 10. tétel miatt 9 n 2 N, hogy ” < n (hiszen ” sem lehet

fels®korlatja N-nek), ami adja, hogy y < nx.

11. denici6. Legyenl = f[aj;B] R ji 2 Ng zart intervallumok olyan
rendszeremelyrea; ai+1 b+ b 8i2 N (azazfai+1;b+]  [aish]),
akkor ezt egymasbaskatulyazott zart intervallum rendszerneknevezzik.

13. tétel (Cantor-féle metszettétel). Legyenl| = fla;;Bh] R ji 2 Ng
egymasbaskatulyazott zart intervallumok rendszere.Ekkor
\ L
I = J[a;b]6; :
i=1
Bizonyitas. Az egymasbaskatulyazottsag adja, hogy 8 i;j 2 N-rea; b,
igy8j 2 N-rely azA = fa ji 2 Ng halmaznak fels®korlatja, melyre
= supA b teljesdil. lgy alsékorlatia aB = flby j i 2 Ng halmaznak,
ezeért inf B =
: . T ¥ :
Mivel [; ] [a;B]8 1 2 N-re,ezért | = [a;B] [, ]16 ;, ami
i=1
adja az allitast.
Tételiink tehat azt allitja, hogy egymasbaskatulyazott zart intervallu-
mok metszetenem ures.

Meg jegyzés. Szokasosazis, hogy a Cantor-tételt valasztjak teljességiaxi-
6manak. Ekkor a mi teljességiaxiomankat kell bizonyitani.

12. de nici6. A H R halmazt R-ben mindenitt s{rfinek nevezzik, ha
barmely x;y 2 R ; x < y eseténlétezik h 2 H, melyre x < h < y teljesdl.
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14. tétel. A racionalis szamokQ halmazasfr{ R-ben. Azaz barmely két
valos szadmkdzott van racionalis szam.

Meg jegyzés. Belathatd, hogy RnQ (azirraciondlis szamokhalmaza)is sqrq
R-ben.

15. tétel. Béarmely x nem negativ valosszamésn 2 N eseténpontosan egy
olyan y nem negativ valés szamlétezik, melyre y" = x.

13. de nici6. Legyen x 2 R nem negativésn 2 N. Azt (az el®bbitétel

alapjan egyértelmfen létez®)y 2 R nem negativ szamot, melyr e y" = x

teliestl az x szémt2 E—edik g)fphének nevezzik, ésra az " X, vagy X

jelélést hasznaljuk (2 X helyett = Xx-et irunk).

14. de nici6. Ha n paratlan természetesszameésx 2 R ; x < 0, akkor
X = xn = ~ X. (Erre teljestl, hogy(lgi)n = X.)

15. denici6. Legyenx 2 Ry ; r 2 Q ésr = % (@aholm 2 Z ésn 2 N).

Ekkor x r-edik hatvanya: x' = x7 = S

Meg jegyzések.
1. A raciondlis kitev®¢{ hatvany értéke fliggetlenazr el®allitasatol.

2. A hatvanyozasazonossagaracionalis kitev®{ hatvanyokra is igazolha-
tok.

e) A b®&itett valdsszamokhalmaza

16. de nici6. Ha S R felulr®l nem korlatos, akkor legyen supS = +1 .
Ha S R alulrol nem korlatos, akkor legyeninf S= 1

Az R,= R[ f+1g [ f1g halmazt a b®&itett valos szamokhalmazanak
nevezzuik.

Meg jegyzések.
1. Meg akarjuk ®rizni Ry-ben R eredeti rendezésétezért legyen
1 <x<+1 8x2R esetén.

2. Ekkor +1 fels®korlatja Ry barmely részhalmazanak,és minden nem
Ures részhalmaznakvan Ry-ben pontos fels®korlatja. Ilyen megegyzés
ffzhet®az alsé6 korlatokhoz is.

3. Rp hemtest.
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4. Megallapodunk az alabbiakban:

8 X 2 R esetén X+ (+1)=+1 ;x (+1)= ;
X X
o1
8 0< x 2 R esetén X (+1)=+1 ;x (1 )= ;
8y 2R; y< 0esetén y (+1)=1 ;vy (1 )=+1;

tovabba
(+1) (+1)=+1;(1) (1 )=1 ;(1 ) (1 )=+1
Nem értelmezziik ugyanakkor a kévetkez®let:

0 (+1);0(1 );(+1) (+1);(1 ) (1 ):

f) A valésszamokegy modellje a szameggnes

Tekintstink a sikban egy egyenest ésrajta a 0 pontot, majd a O altal
meghatarozott egyik félegyenesenaz 1 pontot.

A 0-bol 1-be vezet®szalaszt 1-b®lindulva mérjuk fel ebben aziranyban,
majd a kapott pontb ¢l folytassuk az eljarast. A 01 szakaszn-szerifelvétele
utan kapott ponthoz rendeljik azn 2 N szamot8 n 2 N esetén:

igy atermészetesszamolat az egyenesbizonyos pontjaik ént abrazoljuk.
Az eljarast 0-bol ellenkez®iranyban elvégeze elhelyezzik (abrazoljuk) a

1, 2;:::; n;ii (n2 N) negativ egészedt is.

n 3 2 10 1 2 3 n
2.1. dbra. A természetesszamokelhelyezésea szameggnesen

Ham 2 Z ésn 2 N, akkor egyertelmfen megadhaté egy x pont az
egyenesen,hogy a 0-bdl x-be vezet®szalaszt n-szer felmérve éppen az m
pontot kapjuk (egyszerfsite: 9 x; nx = m). Az igy nyert (szerkesztett) x
ponthoz az ! 2 Q szamotrendeljiik.

Ezzel még nem rendeltiink valés szamot az egyenesminden pontjahoz.
Ha példaul a 01 szakaszt egy négyzetoldalanak tekintjuk ésannak atldjat
felmérjuk 0-bdl valamelyik irdnyban, a kapoﬁt_pontban ninca@cionélis szam
(ez olyan ¢ szam, melyre ¢> = 2, azazc= 2, vagy Cc = 2, melyek nem
racionalisak).
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Az egyenesdsszeanég megmaradopontjdhoz rendelt szamokaz irraci-
ondlis szamok. Azt, hogy ez az egyenes,mint szameggnesnem lyukas a
teljességiaxioma, vagy a Cantor-féle metszettétel biztositja.

Megadhat6ak a mfveletek geometriai jelentései, vizsgalhatok tula jdon-
sagaik,bevezethet®a rendezésshizonyithaték annaktulajdonsagai. Szem-
léletesaz intervallum, abszolit érték, tavolsagfogalma.

Bebizoryithatd, hogy R ésaz egyenespontjai kdzott kdlcsondseregyér-
telm| a megfeleltetésésaz ezt biztositd bijekciod |ényegélen egyértelmf.

g) Newezetesegyenl®tlenségek

16. tétel (Bernoulli-egy enl®tlenség). Han 2 N; x 2 R ésx 1,
akkor

@+x)" 1+ nx:

Egyenl®ségkkor éscsak akkor teljesil, han = 1 vagy x = 0.

Bizonyitas. Teljesindukcidval.
n = 1-re az allitds nyilvan igaz. Ha n-re igaz, akkor 1+ x 0 miatt

(1+x)" = 1+ x)"(1+x) @A+ nx)(A+X) = I+ nx+x+nx? 1+ (n+ L)X ;
igy az allitas minden természetesszamraigaz.

17. denici6. Legyenn 2 N ; X1;:::;Xn 2 R. Ekkor

P
X1+ + X Xi
An - 1 n - i=1 ’
n
Tovabbax; 0;:::;Xx, O esetén
v
v E ¥
Gh = "X1 Xn = Xi
i=1
Az A, ésG, szdmolat azxy;:::; Xy Szamokszamtani (aritmetik ai), illetve

mértani (geometriai) kozepének nevezzuk.

A szamani ésmértani kdzepek kdzotti egyenl®tlenségaz alabbi.
17. tétel (Cauchy). Han 2 N ésxy;:::;xs 0 akkor

Gn An;

Egyenl®ségkkor éscsakakkor teljesil, ha x1 = xo = = Xnp.
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18. tétel (Cauc hy-Bun yakovszkij-Sc hwarz-egy enl®tlenseg).

Legyenekxl;::"xn,yl;::"P/ 2R, ekkor |

X X 2' X
XiYi Xj Yi
i=1 i=1 i=1
19. tétel (Mink owski-egy enl®tlenség).
LegyenekXy;:::;Xn:Y1,::5;¥n 2 R, ekkor
v v
u N u
X0 X0 xo
t (xi + yi)? t X7+ t y?
i=1 i=1 i=1

Bizonyitas. A Caudy-Bunyakovszkij-Scwarz-egyenl®lenség alapjan.

3. (Szam)halmazok szamossaga

1. denici6. Az A és B halmazok egyenl® szamossaguak, ha ekviva-
lensek,azaz9 f : A'! B invertalhaté figgvény, hogy B = f (A) (tehat
9f : A! B bijekcid). Az A halmaz szamossadga nagyobb, mint a
B halmaz szamossaga, ha A ésB nem egyenl®szamossagés9 C A,
hogy C ésB szamossaganegeggzik.

2. denici6. Az A halmaz véges (szamossagu)ha A = ; vagy9 n 2 N,
hogy A ekvivalensazf1;2;:::;ng halmazzal. Az A halmaz végtelen (sza-
mossagu)hanemvéges.Az A halmaz megszamlalhaté an végtelen (sza-
mossagu),ha ekvivalens a természetesszamok halmazaal. Az A halmaz
megszamlalhat6 , ha végesvagy megszamlalhatéanvégtelen.

Meg jegyzések.
1. N N megszamlalhatéanvegtelen, mert az
f:N N! N; f(m;n)=2"2n 1)
fuggvéry bijekcid.
2. HafA j 2 golyan halmazrendszg,hogy nem Ures, megszamlal-

hatd, 8 A megszamlalhato,akkor az A is megszamlalhato.
2

1. tétel. A racionalis szémokhalmazamegszémlélhatéanvégtelen.
S
Bizonyitds. Ha 8 n 2 N-re A, = f— j m2 Zg, ugy An = Q. Masrészt

Z, ésigy Ap is megszamlalhatoanvegtelen és ekkor (az el®bbimegegyzés
2. részemiatt) Q is az.
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2. tétel. A valosszamokszamossaganagyobb, mint N szamossaga.
Bizonyitas. Feladat.

3. denici6. A valésszamokhalmazat ésa vele ekvivalenshalmazolkat kon-
tinuum szamossagihalmazoknak nevezzik.

4. R top ologia ja

1. denici6. Legyenadott azE R halmaz. Azt mondjuk, hogy

x 2 E bels® pontja E-nek, ha9 K (x;r), hogyK (x;r) E;
X 2 R kuls® pontja E-nek, ha bels®pontja E komplemenerének,
CE-nek
(azaz9 K (x;r); K(x;r)\ E =3);
X 2 R hatarp ontja E-nek, ha nem bels®ésnem kiils®pontja (azaz
8K(x;r)-reK(x;r)\ E6; ~ K(x;r)\ CE 6 ;).
E bels®pontjainak halmazat E belsejének, a hatarpontjainak halmazat E
hatar anak newezzik. E belsejétE jeloli.

Példa. LegyenE =]0;1] R.
1 :
X= 3 bels®portja E-nek, mert K (3;3) =]0;1[ E.
x = 5 kiuls®pontja E-nek, mert K (5;1) =]4;6] CE miatt bels®pontja
CE-nek.

X = 1 hatarpontja E-nek, mert 8 K(1;r) 6 E miatt nem bels®pontja és
8 K(1;r) 6 CE miatt nem kils®pontja E-nek.

2. denici6. Az E R halmazt nyil thak newezziik, ha minden pontja
bels®pont; zart nak nevezzik,ha CE nyilt.

Példa.

1. E =]0;1[ R nyilt halmaz, mert 8 x 2]0;1[ eseténK (x;r) ]0;1[, ha
r = inffx;1 xg, azazE minden pontja bels®pont.

2. E=[0;+1[ R zart halmaz,mert CE =] 1 ;0[ nyilt halmaz, hiszen
8 x 2 CE eseténK (x;jxj) CE, azazCE minden pontja bels®port.

1. tétel. R-benigazak a kdvetkez®k:

1) R és; nyilt halmazok,
2) tetsz®legesesok nyilt halmaz egyesitésenyilt,
3) végessok nyilt halmaz metszetenyilt,

illetve
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4) R és; zért halmazok,
5) tetsz®legesesok zart halmaz metszetezart,
6) végessok zart halmaz egyesitésezart.

Bizonyitas.
1) és4) a de nicié alapjan nyilvanvalé. S
2)igaz, met E ( 2 ) nyilt =) barmely x 2 E -ra létezik o,

2s S
melyrex 2 E , =) 9K(xr) E, =) K(xr) E =) E
2 2
nyilt. T
3) isigaz, mert ha Ej (i = 1;:::;n) nyilt, akkor x 2 Ei =) x2
i=1
Ei(i=21::5;n) =) 9K((r)) Ei(i=121::55n) =) 0<r<ri(i=
L:n)re K(r) Ei (i = L:iin) =) Kxr) B =) x2
T T ) i=1
E; bels®pont =) E; nyilt.
i=1 i=
5) és6) a
) €s6) 1 !
\ [ " \n
C@ EA= CE és C E = CE
2 2 i=1 i=1

de-Morgan-azonossagokil jon a zartsag de nicidja, illetve 2) és3) teljesi-
lésemiatt.

3. de nici6. Legyen adott az E R halmaz. Az xo 2 R pontot az E
halmaz torl6 dasi pontjanak newezzik, ha barmely r > 0 eseténa K (xo;r)
kornyezettartalmaz Xo-t6l kiilénb6z®E -beli pontot, azaz(K (xg;r)nfxeg) \
E6;.

Xo 2 E izolalt pontja E-nek, ha nem torlédasi pontja, azazlétezik r > 0,
hogy (K (xo;r)nfxeg) \ E = ;.

E torl6dasi pontjainak halmazat E Lvel jeldljuk.

Példa.
1. AzZE=f1jn2Ng R halmaznak02 R (0 2 E) torl6dasi pontja,
mert barmely K (0; r) kdrnyezetben van elemeE -nek, hiszen8r 2 R, -ra
mert N felulr® nemkorlatos 9 n 2 N, hogyn > 1, azaz0< 1 <.
2. Az E = N R halmaz minden pontja izolalt pont, mert 8 n 2 N-re
(K(n;)nfng)\ E = ;.

2. tétel. Az E R halmaz akkor és csak akkor zart, ha E¢ E (azaz
tartalmazza minden torlo dasi pontjat).
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Bizonyitas.

a) Ezart=) CEnyilt =) 8x2CE 9K(x;r) CE=) 8x2CE-re
x2E%=) EO E.

b) Legyen E¢ E. x 2 E =) x 2 E° =) 9 K(x;r); melyre
(K(x;r)nfxg)\ E = ;. Masrésztx 2 E miatt fxg\ E = ;. Tehat
XZE =) 9K(x;r) CE. AzazCE nyilt, igy E zart.

Meg jegyzés. Ry-bena +1 és 1  kornyezeténaz (r;+1) és(1 ;r)
(r 2 R) intervallumokat értjik. igy de nialhaté azis, hogya +1 és 1
mikor torl6dasi pont.

3. tétel (Bolzano-W eierstrass). Barmely S R korlatos, végtelenhal-
maznak létezik torl6 dasi pontja.

Bizonyitas.

Skorlatos =) 9[a;h R; S [ajb;

De nialjuk azl, (n 2 N) zart intervallumok egymasbaskatuly 4zott rend-
szeréta kovetkez®modon. Legyen

8 a+b a+b
. _5 & — ; ha a5 \ S vegtelenhalmaz,
|1='[611;b1]='B a+b a+b
; > b ; ha T;b \ S végtelenhalmaz.

Ha l, = [a,; ] halmaz adott, akkor legyen

In+1 = gan+1;h1+1] =

3 <’:1n;an;bn . ha an;a”;bh \' S végtelen,
= + +
.B %;m © ha anzb”;qu \ S végtelen.
; . . b a
Ekkor mindenn 2 N-re I, \ S végtelen,ésh, a, = o
T
A Cantor-tétel miatt Ih=1; 1, tovabba
n=1
b a b a
0 b a,= o < - (n 2 N);
ami az archimedesitulajdonsag miatt csak = = xo eseténlehetséges,

tovabbaxp 2 I, (8 N2 N).
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8 r > 0 esetén(az archimedesitulajdonsag miatt)

8 cn=) on2N 22

9n2N;b <r =)

b a b a
=)b13-n=2n<

=) In  K(xor) =) (I, konstrukciéja miatt) 8 K (xo;r) végtelensok
S-beli elemettartalmaz =) Xxg torlodasi pontja S-nek.

<r =)

4. de nici6. NyilghalmazokegyorendszereazS R halmaznakegy nyilt
lefedése, ha S 0.

Példa. Az N halmaznak a fK(n;1) j n 2 Ng halmazrendszeregy nyilt
lefedése,hiszen8 n 2 N-re n 2 K(n;1), ésigy n 2 K (i; 1), tovabba

i=
K (i; 1) nyilt halmaz.
5. denicio. A K R halmazt kompaktnak newezzik, ha minden nyilt
lefedéséml kivalaszthato végessok halmaz, mely lefedi K -t.

Példa.
1. N nem kompakt, mert 8 K (n; 1) elhagyasaval az n 2 N-t a maradek
halmazok nem fedik le, igy létezik olyan nyilt lefedéseN-nek, melyb®I
nem valaszthat6 ki végeslefedés.
2. K =11;2,3;4,59 R kompakt, mert 8 o nyilt lefed®rendszeesetén
K omiatt azl;2;3;4;5 elemekhedéteznekos; 0y; 03; 04; 05 nyilt hal-
S

mazok, hogyi 2 o;; i = 1;2;3;4;5 ésigy K 0, azaz8 o lefedésk®l
i=1

kivalaszthat6 végeslefedés.

4. tétel (Heine-Borel). EgyK R halmazakkor éscsakakkor kompakt,

ha korlatos észart.

Példa.
1. f1;2;3,4;,59 R kompakt, valamint korlatos észart is.

2. N nem korlatos ésnem kompakt halmaz.



fejezet
Sorozatok

1. Alapfogalmak és kapcsolatuk

1. denici6. Egyf : N! R fiuggvérnyt R-beli sorozatnak nevezink. f (n)-
et a sorozatn-edik eleméneknevezzik.

A sorozatn-edik elemétf (n) = a, vagyf (n) = x,, jeldli. A sorozateleme-
inek halmazéaraaz fang vagy f xng jelélést hasznalunk. Magat a sorozatot
azf = hayi, vagy f = hx,i szimbolummal jel6ljik.

Példa. h—i i sorozatok R-ben, n-edik tagjuk % illetve n, elemeik hal-
mazafd jn2 Ng, illetve N.

2. denicio (korlatossag). Az hxni R-beli sorozatot korlatos nak nevez-
zuk, ha fxng korlatos. Az hx,i  R-beli sorozatalulrdl (fellilr®l) korlatos, ha
fxng alulrél (felulr®l) korlatos.

Példa.
1. Az hti sorozatkorlatos, mert egyrészto < 1 8n 2 N, igy alulrél korlatos,
masrésztn 1 miatt % 18 n 2 N esetén,igy felllr®l korlatos.

2. Az i sorozat alulrél korlatos, mert 0 < n 8 n 2 N, de feltlr®l nem
korlatos, mert fng = N felllr®l nem korlatos, igy mi nem korlatos.

3. de nici6 (monotonitas). Az hx,i R-beli sorozatot monoton ndvek-
v®nek(csoklken®neknewezzik,habarmelyn 2 N-rex,  Xp+1 (Xn  Xn+1);
szigoran monoton névekv® (csokken®)ha 8 n 2 N-re x, < Xp+1 (Xp >
Xn+1) teljesul.

Példa.
1. h—i szigordanmonoton cstklen®,mert 0< n < n + 1 miatt
1. 1gn2N.

n+l

2. i SZ|goruan monoton novelv® mert n< n+ 18 n 2 N.

3. (' 1)"ni nem monoton névekv®, mert a; = 1< 2= ay,
dea; = 2> 3= a3. Hasonl6éanbelathato, hogy a sorozathem monoton
csoklen®.

37
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A kalkulus legf®bbeszlozeit a di erencidlhanyadost ésazintegralt a
hatarérték segitségéel de nialjak. Egy sorozathatarértékekeén olyat szamot
szeretnénkérteni, melyet a sorozat tetsz®legepontossaggalmeglozelit .

4. de nici6 (konvergencia). Az lx,i R-beli sorozatot konver gensnek
newezzik, ha létezik x 2 R, hogy barmely " > 0 eseténlétezik n(") 2 N,
hogy barmely n  n(")-ra (n 2 N) d(x; xp) < " teljesil. Az x 2 R szamot
hxni hatarértékének nevezzik. Azt, hogy hx,,i konvergensés hatarérteke x,
igy jeloljuk: r]I'i{n Xn = X vagy xp ! X.

Példa.

1. Az h%i sorozat konvergensés hatarértéke 0, mert 8 " > 0-ra (mivel N
felulr®l nem korlatos) 9 n(") 2 N, hogy n(") > %, azazﬁ < ", igy
8n n(")ra0< i< n—l) <", tehat d(0; ) < ".

2. A hti konstans sorozat konvergens, és hatarértéke c, mert 8 " > O-ra
8n(")2 Nesettn8n n(")-rad(c;c)=0<".

Meg jegyzések.
1. A kornyezetfogalmat felhasznaha a konvergenciaun. kornyezetes de -

hoz9 n(") 2 N, hogy8 n n(")-ra x, 2 K(x;") teljesil.

2. Egyszerfenbelathatd, hogy x, ' x () 8 K(x;")-re xn, 2 K(x;")
legfeljebbvégessokn 2 N kivételéwel.

3. Ha hx,i olyan sorozat, hogy x,, ! 0, akkor nullsorozatnak nevezzik.
5. de nici6 (div ergencia). Az lx,i R-beli sorozatot diver gensnek ne-
vezzik, ha nem konvergens, azaz ha barmely x esetén létezik " > 0

(vagy K (x; ")), hogy barmely n(") 2 N-re lIétezik n  n("), hogy d(x; Xy,)
" (vagy xn 2K (x;")).

Példa. h 1)"i divergens.

x = +1 ésx = 1 nem lehet hatarérték, mert " = 1 valasztassal( 1)" 6
K (1;1), han paratlan és( 1)" 6 K( 1;1), han paratlan.
Ha x 6 +1 ésx 6 1 is teljesul, akkor " = inffd(x; 1);d(x; 1)g esetén

Xn 6 K(x;") 8n2N.
igy a de nici6 adja az allitast.

6. de nici6. Az hx,i R-beli sorozat+1 -hez(illetve 1 -hez) konvergal,
ha8M 2 R-hez9n(M) 2 N, hogy8n n(M)-rex, > M (illetvex, < M)
teljesdl.



1. ALAPF OGALMAK ES KAPCSOLA TUK 39

Példa.

1. Az i sorozat+1 -hez konvergal, mert 8 M 2 R-re (mivel N felulr®I
nemkorlatos) 9 n(M) 2 N, hogyn(M) > M,igy8n n(M)-ren> M,
ami adja a de nicié teljesilését.

2. Ah ni sorozat 1 -hezkonvergal, mert8 M 2 R-re (mivelf ngalulrdl
nem korlatos) 9 n(M) 2 N, hogy n(M) < M, igy 8 n n(M)-re

n n(M), ami ( n(M) < M miatt) adja, hogy n < M, azaz
teljesul a de nicio.

1. tétel (a hatarérték egyértelm fsége). Ha hx,i R-beli konvergens

sorozat, akkor egy hatarértéke van (azazx, ! aésx,! beseténa= h).

Bizonyitas. Tegyukfel, hogy x, ! aésx,! bésaé b Ekkor a6 bmiatt
d(a; b) d(a; b)

Ka;2 \Kb;2=;:

Tovabbd az x, ! aésx, ! bmiatt 9 n("), hogy 8 n > n(")-ra x, 2
K a0 gsx, 2K b;48D | amilehetetlen. Tehata = b.

Meg jegyzés. A tétel akkor isigaz,hax,! +1 (vagyxp! 1 ).

2. tétel (konvergencia és korlatossag). Ha az hx,i sorozatkonvergens,
akkor korlatos.

Bizonyitds. Ha x, ! x és" > 0 adott, akkor 9 n(") 2 N ; hogy 8 n
n(") (n 2 N)-red(x; xp) < ". Legyenr = supf"; d(x;x1);:::; d(x Xny 1)0-
Ekkor 8 n 2 N-re

dix;xn) r;
igy fxng korlatos =)  hxni korlatos.

Meg jegyzés. Egy sorozatkorlatossagall altalaban nem kdvetkezik a kon-
vergencija.

Példa. A h( 1)"i sorozatkorlatos, mert 1 ( 1)" 1teljesul 8 n 2 N-
re (azaz alulrol ésfelllr®l is korlatos), de ahogy ezt mar bizonyitottuk
nem kovergens.

3. tétel (monotonitas és konvergencia). Ha az hx,i R-beli sorozat
monoton névekv®(illetv e csdklen®)ésfellilr®l (illetv e alulrél) korlatos, akkor
konvergensésx, ! supfxnhg (illetve x, ! inffxng).

Bizonyitas. Legyen hx,i monoton névekv® ésfelllr®l korlatos. Ekkor 9 x =
supfxng A szuprérum de niciéja miatt 8" > 0-ra9 n(") 2 N ; hogy Xp(+y >
X ", azazXny 2 K(x;"). A monoton ndvekedésmiatt 8 n  n(") (n 2 N)
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eseténxpy  Xp < X: Tehatxp 2 K(x;"), igy xn ! Xx.
A masik eset(hx,i monoton csdklen®ésalulrdl korlatos) bizonyitasa analdg
maodon torténik.

Példa. Azhl i sorozatmonotonnévekv®azaldbbimiatt. 1 2 <1 -1

() i< 22() 2> () n<n+1l Az utolso egenl®ségeljesil
8 n 2 N-re.

A sorozatfelulr®lkorlatos: 1 < 1() 2<0() >0 amiigaz.
igy it i konvergens.

supf1 1g= 1 ugyanis =1 "< 1("> 0) nem lehet fels®korlat,

mert akkor 8n2 N-rel 1 1 " teljestilne, ami ekvivalensa 3

illetve 2 " ésvégilazn + egyeni®tlenséggeld n 2 N-re, ami N feliilr®l
korlatosagat jelentené, ésez ellertmondas.
Igy azfl %g halmaz8 fels®korlatjara 1 teljesll, ezértaz 1 fels®

korlat a pontos fels®korlat.
Tehat1 1 1

2. Sorozatok és mYveletek, illetv e rendezés

De nici6. Ha hx,i éshy,i R-beli sorozatok, 2 R tetsz®legesakkor az
Xni + hypi = Xn + yni ; i = hx ni

szerirt de nialt sorozatolat azadott sorozatok 6sszegénekilletve -szoro-
sanak newezzik.
Ha hx,i éshyni R-beli sorozatok, akkor az

. o , hxni @ X
Xni hyni = X yni ; W:' = y_: (yn 6 0)
szerirt de nialt sorozatolat az adott sorozatok szorzata nak, illetve ha-
nyadosa nak nevezzuk.

Az alabbi tételek szerirt a négy alapmfjvelet ésa hatarértek képzéssor-
rendje felcserélhet®

1. tétel. Legyen hx,i éshy,i R-beli sorozat, 2 R tetsz®legedigy, hogy
Xn ! x ésyn! y. Ekkor hxni + hyni és hxni konvergensekésxp + yp !
X+y; Xxnp! x.
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Bizonyitas. . . .
a) Hax,! xésy,! vy,ugy8" > 0ra E-hsz n > ;hogy8n n >
(n 2 N) eseténd(x; xp) < > ésd(y;yn) < > Ezért8n n > -re

dx +y;Xn+yn) = j(X+Yy) Xn+Yn)=j(X Xp)+(y Yn)

X Xaj+ ]y ynj = d(X Xn) + d(y;yn) <"
azazxp+yn! x+y.
b) Ha = 0, akkor hx,i = hx i = H0i konvergensés x , = 0! 02 R".

Ha 60,akkor8">0—rajj>0—h029n J—J ;hogy8n n —

n "

(n 2 N) eseténd(x; xp) < j j: Ekkor8n n -ra

d(x; xn) =] jdX;xn) <j jj—j= "

azaz X n! x.

Példa.

1. Az hl+ %i sorozatkonvergens,mert az hli sorozatkonvergenséshatar-

értéke 1, az h%i sorozatis konvergenséshatarértéke 0, igy a tétel miatt
sorozatunkis konvergenséshatarértéke 1+ 0= 1.

2. Az h2i sorozatkonvergenséshatarértéke 0, mert = ! 0 miatt
5=5 11 5 090=0
n n - )

2. tétel. Legyenek hx,i éshy,i olyan R-beli sorozatok, hogy x, ! x és
Yn ! y. Ekkor hxni hyni ésy;yn, 6 0(n 2 N) eseten—”.I is konvergenses

hyni
xn Yol x y:i 2oy X
n n - y T . — .
Yn y
Példa. 1 1 1
1. Az — sorozatkorvergenséshatarértékeO, mert — = — o

n2 n2
1 1
és—! 0,igy—=! 0 0=0.
n gy nZ
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* 1+
3+ 3 1
2. A ri sorozat konvergensés hatarértéke —, mert 3+ — ! 3;
24 = 2 n
n2
1
1 3+
1 i [
2+ 2! 2, igy T 3
n2

3. tétel. Ha hx,i korlatos, hy,i pedig nullsorozat R-ben, akkor hx,i hyni
nullsorozat (x, yn! O0).

Példa. A h( 1)"1i sorozatnullsorozat, mert h( 1)"2i = H 1)"ihdi, to-
vabbah 1)"i korlatos h%i pedig nullsorozat.

4. tétel. Ha hx,i olyan R-beli sorozat, hogy
. , 1
a) jxpj! +1 ésx, 6 0 8n2N, akkor — ! 0;

Xn

b) xn! 0; X, 6 0 8n2 N, akkor i! 1.

Xn

Példa.

1. m2+ 1i konvergala+1 -hez,mert haM < %ugyn2+ 1>1>M 8n2
N, migham 1, akkor ! +1 miatt M 1-hez9 ny( 1),
hogy8n n(M)ren> M 1() n?>M 1() n?+1> M.
. i 3 _ |
Igy a tétel a) részemiatt vl

n2 1 1 2 n2
. = s —+ — | i 8 8 ' F+1.
—— %+ n% esn 2 0, igy a tétel b) részemiatt o 1

5. tétel. Ha hx,i éshy,i olyan R-beli sorozatok,hogy x, ! X ésy,! vy és
a) Xn  Yn (vagy Xn < yn) 8 n> Ng 2 N-re, akkor x vy ;
b) x <y, akkor 9 Ng, hogy 8 n > Ng-ra x,, < yn.

Bizonyitas. _ _

a) Tegylk fel, hogy x > y éslegyen" = JXTyJ > 0. Ekkor 9 ny(") és
n>("), hogy xn 2 K(x;") 8n ny(") ésyn 2 K(y;") 8n ny"). A

K ")\ K(y;") = ; miatt ebb®ladaodik, hogyy, < x, 8 n> n(") =
= supfny("); n2(")g. Ez pedig ellertmondas, igy csakx vy lehetséges.

w_ XY
b) " = 5

> O-ra 9 ny(") ésny("), hogy xn 2 K(x;"), han  ny("),

valamint y, 2 K(y;"), han na("). Igy K(x;")\ K(y;") = ; miatt
Xn < Yn, han > No = supfnai(");n2(")g.
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6. tétel (rend®r-tétel). Hahxni; hyni; he,i olyan R-beli sorozatok, hogy
Xn! X ésyn! Xésx, zn Yn,akkorz,! x.

Bizonyitas. A feltételek miatt 8 " > 0-hoz 9 ni(") ésny("), hogy x, 2
K(x"), han ny(") ésyn 2 K(x;"), han  na("). Igy xn;¥n 2 K(x;"),
han n(") = supfni;nyg, ezértazx, 1z, Yy feltételb®lz, 2 K(x;"),
han n("). Tehatz,! x.

n+ 1 n+1 2n 2

Példa. 0< < — =
n3+ 1 n3 n3d n2
n+1 |

nd+1°

miatt a tétel adja, hogy

3. Részsorozatok

1. de nici6. Legyenha,i R-beli sorozat. Ha' : N! N szigortanmonoton
novekv®ésh, = a (), akkor h,i-t az ha,i részsorozatanak nevezzuk.

. 1 . _— 1
Példa. Az on sorozatesaz sorozatis reszsorozataaz o

sorozatnak.

1. tétel. Haazha,i konvergenséshatarértéke a akkor 8 ho,i részsorozatara
b, ! ateljesdl.

Bizonyitas. Ha by = a () ; ' : N'! N szigorGanmonoton névekv®, akkor
teljes indukcidéval kapjuk, hogy ' (n) n(n 2 N). Legyen" > 0 adott,
akkor a, ! amiatt 9 n("); hogy8n n(") (n2 N)-rea, 2 K(a;"). igy
"(n) nmiatt b, 2 K(a;") 8n n(") (n2 N), azazb, ! a.

, L, 1 ) 1,
Példa. A tétel ésaz — nullsorozatvolta miatt az — ésaz ————
n 2n nZ+ 2

sorozatokis nullsorozatok.

Meg jegyzés. A tétel megforditasanemigaz, de ha egysorozatkét diszjunkt
részsorozatrabonthatd, melyek hatarértéke ugyanaz, akkor az a sorozatnak
is hatarértéke.

2. tétel (Bolzano-W eierstrass-féle kiv alasztasi tétel). Ha az ha,i R-
beli sorozatkorlatos, akkor Iétezik konvergensrészsorozata.

Bizonyitds. Ha ha,i értékkészletevégesakkor 9 a 2 R, hogya, = aveégtelen
soktermészetesszamra,igy azA = fn 2 Nj a, = ag halmaz megszamlalha-
téan végtelen,igy9"' : N! N szigordanmonoton névekv®sorozat, melynek
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értekkeszleteA. Mivela ;) = a 8 n 2 N, tehat ha: ()i konvergens.

Ha f a,g végtelenhalmaz, mely korlatos, akkor a 11.4.3. tétel miatt 9 a2 R
torl6dasi pontja, igy 9 ' (1) 2 N, hogy a (1) 2 K(a;1). Ha' (n)-t meg-
hataroztuk n 2 N-re, akkor 9 ' (n+ 1) 2 N, melyre ' (n + 1) > ' (n)

3 1 . , N .
€S a (n+1) 2 K a;n+ 1 - " : N ! N szigordan monoton névekv® és

th=am?2K a;% 8 n 2 N, azazd(a;a () = d(a;by) < % 8n2N.
Legyen" > 0tetsz®|ege$1kkor(% I' Omiatt) 9n("); 8n n(")(n2 N)-re
%< ", igyd(a;by) < ". Tehath, ! a.

2. de nici6. Legyen A az ha,i korlatos (R-beli) sorozatkonvergensrészso-
rozatai hatarértékeinek halmaza. A supf Ag ésinff Ag (Iétez®)szamolat az
hani fels® illetve alsd hatar érték einekvagy limesz szuperior janakilletve
limesz inferior janak newezzik. Jel6lés:lim a, ; lim a, (limsup a,, liminf
an).

Ha ha,i feltlr®l (vagy alulrél) nem korlatos, akkor lim a, = +1 (illetve
limay,=1).

Példa. Az hapi = h( 1)"i sorozat konvergensrészsorozataia Ho,i = hii
éshb,i = h 1i konstanssorozatok, illetve azon Ho,i sorozatok, melyekben
b, = 1 végessokn kivételéwel, vagy b, = 1 végessokn kivételéel.

Ezek hatarértéke 1 vagy 1, igy lim a, = 1; lim a, = 1.

Meg jegyzések.
1. supfAg; inffAg2 A .
2. Halim ay = lim a, = a, akkor a, ! a.

4. Cauchy-sorozatok

1. denici6. Az ha,i R-beli sorozatot Cauchy-sor ozatnak newezziik, ha
8" > Oesetén9d n(") 2 N, hogy8 p;q n(") (p;q2 N) eseténd(ap;aq) < "

A hatarérték de nicioja azt jelenti, hogy a sorozattagjai kozelkeriinek
a hatarértékhez. A Caudy-tulajdonsag viszort azt, hogy a sorozat tagjai
kozel kertlnek egymashoz.

1. tétel (Cauc hy-féle konvergencia kritérium). Az hx,i R-beli sorozat
akkor éscsak akkor konvergens,ha Caudy-sorozat.
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Bizonyitas. . .
a) Hahx,i konvergens,akkor 9 x 2 R, hogy8" > Oeseténé-reQ n > agy,
hogy8 p;q n 5 e d(x; xp) < > ésd(x; Xq) < > igy8p;q n 5

re
d(Xp;Xq)  d(x; Xp) + d(X; Xgq) < "

azaz Caudhy-sorozat.

b) Legyen hx,i Caudy-sorozat R-ben.
hxni korlatos, mert " = 1-hez9 n(1), hogy 8 p;q n(1)-re
d(xp;Xq) < 1. Legyenq n(1) rogzitett, p  n(1) tetsz®legesakkor

d(0;xp)  d(0;xq) + d(Xp;Xq) < d(0;xq) + 1;

d(O;xp) <r8n2N.

Mivel hx,i korlatos, igy 9. )i konvergensrészsorozata(lasd a
Bolzano-Weierstrass-félekivalasztasitételt). .,
Legyenx = r]I'i{n X (ny €s" > 0 tetsz®legesakkor E-hbz9 ni > 2

N, hogy' (n) n; > (n 2 N) eseténd(x: (n);X) < >

Masrészthx,i Caudy-sorozat, igy 9 n» > ;hogy8p;g n» 5

re d(Xp; Xq) < > Ezért8n n(") = supfn ;N2 - gre

2 2
t(n) noés dxnix)  dXniX (n) + A(X n)ix) < 7
azazx, ! Xx.

Meg jegyzések.

1. A tétel segitségéel eldorthet® egy sorozat konvergenciga a hatarérték
ismerete nélkil is, a divergenciat pedig bizonyos esetekken kénnyebben
tudjuk bizonyitani, mint a de nicié alapjan.

2. Szolkas a Caudvy-féle konvergenciakritériumot teljességiaxiomanak va-
lasztani (ami ugyancsakbiztositja, hogy a szameggnesnem lyukas), s
ekkor az altalunk adott teljességiaxioma tétel lesz.
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Példak. L L
1. Az i + % + o+ 2 sorozatkonvergens.
Ha p;q2 N, éspéldaul p > g, akkor
i . 1 N 1 N
S CEE VAR R %
1 1 p 1
< + + + =
ag+ 1)  (9+ 1)@+ 2) p
1 1 1 1 1 1
== + + 4+ Z=
g g+1 qg+1 qg+2 p 1 p
-1 1.1
a p q

és az archimedesziaxidma nev{ tétel miatt 8 " > 0-hoz 9 n("), hogy

Wl") < " ésakkor 8 g n(")-re g <",igy8qg n(")(és8p2N)

- A §
esetenja, ag < — <

, ami adjaaztis, hogy8 p;q n(")-rajap, ag <

", azaza sorozatteljesiti a Caucy-féle konvergenciakritériumot, ezért
konvergens.

Az }+ }+ + 1 sorozatdivergens.
1 2 n
Ugyanis 8 n 2 N-re
dn  an = 1 + +i>ni=}
n+1 2n 2n 2
igy " = %—hez egyetlen n(") kiszébszamsem j6, igy nem teljesiti a

Cauchy-féle kritérium feltételét.

5. Nevezetes sorozatok

Az alabbi tételek bizonyitasat a Kalkulus |. példatar tartalmazza.
1. tétel. Legyena2 R; ha,i = ha"i. Ekkor

1. jaj< leseténa"! O;
2. jaj > 1 eseténm"i divergens;a> l-rea" ! +1 ;
3.a= leseténa"! 1,a= 1eseténm"i divergens.

2. tétel. Legyenk 2 N rogzitett, akkor n® ! +1 ; raﬁ! +1 és
k
nP! +1 hap= T (k;12 N).



3. tétel.
4. tétel.

5. tétel.

6. tétel.

7. tétel.

8. tétel.

juk.)
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Legyena2 R; a> 0. Ekkor P371! 1.
Par 1.

n

a
Haa2 R; a> 1, akkor a, = W! 0.

R

n!!

+1

k

n
Ha a > 1, akkor ) I 08 k 2 Nrogzitett szamra.

Az

1+ 2
n

n

sorozat konvergens. (Hatarértékét e-vel jeldl-






V. fejezet
Sorok

1. Alapfogalmak és alaptételek

P
Egy hagxi sorozat tagjai 6sszeadasal formdlisan felirhatjuk a ay

k=1
végtelensoktagl 6sszegetEzenformalis 6sszegnikor jelent egy szamot?
Erre a kérdésrea ay részletbsszegekonvergenciga segitségésl fogunk
k=1
vélaszolni. Ki fog azis derllni, hogy a tényleges(numerikus, szamitogées)
szamitasokgyakran ilyen sorok alapjan adnak (kozelit®) értéket a konkrét
feladatok megoldasara.

1. de nici6. Ha adott egyha,i R-beli sorozat,akkor azt az hSyi sorozatot,

: P P
melynél S, = ay Vvégtelen sornak newezzilkés a, (vagy an-nel
k=1 n=1
jeléljuk. Sp-t a sor n-edik részletésszegének, a,-t a sor n-edik tagjanak
newezzuk. Ha adott mégaz ap 2 R szamis, Ugy azt az hS,i sorozatot,

melynél S, = ay is végtelen sornak newezzik ésra a a, jelolést
k=0 n=0
hasznaljuk.
. P . :
2. denici6. A  a, sort konver gensnek mondjuk, ha hS,i konvergens,
ésa Ili{n Sh = S szadmota sor 6sszegénekevezzik.
n:

. P . P R , L
Ezenotsszegejeldlhetia a, illetvea an (ha az 6sszegzéap-tél indul,
n=1
P L .
akkor a an) szimbdlum is.

P n=0
A a, sordiver gens, ha nem konvergens.

49
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Példélg.

1. A msornal8n2N-re
1 1 1
S\ = —+ —+ + - =
"T12 23 n (n+ 1)
1 1 1 1 1
= - - + = = + + — =
1 2 2 3 n n+1
1
=1 ! X
n+1

igy a sor konvergensés tsszegel.

P
2. Legyenq2 R; jg < 1, akkora " ugynewezett mértani (vagy geomet-
n=0
riai) sor konvergens,mert
qn+1 1 1
= n= | .

L 1
igy osszegel—q :

P 1, . :
3. A o ugynewezett harmonikus sor divergens,mert

1 1

WSpi= 1+ -+ + =
. 2 n
!
n

éskorabban belattuk, hogyaz 1+ % + sorozatdivergens.

P
Meg jegyzés. an sor konvergenciga éppen azt jelenti, hogy 9 S 2 R,
hogy 8 " > 0-hoz9 n("), hogy 8n n(") eseténjS, Sj<".

1. tgtel (Cauc hy-féle konvergencia kritérium sorokra).
A a, sor akkor éscsak akkor konvergens,ha 8 " > 0-hoz 9 n(") 2 N,
hogy8n;m2 N; n>m n(") esetén

jam+1 + @m+2 + + apj <

P
Bizonyitds. A a, sor akkor éscsak akkor konvergens(de nicié szerirt),
ha hS,i konvergens,ami (a sorozatokravonatkoz6 Caudy-féle konvergencia
kritérium miatt) akkor éscsakakkor igaz,ha8 " > 0-hoz 9 n(") 2 N, hogy
8n;m n(") (n> m) esetén
"> JSn Smj=jam+1 t @mez * i1l t @)

amit bizonyitani kellet.
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P
1. kovetkezmény. A a, sorakkor éscsakakkor konvergens,ha8" > 0O-
hoz9 n("), hogy8 m n(") ésp2 N esetén

jAm+1 * Qme2 + 114 am+pj <"
Bizonyitds. Mint az el®bb,csakn = m+ p> m n(") valasztassal.

2. kbvetk ezmény (a sor konvergencia janak szikséges feltétele).
Ha a, konvergens,akkor a, ! O.

Bizonyitds. Ha az 1. tételbenm = n 1, Ugy azt kapjuk, hogy 8 " > 0-hoz
9 n("), hogy 8 n n(") (n 2 N) eseténja,j < ", ami azt jelenti hogy

a,! O.
PéldaP 1 1
1. A - sornal ap = - 0, de (ahogy azt lattuk) a sor maga nem
konvergens.
P 1 , 1 , . .
2. A 2 sornal a, = 2 I 0 és(mint azt lattuk) a sor konvergens.

P P P
3. denici6. A a, abszolit konver gens, ha ja,j konvergens.A a,
feltételesen konver gens, ha konvergens,de nem abszolut konvergens.

2. tétel. Egy abszolut konvergenssor konvergensis.

P
Bizonyitds. A janj konvergenciga miatt 8 " > 0-hoz 9 n(") 2 N, hogy
8m;n2N; n>m n(")-re
X1 . . ’ Ve X1 X1 - - X1 - -
Jag) <" esigy a jakj = Jag) <"
k=m+1 k=m+1 k=m+1 k=m+1

ami az 1. tétel miatt adja  a, konvergencigat.

P P
3. tétel. Ha a, és b, konvergenssorok, és ; PZ R tets|§®legesek,

P
akkora (an+ bp) soris konvergens,ésosszege an + b .
n=1 n=1
_ ., P P P _ P
Bizonyitas. (ax+ by = a + b matt a (anp+ b,) sor
k=1 P KP1 k=1

n-edik részletdsszega a, és h, sorok n-edik részletbsszegének ;
szamoklal képzett linearis kombinacidja, igy a sorozatokmfveleti tulajdon-
sagaimiatt jon az allitas.
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2. Konvergenciakritériumok

P
1. tétel (pemnegatl’v tagl sorokra). Legyen a, nemnegativtagokbdl
allé sor.  a, akkor éscsak akkor konvergens,ha részletdsszegeinekSyi
sorozatakorlatos.

Bizonyitas.
a) Sp+1 Sh=an+1 08n2N aI%pjén hS,i monoton névekv®. Ha még
Ilgorlétos is, akkor konvergens,igy  a, konvergens.

b) a, konvergens=) hSpi konvergens=) hSyi korlatos.

P
Példa. A nlz nem negativ tagl sor esetén8 n 2 N-re

1 1 1 1 1
=1+ —+ + =<1+ —+ —+ + =
Sn 22 n2 12 23 (n 1) n
1 1 1 1 1 1 1
=1+ - -+ = =+ + =2 <2
1 2 2 3 n 1 n n ’

azazhS,i korlatos, igy a sor konvergens.
P
2. tétel (Osszehasonlitdé kritérium). Legyen a, egysorés b, egy
nemnegativtagu sor. P p
a) Hajanj b, 80 ng2 Neseténés b, konvergens,akkora an
abszolut konvergens(majorans kritérigm). P
b) Hajanj b, 80 ng 2 N eseténés h, divergens,akkor a a,
nem abszolat konvergens(minorans kritérium).
Bizgnyitas.
a) b, konvergenciga miatt 8" > 0-hoz9 n(") ng, hogy
8n;m n(") (n> m) esetén
jbner + bap + 1tk by <
igy
lam+1]+ jam+2] + 111+ jan)] = jams1] + jame2] + 11+ jan)
boes + Bnez + 1004 By = jbnes + Brap + D bnj <
is igaz. Tehat (a Caudy-kritérium miatt) a, abszolut konvergens.

b) Ha a, abszolutkonvergenslenne, gkkor az a) részmiatt by is kon-
vergenslenne,ami elletmondés, igy  a, nemabszolutkonvergens.

PéldaP
1. A "2+ 10

sor konvergens.

P 1

1 :
<ﬁ8n2N,esa 2

sor konvergens,mert ————
9 n2+ 10
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P .
sor divergens.

Sk

P 1 . 1 1 .
2. A p—ﬁ sor divergens,mert p—ﬁ ~ 8n2N, ésa

3. tétel (Leibniz-féle kritérium).  Legyena, > 0 (B 2 N) ésaz ha,i
sorozat monoton csokken®n tartson a 0-hoz. Ekkor a = ( 1)"*!a, (ugy-
newezett jelvaltd, vagy alternald) sor konvergens.

P 1 G o
Példa. A ( 1)”+1H ugynewezett Leibniz-féle sor konvergens, mert
1 .
ap = - > 0(n2N); ésh%| monoton csokken®n tart 0-hoz.

P
4. tétel (Cauc hy-féle gyokkritérium). Legyen a, egy sor.
a) Ha90< g< 1ésng2 N, hogy8n ngra " janj ¢, akkor a,
abszolut konvergens. D =
b) Ha valamely ng 2 N esetén8 n No-ra " janj 1, akkor a,
divergens.
Bizonyitéas. P
a) Ha8n ngra " ja,j q< 1, akkorjayj q"(n ng). igy a
P
by = jagj+ i+ jan, 1)t g" sorra, mely jgj < 1 miatt konvergens,
n=ngp P
teliesul, hogy janj b,. Tehat (az 6sszehasonlitdkritérium miatt) an
abszolut konvergens.

b) 8n pnora: "jaj 1 =) janj 1 =) i nem tart 0-hoz

=) an nem konvergens.
) P n p_ : 1 ,
Példa. A n sor konvergens,mert "n ! 1 miatt 8 q 2 §;1 esetén
r p_
n n
- n— = < g< 1l
9 ng, hogy8 n ng-ra e 3 g<1

K(‘jvetklgzmény (a Cauchy-féle gyokkritérium atfogalmazasa).
Legyen a, egy sor. P
a) Halim " ja,j = A < 1, akkor _, a, abszolGt konvergens.

b) Halim " ja,j = A > 1, akkor  a, divergens.

Példa. Az el®bbisorra

>

lim " japj = li

igy konvergens.
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P
5. tétel (D'Alem bert-féle hanyadoskritérium). Legyen a, egy sor,
melyre a, 6 0.

P
a) Ha90< q< 1ésno2 N, hogy8n nora L g akkor ay
n
abszolut konvergens.
P
b) Ha 9 ng 2 N, hogy 8 n No-ra a;” 1, akkor a a, sor
N
divergens.
Bizonyitas.
a.n+1 _ . . . m —
a) n  npra a q =) 8m2N-rejan+mj Jan,jd" =)
P PP .
= = jakj jan,id onvergenssorrajanj =
) by + i Mk b =)

k=1 k=no+1 P
(az 6sszehasonlitdritérium miatt) an abszolut konvergens.

a : o .
b) N nora = 1=) janaj jaai (0 no) =) jani jangi> 0
N
(8n ng) =) japj nemtart 0-hoz=) a, nemtart 0-hoz=) an
divergens.

, p 2"
Példa. A — sorra

n=0 n!
2n+1
an+1 (n+ 1) 2
= = 8 n 2 N-re,
an 2" n+1
nt
.2 . . )
ami 1 I 0 miatt adja, hogy8 0< g< 1esetén9 ng, hogy8 n ng-ra
4 , . oL .
;—ﬂ < g< 1, igy a hanyadoskritérium miatt a sor konvergens.
n
) i Pox" ) .
Hasonléanbelathato, hogy a ol sor8 x 2 R eseténabszolutkonvergens,
n=0 '+
mert ekkor 2L = X
an n+1

K(‘jvetkezrp,ény (a D'Alem bert-féle hanyadoskritérium  atfogalma-
zasa). Ha a, egysor, melyrea, 6 0 (n 2 N), akkor

T—— an+1 P . )
a) lim a <1 =) an abszolut konvergens;
n
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an+1

P
b) lim >1 =) a, divergens.

n

Meg j%gyzésellg.
1, , . . .
1. A o es 2 soroknal nem alkalmazhat6 a 4. és5. tétel.
P 1 : 1 . e 4o
A ~ sor divergens.De " % < 1, han > 2, igy a gyokkritérium ( b)
része)nemhasznalhatd. Masrészt—1- =1 < 1, azaza hanyadoskritérium
(b része)semalkalmazhatc?I

1 L .
A 2 sor konvergens.De " nlz I 1, igy a gyokkritérium ( a) része)
nem alkalmazhat6. Masrészt ﬁz =L 1 1, igy a hanyadoskritérium
(a) része)semalkalmazhato.

2. A Caudy-féle gyokkritérium er®sebbmint a D'Alembert-féle hanyados-
kritérium, azazha a konvergenciavagy divergenciaaz utobbival eldort-
het®,akkor az el®bbiwl is, de megadhatdolyan sor, melynek konvergen-
cidja a Cauchy-féle gyokkritériummal eldénthet®, de a D'Alembert-féle
hanyadoskritériummal nem. Példaul:

X 5 " han paratlan;
a, ; ha a, = .
2 " han paros

P
6. tetel (Cauc hy-fele kondenzagios tétel). Legyen a, egy monoton
oklen®ésnemnegativtagl sor.  a, akkor éscsakakkor konvergens,ha
2"ax kornvergens.

P
Példa. A n—lp sor (ahol p > 0 x) akkor és csak akkor konvergens,ha
p> 1 (Ezért példaul a % harmonikus sor divergens.) Ha p > 0, akkor

P 1 . , 1 ; . .
a 5 sor nemnegativ tagu, P monoton csoklen®, igy a 3.6. tétel

1 n

zZaz —
azaza o 1

P
miatt akkor éscsak akkor konvergens,ha Z”ﬁ,

geometriai sor konvergens,ami akkor és csak akkor teljesul, ha » 1 < 1,
azazhap> 1
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3. M1lv eletek sorokkal

P
1. denici6. Legyen a, adott sor, ' : Nb! N i@yertélhaté Ieképzése
N-nek N-re, by = a 5y (n 2 N), akkor a b, = a @ sorta a
atr endezett sorénak nevezzuk.

1. tétel. Egy abszolit konvergenssor barmely atrendezett sora is konver-
gens,ésdsszegez eredeti sor 6sszege.

. .. P . . .
Bizonyitds.  a, abszolut konvergens,igy 8" > 0 esetené > 0-hoz
9ng=n 5 hogy 8n > m > ng természetesszamokra

Jams1] + i an) < o

Ha' ésh, az 1. de nici6 szerirti, ésS,, = a1+ :::+ an; Sh = b+ :::+ by,
tovabban(") = supf' (1);' (2);:::;"' (ng)g, akkor 8 n > n(")-rajS, spj<
", amib®ljon, hogy S, sp! O, tehat nIlign S, = r]I'ilm Sh .

2. tétel (Riemann-féle atrendezési tétgl). Ha  a, egy feltétejesen
konvergenssor, s;S 2 Ry; s S, akkor a  a, sornak létezik olyan b,
atrendezett sora,melyreazs, = by + :::+ by; (n 2 N) jeldlésselim s, = s
ésugyanakkor lim s, = S .

P
2. de nici6. Legyenadott a a, sor. Ha' :N! N szigorGanmonoton
nqyekv®,b1 = pitiiita ), b= a g e tiiita gy (n> 1), akkor
a b, sorta a, sorzarodjelezett (csoportositott ) soranak nevezzik.

3. tétel. Egy konvergenssor tetsz®legesenrardjelezhet®a konvergenciaés
az Osszegmeg\altozasanélkdl.

P P
Bizonyitas. Jeldlie S, a an; n a b, zargjelezett sor n-edik részlet-
Gsszegét. Nyilvan = S () (n 2 N), azazh ni részsorozatahSyi -nek,
igy hS,i konvergenciga adja h i konvergencigat, ml’ganlli{n n= r]I'ilm Sh
egyenl®ségz osszegekazonossagat. ' '

Meg jegyzés. A P ( 1" sor divergens, de van olyan zardjelezése,mely
konvergens.Példaula( 1+ 1)+ ( 1+ 1)+ = 0+0+ zargjelezett sor
Osszegé, miga 1+ (1 1+ (1 1)+ = 1+0+0+ zargjelezett
sor 0sszege 1.

P P
3. de nicio. ap és b, sorok szorzata nak neweziink minden olyan
sort, melynek tagjai a;ly alaktak és minden ilyen szorzat pontosan egyszer
fordul el®tagkert.
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Meg jegyzés. A kulonb6z®szorzatok egymashdl csoportositasoklal és at-
rendezésekél kaphatok. Ertelmeziink két specialis szorzatot.

., P ., P . P
4. de nicio. A an és b, sorok téglanyszorzata az a Cn sofr,
n=0 n=0 n=0
melyben

Ch=(ap+ i+ an )b+ an(bo+ ii+ by 1)+ anhy

ap &  a» i a,

by aob)ialb)iathi ianb)i
by | aob anby | @by | ahy |
by | aob; ab, @b | b,
by | aobh &by axby an b

________________________________

3.1. dbra. Sorok téglanyszorzata

P P P
4. tétel. Haa ch, a an és b, soroktéglanyszorzata, akkor
n=0 n=0 n=0 | |
b3 b3 ' 3 '
Ch = an o
n=0 n=0 n=0

P P
Bizonyitds. Ha SS; S2 ésSP a  c¢,, a, és b, sorok n-edik részlet-
osszegeifigy SS = S2 SP, ami adja az allitast.

P P P
5. denici6. A an és b, sorok Cauchy-szorzata aza Cn Sor,
n=0 n=0 n=0
melyben

Ch = aghy + ajhy 1+ i1+ aply :
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. P x" , P y" s : . .
Példa. A ol es o egyebkent, mint az lattuk 8 x;y 2 R esetén
n=0 Il n=0 '

konvergens sorok Cauchy-szorzataa
|

XX 1 knk._)é 1 X n! kon ko _

MG — X =
no k=0 K (M K ! a0 My KM K Y
_ X )"

|
n=0 n:

sor (itt felhasznaltuk a binomialis tételt).

Qo a a as an 1 an
’ /’ ’ ,/ ’ ’
4 p ’ ’ // ’
. , , tb bO .
by by b - ashy by
dp L’ ai L7 ap K as K an 1 ) - an L
’ /’ ’ ’ ’ ’
s ’ 7z 7 7’ 4
4 , . ’ . .
‘ v ’ ’ s ’
// , 7z 4 // //
,
’ // ’ ,/ // bl //
.
by [ aoh a7 @by o ashy san by,
, ,
s ., . e e
. ,
// ’ ’ ’ ’
. . . ’ v
., ’ ’ 4 .
s, 7z 7’ /’ //
. .
, b b, . ,
by aoky - a7 a , ,
7z 7’ 7’ 7’
e e 4 4
7z 7’ 7’ 4
’ ’ . .
7z 7z /’ //
bs aobs . abs L .
)
7z 4 7’
. .
, ,
, ,
. .
. ,
, ,
, .
. .
, ,
)
. .
bh 1 | @by 1Aty 1.
; ;
. .
. .
, ,
, ,
. .
. ,
, ,
bn aoh, .-
.
)
,
.
.
,
,
.
.
,

3.2. abra. Sorok Cauchy-szorzata
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P P
5. tétel (Mertens). Haa a, és b, konvergenssorok quike atp&zoll]t
konvergens,akkor Caudhy-szorzatuk konvergens,esosszege( a,) (  by).

Példa. Az el®bbipélda alapjan a tétel adja, hogy
! !
Aoxn Xy X (x+y)n

n! n! n!
n=0 n=0 n=0

4. Tizedes tortek

1. tétel. Legyen A = f0;1;:::;99. Ekkor 8 x 2 (0;1) val?_)s szamhozegy
. , s an
éscsakegyolyan hani : N! A sorozatlétezik, hogy x = ——, ésnem

10
létezik olyan m 2 N, hogy am < 9 ésax = 98k 2 N; k> m esetén.

o ) P a " )
De nicid. A tételben szerepl® ﬁ sor dsszegét
n=1

O agaz:::an:::

maodon is jel6ljuk ésx 2 (0; 1) tize destort-alakja nak nevezzik.
Ha 9 k 2 N, hogyaxk 6 0 ésa, = 0 8 n > k természetesszamra, akkor
véges tize des tort r®l beszeélinkeés

0;ajap:::ax
maodon jeloljuk.
Ha léteznek olyan k;I 2 N szamok, hogy ax+n = ak+1+n (N = 0;1;:::),
akkor szakaszos tizedes tort r®| beszéliinkés azt

O;ar:::ax 18k ak+) 1
madon is jeldljuk.

Meg jegyzések.

1. Belathat6, hogy x 2 (0;1) akkor éscsak akkor racionalis, ha szalkaszos
tizedestort.

2. Hay 2 R, akkor 9x 2 (0;1) ésl 2 Z, hogyy = |+ x. Ekkor y el®allitasa
y = l;a1a2:::an ::: modon jeldlhet®.

3. Hay 2 R, akkor 9 x 2]0;1[ ésl 2 Z, hogyy = | + x. Ekkor y el®allitasa
y = l;ajap:::a, i modon jeldlhet®,ha x = 0;ajaz:::an:::. Nyilvan
y 2 R akkor éscsak akkor racionalis, ha a tizedestort részeszakaszos.
Egyébként vy irracionalis.
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4. A tizedestortekre (mint végtelen sorokra) értelmezhet®ka mfveletek,
megadhatérendezéspizonyithatok ezektulajdonsagai, érvényesa teljes-
ségiaxioma is, ezért ez is egy modellje (reprezenacioja) lehet a valos
szamoknak. Ez a tizedestort modell. Ennek elemeivel bizonyos egysze-
r{isitéseklel kodzépislolaban is talalkozhattunk.



V. fejezet
Flggvenyek folytonossaga

1. Alapfogalmak

1. denici6. Azf :E R! Rtipusufiggvenyeket valés fiiggvény eknek
newezzik.

A valés fuggvérnyek olyan specidlis relaciok, melyek R R részhalma-
zai. Ezek szemléltetését,illetv e grafjuk (gra k onjuk) abrazolasatbiztositja
a Descartes-félekoordinatarendszerbewvezetése R R modelljének (repre-

Tekintstink két, egymasramer®legesgyenesta sikban, mint két olyan
szameggnest,melynek O-pontja a metszéspnt ésaz 1 pont mindkét egyene-
senazonostavolsagravan 0-t6l, akkor a sik pontjaihoz az (x;y) 2 R Rren-
dezett parokat bijektiven lehet hozzarendelnioly médon, hogy a P ponthoz
rendelt x ésy koordinata a P-b®laz els®ésa masaik egyenesrebocsgtott
mer®legesalpp ontjanak megfelel®@szamlegyen a kérdésesegyenesen.

V2 TF’(x; y)
1 e
o 1 X

1.1. 4bra. Descartes-félekoordinatarendszer

A koordinatarendszer felvétele utan a sik pontjai valos szamparokial,
R R elemeiwel jellemezhet®kekkor sik-onazR R halmazt értjik.

Azf(x;x?) 2 R Rjx 2 Rg= f relaciofiiggvéry lesz,mert (x; y); (X; z) 2
f esetény = x? = z teljesill. Ezt f (x) = x? (x 2 R) madon is jelélhetjik.
Ezenf fliggvéry (mint relacio) inverzeaz f ' = f(x2;x)jx 2 Rg relacio,

61
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ami nem flggvery, igy f nem invertalhato. Ha az f fjp.. 1 [ leszfkitését
tekintjtk, uagy (f jjo.+1 ) 1 maér fuggvéry, igy f jjo;+1 [ invertalhato.

y f=f(xx?)jx2Rg

f 1=1((x%*x)jx2Rg

—_— -
-_
-_
-_
—
-

-~ -
-
- -
-
-

1.2. dbra. Nem invertalhato fliggvény

2. denicio. Azf :E R! Rflggvény korlatos , haf (E) korlatos.
Azf :E R! Rfuggvény alulr 6l (felilr ®I) korlatos , haf (E) alulrol
(felulr®l) korlatos.

A sup(f (E)); inf(f (E)) szamolat azf pontos fels®,illetve pontos also kor-
latjdnak (supremum anak, illetve in mum anak) nevezzik E-n.

3. denici6. Haazf : E R! R fuggvery eseténlétezik x1;x2 2 E,
hogy

supf (E) = f(x1); inff(E)=f(x2);
akkor azt mondjuk, hogy f -nek létezik abszolat maximum a, illetve mi-
nimum a E-n.
Az f . E R ! R fuggwernynek az xo 2 E-ben helyi (lokalis ) maxi-
mum a, illetve minimum avan, halétezikK (xp; ), hogyx 2 K (xg; )\ E-re
f(x) f(xo),illetvef(x) f(xop) teljesdl.

Példa. Az f (x) =

1+ 32 (x 2 R) fuggvéry teljesiti az aldbbiakat.
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, p 1 . . .
Alulrdl korlatos, mert 0 < T+ x2' hiszenez, 1+ x2 > 0 miatt ekvivalens
a 0< 1igaz egyenl®tlenségge8 x 2 R esetén.

y

1

1
f(x)= 1+ x2

1.3. abra. Korlatos figgvény

Felllr®l korlatos, mert 1, hiszenezaz1l 1+ x2,illetve0 x2

2
igaz egwnl@tlenséggeékci\;(alens8 X 2 R esetén.

igy f korlatos fliggvény.

inff (E) = 0. Egyrészt0 alsé korlatja f -nek. Masrésztf minden als6
korlatia 0. Tegyik fel ellenkez®leghogy 9 " > 0 (" < 1) alsé korlatja
f (E)-nek. Belatjuk, hogy ez nem lehetséges. Ekkor ugyanis 9 x 2 R,
hogy

1

" 1 5
m< () < 1l+x () 1<x);

r

utébbi igaz 8 jxj > } 1-re (kihasznaltuk, hogy az " < 1 felteves
miatt £ 1> 0).
supf (E) = 1 hasonlbéanbelathato.

@x 2 R, hogy 1+—1x2 = 0, mert ha létezne, gy 1 = 0 adddna, ami

lehetetlen. igy f -nek nem létezik abszoltt minimuma.

1 . .
13 %2 =1 () x=0,igyf-nek0-ban abszolit maximuma van, ésez
1.

X = O-ban f -nek lokalis maximuma van, ami 1. De @xg 2 R; x 6 0O,

hogy ott lokalis minimuma lenne.

4. denicio. Azf : E R! R fuggvény monoton novekv® (csok-
ken®), ha 8 x1;X2 2 E; X1 < Xp-ref(x1) f(Xp), (lletvef(x1) f(x2))
teljesul (szigord monotonitasnal f (x1) < f (x2), illetve f (x1) > f (x2)).

Azf :E R! Rfuggvery azxp 2 E-n novekv®en (csokken®n) halad at,



64 V. FUGGVENYEK FOLYTONOSSA GA

ha létezik K (Xo; ), hogy 8 x < Xg; X 2 K(Xg; )\ E esetén
f(x) fxo)  (F(x) f(xo)
€sXx > Xg; X2 K(Xg; )\ E-re
fF(x) fxo)  (F(x) f(xo)
teljesdl.

Példa. Azf(x) = ax+ b(x2 R; a;b2 R; a6 0) fuggvery
a > 0 eseténszigorian monoton névekv®, mert 8 X1;X2 2 R; X1 < X»
esetén

axi < axz ; amib®l f(x1) = ax;+ b< axp+ b= f(x2)
(az egyenl®tlenségésmert tulajdonsagaialapjan);
y y

N

o/ X 0 X

1.4. abra. Monoton névekv®és cstklken®fliggvények

a < 0 eseténszigortan monoton cséklen®,mert 8 xX1;X2 2 R; X1 < X»
esetén

ax; > axy ; amib®l f(x1) = axy+ b> ax, + b= f (x2) :

2. A folytonossag fogalma

Az f flggvéry xo pontbeli folytonossagaazt a szemléletestartalmat
ragadja meg, hogy f (x) tetsz®legeserkicsit tér el f (xp)-tol, ha x elégkozel
van xg-hoz.

1. denici6. Azf :E R! Rflggwerny azxg2 E pontban folytonos ,
ha8" > 0-hoz9 (") > 0, hogy8x 2 E; jx Xgj < (") eseténjf (x)

f (Xo)j < ™.

Azf :E R! Rflggwery folytonos azA E halmazon , ha A minden
portjaban folytonos.
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Meg jegyzések.

1. A de nici6 kdrnyezetes atfo galmazas a:
Az f : E R ! R flggvérny az xo 2 E pontban folytonos, ha 8
K (f (Xg);")-hoz 9 K (xo; (")), hogy 8 x 2 E; x 2 K(Xg; (")) esetén
f(x) 2 K(f (x0);").

2. A folytonossagpontb eli (lokdlis) tulajdonsag, amely globalissatehet®(a
de nici6 masalik részeszerirt).

Példa.
1. Egyf :N R! R fuggwery (sorozat) folytonos N-en.
y
[ ]
[ ] [ ]
° 11
° 2 2
[ ] . P . N
|123 No 1§no§no+1
2.1. &bra.

Megmutatjuk, hogy 8 ng 2 N eseténfolytonos, ugyanis 8 " > 0 esetén

legyen (") = > ekkor azjn  ngj < > egyenl®tlenségecsakn = ng-ra
teljesul, ésezértjf (n) f(ng)j = jf(ng) f(ng)j=0<".

2. Azf (x) = c(x 2 R) figgvéry folytonos R-en. Ugyanis 8 xo 2 R pontban
8 " > 0 eseténpéldaul (") = l-et valasztva, hax 2 R ésjx Xpj < 1,
akkor jf (x) f(xg)j=jc ¢g=0<".

3. Az f(x) = x (x 2 R) fuggvéry folytonos R-en. Hiszen8 xg 2 R pontban

8" > 0-hoz (") = "-t valasztva, hax 2 R ésjx Xgj < (") =", akkor
JF(x) f(xo)j=Jx xoj<”
y
fO)+" F----- S
0 ) X
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4. Azf(x)= "X (x 0)fiiggweny folytonos xo = O-ban. Ugyanis 8 " > 0O-
r% ha [52 ="N akkar 8 x 0; jx 0j=x<""eseténjf (x) f(0)j=
0j = p§< ="
5. Az
F(x) = 1; hax2Q

0; hax2RnQ

(Diric hlet-figgvery) seholsemfolytonos. Hiszen8 xp 2 R esetén” = 1-
hez8 (") > 0Ot valasztva (felhasznaha, hogy 8 K (xg; ("))-ban van
racionalis ésirracionalis szamis) 9 x, hogy jx  Xgj < (") ésjf (x)
f(Xo)j=JO0 1j=1 haxe2Q,illetvejf (x) f(xp)j=j1 0 =1, ha
X002 RnQ.

1. tétel (atviteli elv). Azf :E R! R flggvény akkor, éscsakakkor
folytonos az xo 2 E pontban, ha minden xg-hoz konvergal6 E-beli hxpi
sorozateseténaz i (x,)i R-beli sorozatkonvergensés nI||{n f (xn) = f (Xo).

Bizonyitas.

a) Legyen f folytonos xo 2 E-ben. Ekkor 8 " > 0-hoz9 (") > O, hogy
8 x 2 E\ K(xp; (") eseténf (x) 2 K(f (xo);"). Legyen hx,i olyan,
hogyxn 2 E; xn ! Xo. Ekkor (")-hoz9 n( (")), hogy8n n( ("))-ra
Xn 2 K(xo; ("))\ E, ésigyf(xn) 2 K(f (x0);"), azazf (xn) ! f(Xo).

b) Tegyukfel, hogy 8 xn ! Xo (Xn 2 E) eseténf (x,) ! f (Xp). Feltessziik,
hogy f nem folytonos xg 2 E-ben,azaz9 " > 0; hogy 8 (") > O-ra, igy

(" = % (n 2 N)-reis 9 xn 2 E, hogy

1
d(xo; Xpn) < o de d(f (xo);f(xn)) ™
Ez azt jelenti, hogy d(xo;xn) ! O, azazx, ! Xg, de f(x,) nem tart
f (Xp)-hoz, ami ellertmondas. Tehat f folytonos xo-ban.

Meg jegyzés. A fontonosségitt megadott ekvivalensmegfogalmazéséso-

Példa. Az (
fiRIR fo= =+ %O
1; x<0;
fuggvérny nem folytonos az xg = 0 pontban. Mert ha hx,i olyan sorozat,
hogy xp < 0(8 n 2 N) ésx, ! O, akkor f(x,) = 1(8 n 2 N) ésigy
f(Xp)! 16 1= 1(0).
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y
1.
0 X
1
2.3. abra.

2. denici6. Azf :E R! R fuggvény balrél (jobbrdl) folytonos az
Xop 2 E pontban, haazf-nek (1 ;xg]\ E-re (illetve[xg;+1 )\ E-re) valo
leszfkitésefolytonos xg-ban.

Meg jegyzések.

1. A denici6 adja, hogy f akkor éscsakakkor balrdl (illetv e jobbrol) foly-
tonos xg-ban, ha8 " > 0-hoz9 (") > 0; 8x 2 E; Xg (") < x Xo
(iletvexp x < xg+ (")) eseténd(f (xg);f (X)) < ".

2. Megfogalmazhatda sorozatosvaltozat is.

Példa. Az el®bbipéldafiiggvenye xg = 0-ban jobbrdl folytonos, mert lesz{-
kittseE = [0;+ 1 [-re konstans, igy folytonos E-n. Ugyanakkor a figgvery
balrdl nemfolytonos xo = 0-ban, amit az el®bbipélda bizonyitasanak ismét-
léséel lathatunk be.

2. tétel. Az f : E R ! R figgveny akkor és csak akkor folytonos az
Xp-ban, ha ott jobbrél ésbalrdl is folytonos.

3. tétel (jeltartds). Haazf :E R! R fuggvéry folytonos azxg 2 E-
ben ésf (xg) 6 0, akkor 9 K(xg; ) R, hogy8 x 2 K(Xp; )\ E esetén
signf (xg) = signf (x).

1 :
Bizonyitas. A folytonossagmiatt " = EJf (X0)j-hoz 9 K (xo; ); hogy
8 x 2 K(xp; )\ E eseténf (x) 2 K(f (xo);"), azazjf (x)j > %jf (Xo0)j. Tehat
signf (xg) = signf (x), hax 2 K(xq; )\ E.
3. denici6. Az f : E R ! R fuggvéry egyenletesen folytonos az

E:1 E halmazon,ha8">09 (")>0; 8x;y2 Eq; jx yj< (") esetén
ifx) fmi<"

Meg jegyzések.
1. Haf az Ej-en egyenletesenfolytonos, akkor ott folytonos is. A megfor-
ditds nemigaz.
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2. Azf : E R ! R figgverny nem egyenletesenfolytonos az E; E
halmazon,ha 9" > 0; 8 (") > 0 9xy 2 Eg; jx yj< ("), de
ILECORNR (')

Példa. Legyenf :RnfOg! R; f(x)=
f egyenletesenfolytonosazE; = [1;+1 [ RnfOg intervallumon, mert

1
v

. . 1 1 Xy .
f(x) f = - - = — X X;y2E
) ti= y Xy XV (X;y 2 Eq)
miatt 8 " > O-ra (") = " valasztassal8 x;y 2 E; ésjx yj< (") ="

eseténjf (x) f(y)j <" kovetkezik.

f nem egyenletesenfolytonos az E» =]0;1] R nfO0g intervallumon, mert

ha" = % akkor 8 (") > 0ra9n 2 N, hogy% < (") ésx = %; y =
1

(n 2 N) esetén

1
eyi= g n 1 nn 1) n ’
. L . 1
dejf(x) f(Wi=jn (n 1)j=1> >
y
1
0 1 X

2.4. abra.

3. Folytonossag és miveletek

1. tétel. Haazf;g:E R! R fuggvények folytonosak az xg 2 E-ben,
akkorazf + gésf ( 2 R) is folytonosak xo-ban.

Bizonyitas. Az atviteli elv szerirt f;g akkor éscsak akkor folytonosak x -
ban, ha8 x, ! Xo (Xn 2 E) eseténf (xn) ! f(Xo); 9(Xn) ! 9(Xo). Tehat
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(a sorozatokrol tanultak szerirt)

f(xn) + 9(xn) ! f(x0) + 9(xo) = (f + g)(Xo) :

Azaz (ismét hasznaha az atviteli elvet) f + g folytonos xo-ban.
A masik allitas hasonléanbizonyithato.

2. tétel. Haazf;g:E R! R figgvenyek folytonosak az xo 2 E-ben,
akkorazf g, ésg(x)6 0(x2E) esetén,a is folytonos xg-ban.

Bizonyitas. Mint az el®bb.

Példa.
1. Az f(x) = x? (x 2 R) fuggvéry 8 xo 2 R pontban folytonos, mert
f(x) = x2 = x x miatt két, xo-ban folytonos fiiggvéry szorzata.

1
2. Az f(x) = ” (x 2 RnfOg) fuggverny 8 xo 2 Rnf0g pontban folyto-

nos, mert az f1(x) = 1 ésfy(x) = x 6 0, Xp-ban folytonos fiiggvenyek
hanyadosa.

3. tétel (az Osszetett fuggv ény folytonossaga). Legyenekf :E R!
R; g:f(E) R! R adott fuiggveryek. Haf folytonosazxp 2 E pontban,
g folytonos az yp = f (xp)-ban, akkor a h = g f fluggveny folytonos az
Xo-ban.

Bizonyitas. g folytonossagamiatt: 8 K (9(yo);")-hoz 9 K (yo; 1(")), hogy
8y 2 K(yo; 1("))\ f(E) eseténg(y) 2 K (g(yo);");

f folytonossagamiatt: K (yo = f (Xo); 1("))-hoz 9 K (xo; (")), hogy

8x 2 K(xo; (")\ E eseténf (x) =y 2 K(yo; 1(")),

igy g(f (x)) 2 K(o(f (x0));"), azazg f fuggvery folytonos az xp-ban.

Példa. A h(x) = px2+ X (x  0) fyggvéry folytonos az xg = O-ban.
Hiszenf (x) = x?+ x (x  0) ésg(x) = ' X vélasztassalh = g f, tovabba
f folytonos xq = B—ban (hiszen két folytonos fliggvérny dsszege)g folytonos
f (0) = 0-ban (az " x 0-beli folytonossagamiatt), igy alkalmazhat6tételink.

4. Folytonossag és top ologikus fogalmak

1. tétel (a folytonossag top ologikus megfelel®je). Azf :E R! R
fuggvéry akkor és csak akkor folytonos E-n, ha barmely B R nyilt hal-
mazra

f 1(B)=1fx2Ejf(x)2Bgnyil.
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2. téetel (kompaktsag eésfolytonossag). LegyenE R kompakt halmaz,
f :E! R folytonos fuggvery E-n, akkor f (E) kompakt.
(Roviden: kompakt halmaz folytonos képe kompakt.)

Bizonyitas. Legyenf o,gtetsz®legesyilt lefedésd (E)-nek. Ekkor azf (o)
halmazok nyiltak, ésff (o,)g nyilt lefedéseE-nek. De E kompakt, igy lé-

8 8

f f Yo) = o lefedif (E)-t, tehat f (E) kompakt.
i=1 i=1

K 6vetk ezmények.

1. f(E) korlatos észart.

2. f felvesziE-n az abszolut minimumat ésmaximumat (mert supf (E) és
inf f (E) is elemef (E)-nek, haf (E) zart éskorlatos).

3. tétel (kompaktsag és egyenletes folytonossag (Heine)).

LegyenE R kompakt halmaz,f : E! R folytonos figgvérny E-n, akkor
f egyenletesenfolytonos E-n.

(Roviden: kompakt halmazonfolytonos fiiggvéry egyenletesenfolytonos.)

Példa. Az f (x) = ax?+ bx+ c; x 2 [ 1;5]; (a;b;c2 R) flggvéry egyenle-

tesenfolytonos a [ 1;5] intervallumon, mert  folytonos fliggvények dssze-
geként folytonos, ésg = [ 1;5] kompakt halmaz (hiszenkorlatos észart).



VI. fejezet

Flggvenyek hatarerték e

1. Alapfogalmak és tételek

Kérdés: Hogyan viselkednek a koévetkez®fiiggvények a megadott pont,

vagy pontok kérnyezetéten?

<X; x61

fi1: R! R; fi(x) =

Xo=0,1,+1 ;1

Xo=0;1;

Xo=0;2,+1

fa

faq

2: x=1
fo: 101 R;  fa(x) = x?;
1
fa: Ry ! R, f3(X)= —;
&
<1; X
fa: RI' R; fa(x) =
: 1 x<0
Y,
fq
2 .
1
01 2 X
b/
fa
2
1
0 1 2 X

1.1. abra.
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Megallapitasok.

1. Xo minden esetlentorld dasipontja az értelmezésitartomanynak (de nem
mindig eleme).

2. 9A 2R (vagy Rp), hogy xn ! xp eseténf (x,) ! A. (Kiv étel f 4, ekkor
Xn ! 0 (Xp > 0vagyxn < 0) eseténf 4(x,) ! 1vagyfa(xn)! O).

3. A nem feltétlendl eg)enl®f (Xo) (f 4 eseténnem is létezik).

1. denici6. Az f : R! R fuggvény nek az xo 2 E°pontban Iétezik
hatér értéke , ha Iete2|kA 2 R, hogy barmely " > 0 esetén9 (") > 0;

X2E; 0<jx X< () =) ji(x) Aj<™:
A-t azf figgvery xop-beli hatarértékének nevezziik, ésxllirr)( f (x) = A vagy
' Xo
f(xX)! A; hax! Xoq, jeloléselet hasznaljuk.

Meg jegyzések.

1. Fontos megegyezni, hogy egyrésztcsakaz értelmezésitartomany X tor-
I6dasi porntjdban beszéliinkhatarértékr®l, masrészta de nicibban az f
fluggvery xp-ban felvett értéke nemjatszik szeremt. Az els@feltétel azért
kell, mert igy Xo-at meg tudjuk kozeliteni t®le kilénbdz® (értelmezési
tartomanybeli) pontokkal. A masalik dolog miatt pedig az xo-ban el-
rontott (lasd f1-et az xo = 1 pont esetén),vagy Xo-ban nemis de nialt
fuggvery hatarértékéreis értelmes fogalmat kapunk.

2. Megfogalmazhatda kdrnyezetesvaltozat is:
Azf :E R! R fiiggwerynek az xo 2 E° pontban 9 hatarértéke, ha
9 A 2 R, hogy 8 K(A;")-hoz 9 K(xo; (")); 8 x 2 K(Xo; ("))nfxog;
X 2 E eseténf (x) 2 K(A;").

3. A hatéarérték létezésepontb eli tulajdonsag.

4. Azf :E R! R fuggverynek az xo 2 R-ben nem létezik hatar ér-
téke,haxo2 EC vagyxo2 EPés8 A2 R; 9" > 0; 8 (") > 0esetén
9x2E; x2K(xo; (")nfxeg; f(x) 2 K(A;").

5. A hatarérték (ha létezik) egyértelmfen meghatarozott (ez indirekt bizo-
nyitdssal hasonléan,mint a sorozatoknal egyszerferbelathato).

Példa.

1. Az f(x) = c(x 2 R) fuggverynek 8 xo 2 R-ben a hatarértéke c. Hiszen
Xo torlédasi pontja R-nek, és8 " > 0-ra 8 (") > 0 esetén,ha 0 <
X Xoj < ("), akkor jf (x) f(xp)j=]jc ¢ = 0<" kovetkezik.

2. Az f(x) = x (x 2 R) fuggverynek 8 xo 2 R-ben a hatarértéke xo.
Ugyanis xo torlodasi pont, és8 " > O-ra (") = " > 0 esetén,ha 0 <
X Xoj < (") =", akkorjf (x) f(xp)j=jx Xoj <" kovetkezik.
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3. Az el®@z®éldabeli f; figgvenynek xo = 1-benlétezik hatarértéke ésaz 1.
Hiszenxo = 1 torlodasi pontja R-nek, és8 " > 0-ra, ha (") = ", akkor
8x2R;0<jx 1< (")="eseténf(x) 1=jx 1 <" kovetkezik.

2. denici6. Legyenf :E R! R adott flggvery, ésxg torlédasi pontja
[Xo;+1 )\ E-nek(vagy (1 ;xo]\ E)-nek). Az f fuggverynek az xq-ban 9
jobb- (vagy bal-) oldali hatér érték e, ha

9A2R; 8">09 (")>0 8x2E; Xo< x < xo+ (") (vagy
Xo (") <x<x0)=) Jf(x) Aj<”.

A-t f jobb- (illetv e bal-) oldali hatarértékének nevezzik xo-ban, ésa

lim f(x)=A=f(Xo+0) vagy Im f(x)=A=1f(xo O0)
X! Xo+0 x! xo O

jelélést hasznaljuk.

Meg jegyzések.

1. A de nicio aleszfkitéssegitségéslis megfogalmazhato.Példaul: Legyen
f :R! R adott fuggvery, ésxg torlddasi pontja [xo;+1 [\ E-nek. Az f
fuggvenynek az xp-ban Iétezik jobboldali hatarerteke, ha az f ji,.+1 p e
fuggveérnynek Iétezik hatarértéke xo-ban.

2. A kornyezetesatfogalmazasis megadhato.

3. Konnyen belathato a kovetkez®:
Legyenf :E R! R adott fliggvéry, ésxg torl6dasipontja [xg;+1 )\
E”~ (1 ;xo]\ E-nek. Az f flggvénynek xg-ban akkor, és csak akkor
létezik hatarértéke, ha létezik f (xg 0) ésf (xg+ 0) ésf(xg 0)=
= f (Xo+ 0) = A (f hatarértéke xo-ban).

Példa. A fenti f,flggvenynek xo = 0-ban ajobboldali hatarértéke 1, mert O
torlodasipontja a[0;+1 [-nekés8" > 0-ra8 (") > Oesetén8x 2]0;+1 [-
rejf (x) 1j=j1 1j= 0< " kovetkezik.

f4-nek xg = 0-ban a baloldali hatarértéke 1, mert O torl6dasi porntja a
] 1;0-nakés8" > 0-ra8 (")> Oesetén8x 2] 1 ;0[rajf(x) ( 1)j=
i 1 ( 1)j=0< " kovetkezik.

Az f,4 flggvéry jobb-, ésbalodali hatarértéke kilonbdzik xo = 0-ban, igy
ott nem létezik hatérértéke.

3. denici6. Azf :E R! R fiilggvéryek xo 2 E%ben a hatar érték e
+1 (vagy 1 ), ha8K-hoz9 (K)>0;, 8x2E; 0< jx Xqj < (K)
eseténf (x) > K (vagyf (x) < K).

Meg jegyzések.

1. A de nici6 kornyezeteklel is megfogalmazhato.

2. A+1 (vagy 1 ) egyldali hatarértékként is megfogalmazhato.
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3. Az x = X egyenestaz f fuggwery fligg®leges aszimptota janak ne-
vezzuk, ha f hatarértéke (vagy egyoldali hatarértéke) xp-ban +1 vagy
1

Példa. A ferti f3 flggvernynek az xo = 0-ban a hatarértéke +1 , mert O
torld dasi pontja R4 -nak és8 K -hoz

8

<K ! ; haK >0
(K) =,

© tetsz®leges ; haK 0

. , 1 . . ,
valasztdssalhax 2 R ésjx 0j= x < K illetvejx 0j=x< ", akkor

f(x)= 1 > K, illetvef (x)> 0 K kovetkezik.
X

4. de nici6. LegyenE R felllr®l (alulrdl) nem korlatos halmaz,

f :E! R adott fuggwéry. Az f figgvérynek +1 (vagy 1 )-ben létezik
hatar értéke,ha9 A2 R; 8">09M 2R; 8x2E"Xx>M (_x< M)
eseténjf (x) Aj< ". Ekkor At f + 1 (vagy 1 )-beli hatarértékének
newezzik, ésra axllirp1 f(x)=A_ X'Iilm f (X) = A jel6lést hasznaljuk.

Meg jegyzések.

1. A de nici6 kdrnyezetesalakban is megfogalmazhaté.

2. Az I(x) = ax+ b (x 2 R) linearis figgvéry grafjat (egyenest)az f :
Je;+1 ! R (llletvef ;] 1 ;c! R) fuggvéry aszimptotdjanak ne-
vezzik +1 -ben (illetve 1 -ben), ha xlliT1 [f(x) 1(xX)] = 0 (illetve

x|”1m [f (x) [(x)] = 0). Specidlisan,haa= 0, ugy azl(x) = b(x 2 R)
egyenestvizszirtes aszimptotanak nevezzuk, ha X'Iirpl f(x) = b(illetve
X!Illm f (X) = b) teljesdl.

3. A példatarban megnutatjuk, hogyazf (x) = x+ % fuggvérynek xg = 0-

ban fligg®legesszimptotaja van. Az y = x egyenespedig aszimptotaja
a+l -benésa 1 -ben.

4. Az f(x) = % (x 2 RnfOg) figgvernynek az x = 0 egyenlety egyenes
(az y-tengely) fligg®legesmig azy = 0 egyenes(az x-tengely) vizszirtes
aszimptotgja (mindkett® 1 -benés+1 -benis).

5. Haegyf : E R! R flggvényt tekintiink, akkor megfogalmazhat6
azis, hogy f hatarértéke +1 (vagy 1 )-ben+1 (vagy 1 ), azaza
végtelerben vett végtelenhatarértek.
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Példa. Az f3 fuggvernynek +1 -ben a hatarértéke 0, mert R, felllr®l nem
, ) " e 1
korlatos (hiszenN R nem korlétos felulr®l), tovabb4d 8 " > O-ra (") = -

eseténhax > (") = } akkor jf (x) Q= %< " kovetkezik.

1. tétel (atviteli elv). Azf :E R! R fuggvérnynek az xo 2 E° pont-
ban akkor, éscsak akkor |étezik hatarértéke, ha barmely xo-hoz konvergald
hxni : N! Enfxoeg sorozateseténlétezik r]I'i{n f(xn) = A.

Bizonyitas. Ugy, mint a folytonossagnal,csakaz ottani K (f (xo);") helyett
K (A;")-t ésaz xp-beli folytonossaghelyett xg-beli hatarértéket kell mon-
dani.

Példa. Az, hogy a fejezetelejénde nialt f 4 fliggvénynek xg = 0-ban nem
létezik hatarértéke, az atviteli elvvel kdnnyen bizonyithato.

Hahx,i olyan sorozat,hogyx, ! 0ésx, > 0, akkor If 4(xp)i = hli konstans
sorozat, melynek hatarértéke 1.

Ha hx,i olyan sorozat, hogy x, ! 0 ésx, < 0, akkor H4(x,)i = h 1i

konstanssorozat, melynek hatarértéke -1.

16 1, igyigaza példaallitasa.

2. Hatarértek és mYveletek illetv e egyenl®tlenségek

A hatarérték képzésetsaz alapmiveletek felcserélhet®k .
1. tétel. Legyenekf;g:E R! R adott fliggvények gy, hogy xo 2 E%
ben Iim f (x) = A és lim g(x) = B. Ekkor

x!" Xo X! Xo

a) lim (f +g(x)= lim[fX)+g(X)]=A+B;

x!' X0 ) X! Xo
b) Xl!fn?(O(f )(X) = xlym?](o fxX)=A; ( 2R);
c) Jm (f 9)(x) = lim [f(x) gx)]=A B
o f _ o ) A :

d) X|!In’)’l(0 5 x) = xI!m>]<o ax) - B’ hagé 0, B6 0.
Bizonyitas. Az atviteli elv ésa sorozatokravonatkozé megfelel®@ételek alap-
jan.
Példa. Azf (x) = 3x?+2x+5 (x 2 R) fuggvénynek xo = 0-ban a hatarértéke
5, mert O torlédasipontja R-nekésag(x) = x; h(x) = 5(x 2 R) fuggvernyek
hatarértéke 0-ban 0, illetve 5, igy az x ! 3x2 ésx ! 2x hatarértéke is 0,
végll az el®bbielet felhasznaha f -nek 0-ban a hatarértéke 5.
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2. tétel. Legyenf :E R! R ésxg2 E® Ekkor
o . _ . 1 .
a) X|!In’)’l(ojf xX)j=+1 = Xl!lrr)1(O m =0;
b) Xl!ln)1(0f x)=0,f60 =) )(I!|r7)1(o 0] =+1 ;
Bizonyitas. Az atviteli elv ésa sorozatokravonatkozé megfelel®@ételek alap-
jan.

1
Példa. Az f(x) = 2 (x 2 Rnf0g) fuggvéry hatarértéke xo = 0-ban +1 ,
mert O torl6 dasipontja Rnf0g-nak, 9 Ii'mox2 = 0, igy a tétel b) részemiatt
X!

. .1 2
9 )|(I!m0 2 )I(llmoﬁ =+1 (x*6 0, hax 2 Rnf0g).

Az alébbi tétel azt mutatja, hogy a kulénb6z®sorozatok kézoétti nagy-

sagviszoly megfelela hatarértékek kozotti nagysagviszognak.

3. tétel. Legyenekf;g;h:E R'! R adott figgvények ésxq 2 EC Ekkor,
ha

a) X||i">1< f(x)=A » le gx)=B ~ 9K(xp ); f(x) 9g(x)
! 0 : 0
8 x 2 [K(Xo; )nfxeg]\ E =) A B ;
. _ A . B A _
b) XI!'"J(Of(X) = A Xlllrr)!og(x) =B A<B =)
9 K (Xo; ); f(X) < g(x)8x2I[K(xo; )nfxog]\ E ;
c) K(xo; ); f(xX) h(x) 9g(x)8x2]I[K(xp; )nfxeg]\ E
A . . _ _ : .

9 xl!m>]<of (x) = xI!IrT>]<o gx)=A =) Xl!ln?(Oh(x) =A
Bizonyitas. Az atviteli elv ésa sorozatokravonatkozé megfelel®@ételek alap-
jan.

Meg jegyzések.

1. A tétel megfogalmazhaté+1 (illetve 1 )-benvett hatarértékre is.

2. Ha a b) részten g = 0 vagy f = 0O, akkor a jeltartasi-tétel adadik.
Azaz, ha le f (x) > 0, akkor van az xp-nak olyan kornyezete, mely-

Y Xo

benf (x) > 0; pontosabban9 K (xq; ); f(Xx) < Ovagyf(x) > 08 x 2
[K (xo; )nfxog]\ E.

4. tétel (az Osszetett flggv ény hatarérték e). Legyenek adottak az

f:E R! R;g:f(E)! R fuggvények, tovabba xo 2 E° yo 2

(f (E))%olyan, hogy x 6 xq eseténf (x) 6 yo. Létezzenxllin; f(xX) = yp és

' Xo

ylzm?/o og(y) = A. Ekkor 9 xl!m?(o(g f)(x)=A:
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Bizonyitas. Mint a folytonossagravonatkozo6 megfelel®ételnél, csak
K (9(f (x0));") helyett K (A;") ésK (f (xo0); 1(")) helyett K(yo; 1(*)), mig
a folytonosag helyett a hatarérték létezésehasznalando.

3. A hatarérték eés a folytonossag kapcsolata

Tétel. Legyenf :E R! R adott fliggvéry ésxo 2 E; xo2 E® f akkor
éscsak akkor folytonos xp-ban, ha 9 Xllirr)1( f (x) = f (Xo).
Y Xo

Bizonyitas.

a) Ha f folytonos xq torl6dasi pontban, akkor a folytonossagde nicid ja
adja, hogy 9 A = f (Xp) hatarértéke xg-ban.

b) Ha 9 A = f (xo) hatarérték, akkor a hatarérték de nicié ja miatt
8 K (f (x0);")-hoz 9 K (xo; (")), hogy 8 x 2 E; x 2 K(xo; ("))nfxog
eseténf (x) 2 K (f (Xo);"). Masrésztf (xg) 2 K (f (xo);"). Igy 8x 2
K(xo; (") ésx 2 E eseténf (x) 2 K(f (xg);"), azazf folytonos Xo-
ban.

Példa. A korabban vizsgalt f, fuggvenynek létezik hatarértéke az xo = 1-
ben ésaz 1-gyel egyenl®,masrésztf (1) = 26 1, igy tétellink szerirt f1 nem
folytonos xo = 1-ben.

De nicio. Haazf :E R! R fuggverny nem folytonos az xo 2 E pont-
ban, akkor azt mondjuk, hogy xo f -nek szakadasi helye, vagy hogyf -nek
Xo-ban szaladasavan.

Haf : E R ! R adott fuggvéry ésxg 2 E° (azaz xo bels®pont E-
ben), ésxy szalkadasi helye f -nek, tovabba 9 X||i)r(l;l+o f(x) = f(xo+ 0) és

Xlli)cn 0f (x) = f(xo 0), akkor azt mondjuk, f -nek xo-ban els®faju sza-
: 0

kadasa van. Ha mégf (xg 0) = f(xo+ 0), akkor azt mondjuk, hogy a
szakadas megszintethet® .

Ha f -nek xp-ban szaladasavan ésaz nem els®f@, akkor azt masodfaju
szakadasnak nevezzik.

Példa.
1. f1 az el®bbipélda alapjan nem folytonos xo = 1-ben, igy ott szalkadasa
van. X'IirP+Of1(x) = X'IirP 0fl(x) = 1, igy a szalkadasamegszunethet®

(valtoztassuk megf 1(1) értékét 2-r®l 1-re ésfolytonos lesz).

2. A korabbi f 4 fliggvérny nem folytonos 0-ban, igy ott szakadasavan,

X!llrc])1+0 fax)=16 1= X!|II'E)’] 0f4(x), ezért a szalkadasels®fa.
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3. Belathato, hogy az
8
<1 ; hax6 0
f)=_ X
~ 0

chax=20

fuggvéryre lim f(x)=+1; lm f(x)= 1 ,O-banszaladasavan,
e szaladas rﬁéscﬁfajl]. '

4. Monoton fliggv ények

1. tétel (monotonitds és invertalhatésdg). Ha azf : E R! R
fluggvény szigortan monoton E-n, akkor invertalhatd, ésf 1 ugyanolyan
értelenben szigorGanmonoton f (E)-n.

Bizonyitas. f 1! is fiiggvény, mert ha nem, Ggy 9 x1 6 X, hogy
(y;x1);(y;x2) 2 f 1, amib®l (x1;y); (x2;y) 2 f, azazf (x1) = f (x2), ellen-
tétbenf szigord monotonitasaval.

Legyen példaul f szigorian monoton névekv®esys;y» 2 f (E)-re y; < y».
Ekkor egyrészt9 x1;x2 2 E, hogy y1 = f(x1) < y2 = f(Xx2). Masrészt, ha
feltessziik,hogy f (y1)) f 2(y2), akkor

xi=f Hf(x)) f H(f(x2) = x2

kovetkezne,ami azt adna (f szigori monotonitdsa miatt), hogy
y1 = f(x1) f(X2) = y,, ami elletmondas. igy f (y1) < f (y,), azaz
f 1 szigortanmonoton névekv®.

Példa.

1. Az f : [0;+1[! R; f(x) = x? fuggvény szigorGan monoton néve-
ked®[0; + 1 [-en, mert (az egyenl®tlenségelksmert tula jdonsagaalapjan)
8 X1;X2 2 [0;+1 [; ¥ < X2 =) x% < x3. Igy a tétel miatt Iétez®
inverze,azf 1(x)=" X (x 0) fliggvéry is szigorGanmonoton névekv®
[0;+1 [-en.
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Y, 2
pP_
O/ X
4.1. dbra.
2. Legyen 8
< X hax 2 [0;1] _ [23];
f(x)=.
"3 x; hax2]1y2[:
Y,
2 /

(AN

01 2 3 X

4.2, abra.

Belathato, hogy az f : [0;3] ! R fuggweéry invertalhaté ésf 1(x) =
f (x) (x 2 [0;3]). De nem szigoruanmonoton néveked®|[0; 3]-on (hiszen
$< 1ésf(3) < f(1); viszont §< 3 ésf(3) > f(3)).
Meg jegyzés. Az 1. tétel megforditdsanem igaz altalaban. De igaz a ko-
vetkez®:

2. tétel. Haazf :ha;bi ! R fuggvery invertalhato ésfolytonos ha;bi-n,
akkor szigortanmonoton he; bi-n. (Itt he;bi lehet nyilt, zart, félig nyilt, félig
zart intervallum is.)

3. tétel. Haazf : ;b ! R fuggvéry folytonos és szigorilan monoton,
akkor f 1 folytonos.

Meg jegyzés. Egy f : ha;bi ! R monoton fliggvény szaladasi helyeinek
halmazamegszamlalhaté.






VI I. fejezet

Flggvenysorozatok és fliggvenysorok,
elemi fliggvények

1. Fluggv énysorozatok eés figgv eénysorok
konvergenciaja

1. denici6. Legyenekadottak azf, :E R! R (n 2 N) fuggwények.
Az I i sorozatot fliggvénysor ozatnak, mig ha

Shp=f1+ i+ 1y (n2 N);

akkor hS,i-t fliggvénysor nak nevezzik (az utdébbi esetben a

P fn; fn(x); vagy f, jeldléselet hasznaljuk).

rI]—|:ai méa:;dott azfo: E R! R flggvéry is, ugy azt az hS,i fuggveny-

sorozatot, melynél S, = - fi is flggvénysornak nevezziik ésra a PO fn,
= n=

P
fn(x) vagy f, jeloléselet hasznaljuk.
n=0
2. de nici6. Az H i fliggvénysor ozat az x 2 E-ben konver gens, ha az
H L (X)i szdmsorozatkonvergens. Az H i fliggvénysor ozat pontonként
konvergens az E; E halmazon, ha az if ,(x)i szdmsorozat8 x 2 E;
eseténkonvergens. Ekkor az

f(x) = Im fa(x) (X2 Eq)

szerirt értelmezett fuggveryt az if ,i fuggverysorozat hatarfiggvény ének
newvezzuik és azt mondjuk, hogy az hif 5i pontonkeérnt konvergal E;-n az f
fuggvéryhez. Azon pontok halmazat, melyekre if ,(x)i konvergensa fugg-
veépysorozatkonver gencia tartomany anak is nevezzuk.

A f, fuggvérysor az x 2 E-ben konvergens,illetveazE; E halmazon
pontonként konvergens,ha az Sy (x)i szamsorozatx 2 E, illetve

81
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8 x 2 E1 eseténkonvergens. Ekkor az

. b3

F(x)= lim Sy(x) = fn(x) (X2 Ey)
’ n=0_1

szerirt értelmezett figgveryt @ f, flggvénysor 6sszegfliggveny énekne-
vezzik ésazt mondjuk, hogy f,, pontonkeént konvergal Ei-enaz f flugg-
vérnyhez. Azon pontok halmazat, melyekre  f,(x) konvergensa fuggverny-
sor konver gencia tartomany anak newvezzuk.

Példa.

1. Legyenfy(x) = x" (x 2 R) 8 n 2 N, akkor az hx"i fluggvénysorozat
(a nevezetssorozatok fejezet 1. tétele szerirt) akkor konvergens,ha x 2
] 1;1], tovabba hatérnggvérye az

<0; hax2] L1[;

f(x)=".
“1; hax=1;
fuggvery. y
A
1 0 1 X
1.1. abra.

P
2. A x" fuggvérysor (a sorokndltanultak szerirt) konvergens,ha jxj <
n=0

1(x 2 R) éstsszegaazf ;] L1 R; f(x)=

T X fuggvery.

P
Meg jegyzés. A f, figgvénysor pontonkénti konvergenciga egyE; E
halmazon azt jelenti, hogy8 x 2 E;-re9f(x) 2 R; 8" > 0-hoz 9 n("; x),
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hogy 8 n  n("; x) eseténjSp(x) f(x)j<". (Ekkorf :E1! R nyilvan
az 0sszegfuggeny Eq-en.) Lathato, hogy az n("; x) kiiszbbszamfiigg x-t®I
is (a konvergencia nem egyenletes”).

3. de nici6. Az H i figgvénysor ozat (illetvea P f fliggvénysor) egyen-
letesen konvergal az E; E halmazon azf :E;! R fliggvényhez, ha
8" > 0-hoz9n(") 2 N, hogy8n n(") eseténjf ,(x) f(x)jP< " (il
letve jSp(x) f(x)j < ") 8 x 2 Ej-re. llyenkor i i-et (illetve  f,-et)
egyenletesenkonvergensneknevezzuk E 1-en.

Példa. Az lx"i fliggvérysorozataz E; = [ r;r] (0 < r < 1) halmazon
egyenletesenkonvergal azf :] r;r[! R; f(x) = 0 figgvényhez. Ugyanis
egyrésztif,(x) f(x)j = jx" 0 = jx"j jr"j (x 2 E1), masrésztr 2
10; 1[ miatt hr"i nullsorozat, igy 8 " > 0-hoz 9 n("), hogy 8 n n(")
eseténjr"j < ", ésezt az el®bbi egyeni®tlenséggebsszeetve kapjuk, hogy
8" > 0-hoz9 n("), hogy8n n(") eseténjx" 0 <" 8x 2 E1, ami az
egyenleteskonvergenciade nicid ja szerirt adja az allitast.

1. tétel (Cauc hy-féle konvergencia kritérium fuggv énysorozatok
egyenletes konvergencia jara). Legyen i (f, @ E R ! R) fugg-
véryek egy sorozata, E; E nemires halmaz. Az H,i flggvénysorozat
akkor éscsakakkor egyenletesenkonvergensgi-en,ha8" > 09 n("), hogy
8n;m n(") (n>m)eseténjfn(x) fm(xX)j<",8x2E;.

K 6vetk ezmény (Cauc hy-féle konvergencia kr,};érium flggv énysorok

egyenletes  konvergencia jara). Legyen fip egy flggverysor

(fn 1 E R! R), E1 E nemireshalmaz. A f, fuggvernysor ak-

kor éscsak akkor egyenletesenkonvergensgi-en,ha8 " > 0 9 n("), hogy
P

8n;m n(") (n> m) eseténjS,(x) Sm(X)j = fi(x) <" 8x2E.

i=m+1

2. tétel (W eierstass elegend® feltétele fliggv énysorok egyenletes

konvergencia jara). kgegyenekadottak azfn, :E  R! R (n 2 N) fuggve-
nyek. Legyentovabba a, egyolyan nemnegativtagu konvergensszamsor,
hogyjfn(x)j an (8x2 E; n2 N). Ekkora f, fuggvernysor egyenletesen
konvergensE -n.

Bizonyitas. A sorokra és fuggverysorokra vonatkoz6 Caudhy-kritériumok
alapjan. A a, konvergenciga miatt 8 " > 09 n("), hogy8 n;m  n(")



84 VII. FUGGVENYSOR OZATOK ES FUGGVENYSOR OK, ELEMI FUGGVENYEK

(n > m) esetén
X0 X0
ag = a <"
k=m+1 k=m+1

X X X
=) fr(x) ifk(X)j a<"; hax2E
k=m+1 k=m+1 k=m+1

P
=) fn egyenletesenkonvergens.

3. tétel (az Osszegfuggveény folytonossdganak elegend® feltétele).

begyenekf, :E  R! R (n 2 N) folytonos fliggvények, tegylik fel, hogy a
f, soregyenletesenkonvergdlE-n azf :E R! R fuggvenyhez. Ekkor

f folytonos E-n.

(Roviden: folytonos fliggveryek egyenletesenkonvergens soranak 0sszeg-

fuggvénye folytonos.)

Bizonyités. Legyenxg 2 E és" > 0 tetsz®leges. . .
fn egyenletesenkonvergens=) 3 > 0-hoz9 n 3 ;8n n - ,és
X2 E-rejSy(x) f(Xx)j< 3

Az S, :E! R fuggvery tetsz®legesde rogzitett n  n 3 értekre folyto-

n "

nosxp-ban=) 9 3 i 8X2E;jx Xg< o 3 -rajSp(x) Sn(Xo)j <

3 Most 8 " > O-ralegyen (") = o 3
iF(x) fxoi Jf(x)  Sa(X)j+iSn(X) Sa(X0)i* JSn(X0) f(Xo)j<";
ami adja f folytonossagéat8 xp-ban, azazE-n.

2
L+ )"
gy 8 x 2 R; x 6 Oesetén  fu(x) egy0< 5

n=0 + X
sor, tovabba f,(0) = 0(n = 0;1,2;:::), igy fn konvergens8 x 2 R, és
Osszegfliggénye az

,akkor8x 2 E; jx Xxpj< (")-ra

Példa. Haf,:R! R; f(x) = (n=20;12;:::),

< 1 kvdiciensy mértani

8 2

§X71:1+x2; hax 6 0;
. | . = -
fiRU R T0= 01 10

"0 hax=0

fuggvery.
A flggvénysor nem lehet egyenletesenkonvergens,mert 8 f, folytonossaga
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miatt, tétellink szerirt f folytonos lenne,de az 6sszegfliggény nemfolytonos
x = 0-ban (ugyanisx, ! 0, dex, 6 0 esetéenf (x,)! 16 0= f(0)).

2. Hatv anysorok

P
1. de nici6. A an(x  Xo)" (an;X;Xo 2 R) flggvénysort xq kozép-

n=0
pontu hatvanysor nak nevezzuk.

P
1. tétel (Cauc hy-Hadamard). Legyenadott a an(x Xxp)" valoshat-

n=0
vanysor és 0
% 0; halim " japj= +1 ;
e +1 halim™ ja,j=0;
-§ :F’l: ,  egyeblért .
lim™ janj

an(x Xp)" abszollutkonvergens,ha jx  xoj < % divergens,ha
n=0
X Xoj>%

Bizonyitas. Ha jx  Xqj < % akkor WF”) janj < +1 (hiszen WF”) jan] =
+1 =) %= 0ésakkorjx Xgj < %nem lehetséges)tovabba

8
2 0<1; ha %= +1 ;
jan(x x0)"j = jx Xojim " janj=

—R
lim jX  Xoj

%

ami a sorokravonatkoz6 Caudy-féle gyokkritérium miatt adja a hatvanysor
abszolut konvergencigat. o D

Ha jx Xgj > % akkor im " ja,j > O (hiszenlim ™ ja,j=0 =) %= +1,
ésakkor jx  Xgj > %nem lehetséges)tovaba

<1; -egybkén ;

8
0 > +1 >1; ha %= O;
lim™ ja,(x  Xo)"j = jx Xqjlim " janj = > X Xof
%

ami a sorokravonatkoz6 Caudy-féle gyokkritérium miatt adja a hatvanysor
divergencigat.

1; egyebken ;
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2. de nici6. A Caudy-Hadamard tételbende nialt %t a hatvanysor kon-
vergencia sugarénak nevezzik.

Meg jegyzések.
1. %= 0 eseténa hatvanysor csak xp-ban, mig %= +1 esetén8 x 2 R
eseténkonvergens.

2. Ha 0 < %< +1, akkor a K (Xg;% nyilt kérnyezet részea hatvanysor
konvergenciatartomanyanak.

P
2. téetel. Legyen %a an(Xx xp)" hatvanysor konvergenciasugara. Ha
n=0
0 < % < % akkor a hatvanysor egyenletesenkonvergensK (xo; %)-n, az
0sszegfuggénye pedig folytonos K (xq; %)-on.

Bizonyitas. p

a) Hax 2 K (Xo; %), akkor jan(x Xx0)"j janj%. De  janj9%8 konvergens
szamsor(a Caudy-féle gyokkritérium miatt), igy a Weierstrass-feltétel
miatt kapjuk az egyenleteskonvergenciatK (xo; %)-n.

p

b) an(x  xp)" tehat egyenletesenkonvergens8 K (xo;%) (0 < % <
n=0
9% korlapon, az f,(x) = an(x Xo)" (x 2 R) fliggvérnyek folytonosak
K (xo;%)-n, igy az el®z®paragrafus 3. tétele miatt az 6sszegfliggérny
folytonos 8 K (xg;%) K (Xo; % korlapon.

K 6vetk ezmény. A

x n R 2n p 3 2n+1
Sy (X Cap X
h=o M =0 (2n)! . (2n + 1)!
3 x2n b3 x2n+1
n=0 (Zn)l ’ n=0 m

hatvanysorok konvergenciasugara%= +1 , dsszegfliggényik folytonos R-
en.

Bizonyitas. Mivel Qm! +1; i @n)! +1; i 2n+ D! +1 isigaz,
kapjuk, hogy %= +1 minden esetken. Ezutan a folytonossagR-en jon a 2.
tételb®I.

3. Elemi flggvények

1. de nicié. Az el®bbikdvetkezméryben szerepl@atvanysorok konvergen-
sekR-n, ezért8 x 2 R-re az
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R
exp(x) = % ;
: b n in n:? | . R n X2n+1
o= (Wi W= (D
. 2N ' B ) x2n+1
IO O ey

szerirt értelmezett fuggvernyeket rendre valés exponencialis , cosinus,
sinus, cosinus hiperbolicus, sinus hiperbolicus fliggvenyeknek nevez-
zUk ésexp; cos sin; ch; sh modon jeldljuk. (Valamenryien folytonosak
R-en.)

3.1. abra. Az exp; sin; cos sh ésch figgvények
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Meg jegyzés. Az exp(x) fuggveryt kozelitsuk soranak N -edik részletdssze-
n

[

géwel: exp(x) % Kllonbdz®N -eket valasztva, végezzikel a tény-
n=0 :

legesszamitogépes szamitast! Abrazoljuk exp(x)-et! Ugyanezt végezziikel

sin(x); cos); sh(x); ch(x)-re.

1. tétel. Barmely x 2 R esetén

Sh(x) = exp(x) 2exp( X) ;

exp(x) = sh(x) + ch(x) ;
teljesul.

exp(x) + exp( x) |

ch(x) = 5

Bizonyitds. A sorok mfveleti tulajdonsagai alapjan valamenryi egyszer|
szamolas.

2. tétel. Barmely x;y 2 R esetén

a) exp(x +y) = exp(x) exp(y) ;

b) coqdx + y) = coqx) coqy) sin(x) sin(y) ;
sin(x + y) = sin(x) coqy) + cos) sin(y) ;

c) ch(x +y) = ch(x) ch(y) + sh(x) sh(y) ;
sh(x +y) = sh(x) ch(y) + ch(x) sh(y)

(addicios tételek). Tovabba:

d) exp(x)exp( x) = 1;
cog Xx) = cosk); sin( x) = sin(x);
ch( x) = ch(x); sh( x) = sh(x);
sin?(x) + cog(x) = 1;
ch’(x) shP(x)=1 8xy2R.

Bizonyitas.
a) A fejezet5. tételét kovet®példa ésaz exp f'L]ggvélny de nici6 ja miatt

A oxeyn o X oxn Ry

— — = exp(x) exp(y) :
=0 n! =0 n! =0 n!

b) ésc) azonnaljon az a) részésaz 1. tétel felhasznalasgal.
d) egyszerfszamolas.

exp(x +y) =

3. tétel. Az exp:R! R fuggveryre igazak:
a) exp(x) 6 0 (x2 R);
b) exp(x) 1(x 0); O<expx)<1l(x<O0);
C) Xllilm exp(x) = +1; X'Iilm exp(x) = 0;
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d) szigordanmonoton névekv® R-en;
e) exp(R) = R+ (azazRexp = R+) ;
f) 81 2 Q eseténexp(r) = €" .

Bizonyitas. Lasd Kalkulus I. feladatgyfjteméry.

2. de nici6. A szigorian monoton és folytonos exp : R ! R fliggvéry
inverzét valos természetes alapu logaritmus flggveény nek nevezzik és
azIn (vagy log) szimbolummal jeldljik.

4. tétel. Az In fuggveryre teljesul:

b) folytonos ésszigorlianmonoton;

c)In(1)=0; In(x)<00<x<1);In(x)>0(x>1);

d) exp(In(x)) = x (x 2 Ry); In(exp(x)) = X (x 2 R) ;

e) In(xy) = In(x) + In(y) (x;y 2 Ry).
Bizonyitas. A de niciéb6l, a monoton fliggvényeknél tanultakb 6l ésaz exp
fuggvéry tulajdonsagaibdl egyszerfenjonnek az allitasok (lasd Kalkulus
I. feladatgyfjteméry).

3. de nici6. Legyena2 R, adott, akkor az
exp, - R! R; expy(x) = exp(xIna)

szerirt de nialt fuggvéryt a-alapu valés exponencialis fliggvény nek ne-
vezzuk.

5. tétel. Legyeba 2 R;. Az exp, figgvényre teljestinek:
a) exp, = exp;
b) Dexp, = R; Rexp, = R+ (a6 1) ;
C) expa(X +y) = expa(X) expy(y) (Xy 2 R),
expa( X) = [expa(x)] * (X2 R);
d) szigorGanmonoton névekv®,haa> 1;
szigorGanmonoton cséklen®,ha0< a< 1;
e) folytonos;
f) expa(r) = a' (r 2 Q).
Bizonyitas. A de nici6, az exp ésin fuggvények tulajdonsagaialapjan egy-
szerq(lasd Kalkulus I. feladatgyfjteméry).

Az el®z@étel ) pontjdban szerepl®&* (x 2 Q) all. fejezet2.14.de nici-
Ojaban bewezetett racionalis kitev®¢Y hatvanyt jelentette. Viszont kiderdilt,
hogy az exp,(x) folytonos ésmonoton fiiggvéry minden x racionalis szamra
megeggzik a*-szel. Ez az alapja az a* tetsz®legex 2 R esetérevonatkozé
alabbi de nicio janak.
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4. de nicio. Legyena2 R, ésx 2 R. Az a x-edik hatvanya :
a* = expy(x) = exp(xIna) :

5. denici6. Legyen16 a2 R.. Az exp,!:R! R fliggwenyt a-alapu
valos logaritmus fuggvény nek nevezzikésa log, szimbolummal jeldljuk.

6. tétel. A log, fuggvéryre teljesiinek:
_In- _ In(x)
a) loge = In; logy(x) = in(a)
b) Diog, = R+; Rigg, = R;
loga(a) = 1; loga(1) = 0;
¢) szigordanmonoton névekv®, haa > 1,
szigorianmonoton cstklen®,ha 0< a< 1;
d) exp,[loga(x)] = X (x 2 R+);  loga[expa(x)] = x (x 2 R);
e) 10ga(xy) =|Iog?(>)<) + loga(y) (XY 2 R);
_ 10gp(X : : :
f) logy(x) = 100,(2) X2R; 16 a;b2 R,);
g) log,(x") = rlog,(x) (16 x2 Rs+;r2Q).

Bizonyitas. Lasd Kalkulus 1. feladatgy{jteméry.

xX2R:; 16 a2R);

Az exponencialisfiggvérny eseténa valtozé a kitev®ken szeregl (az alap rog-
zitett), mig a hatvanyflggvéry valtozéja az alap (a kitev®pedig rogzitett).

6. de nicio. Legyen 2 R adott, az
f:Ry ! Ry f(X)=x = exp( In(x))
fuggveryt -kitev®¢ valos hatvanyfiuggvény nek newezzik. (Ha 2 Ry,
akkor f (0) = O-valf :R+ [ O! R)
7. tetel. Az f (x) = x = exp( In(x))-re teljesulnek:

a) folytonos fliggvéry;

b) Rt =Rs,ha 6 0;, Rf =flg,ha =0;

¢) szigordanmonoton névekv®,ha > 0;
szigorGanmonoton cséklen®,ha < 0;

d) )I(ilmof (x) = Oésxlli{n f(x)=+1,ha >0,
limf(x)=+1 éslim f(x)=0,ha <O0;
x! 0 x11

exx =x%; —=x ; (xXy) =xy;

X X
- = (x =X X;V2R:+; ; 2R).
y y (x) Xy )
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Bizonyitas. A de nicié ésa korabbi tételek alapjan egyszerf(lasd Kalkulus
I. feladatgyfjteméry).






VI II. fejezet
Di erencialszamitas
1. Valos fuggvenyek di erencidlnan yadosa

1. denicié. Legyen ha;bi egy nyilt vagy zart intervallum, f : ha;bi ! R
valos figgvéry. A

(1) " (X; Xo) =

fe) fxo) (X)z f (xo) (X 8 Xo; X;Xo 2 ha;hbi)

Xo

altal de nialt ' fuggveryt azf fuggvery x; xo-hoz tartozo di er enciaha-
nyados fliggvény éneknevezzik.

2. denici6. Az f :ha;bi ! R figgvéry dier encidlhatd az xg 2 ha;hbi
porntban, ha létezik a
jim 1) T(X0) _ gy

x!' Xo X Xp

(2)

(véges)hatarérték. Ezt azf {xp)-lal jelolt hatarértéket az f fliggvéry
Xo-beli di er encialhanyados anak (vagy derivalt janak) newvezzik.

ay 100 (x0)
X  Xp

Geometriai  interpretacio. di erenciahanyados az f

fluggvéry szel@nek meredeksége.

szel®

{09 ] SEE——————

érint®

f (Xo) =z
1.1. dbra.
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x ! Xg eseténa szel@hatarhelyzeteazf fliggveny gorbéjéhezaz x pontban
hazott érint®.
A di erencialhanyados geometriai jelentése: ezenérint® meredeksége.

3. denici6. Haf az ha;bi minden pontjaban di erencialhatd, akkor azt
mondjuk, hogy di erencialhaté ha;hbi-n.

A (2) szerirt denialt f9: ha;bi ! R fiiggvéryt az f fiilggvéry di erencial-
hanyadosfuggvenyének (vagy derivalt figgvenyének) nevezzik.

Meg jegyzések.

1. Geometriai interpretacio:
De nicio. Haazf :ha;b ! R fuggwvery dierencialhaté az xo pont-
ban, akkor az

3) y=fx0) (x xo)+f(x0) (x2R)

egyenestaz f flggvény gorbéje (xo; f (Xo))-beli érint®ének nevezziik.
(f {xo) igy az (xo;f (Xo)) pontbeli érint® iranytangense.)

2. Egyoldali di erencidlhanyadosis értelmezhet®ha a (2)-benjobb-, illetve
baloldali hatarértéket tekintink. (Jeldlés: f9(xq); f%(xg).) Tovabba
bizonyithaté, hogy f akkor és csakis akkor di erencialhaté xg 2 (a;b)-
ben, ha létezik f 2(xo); f9(xo) ésegyenl@k.

Specialisan,haf 9 (xg) ésf °(xo) létezik, de nemegyeni®,az geometriailag
azt jelenti, hogyazf grafjanak xp-ban térésportja van. Ekkor f xg-ban
nem di erenciélhato.

Y,
N
0 x:o X
1.2. abra.
3. Egy zik ai jelentés: az s(t) utfiggvéry di erencialhanyadosaa v(t) se-
bességfiiggeny. Ugyanis a (to;t) id®irtervallumban S(t) s(to) az at-

0
lagselesség,és ennekt | ty eseténa hatarértéke a ty id®pillanatbeli
sebesség.

4. Koézgazdasagtanialakalmazas. A Q(L) termelésifuggvery derivaltja az
M P, hatartermék: MP_. = Q4L). Itt L a munkat jelenti, Q(L) pe-
dig az L munkéaval el®allitott menryiség. Az M P| hatartermék tehat a
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megtermelt menryiségvaltozasi sebességéa munka menryiségénekmeg-
valtozasaeseten).

Példa.
1. Azf :R! R; f(x)= cflggvéryre 8 xg 2 R-ben

im £ fXo) o€ €L 0=0:
X! Xo X Xo X! Xo X Xo X! Xo

azaz9fqxp) = 0,igyf{x) = 08 x 2 R.
2. Azf :R! R; f(x) = x fuggvéry minden xp 2 R pontban di erencial-

hat6 és

f{x0) = lim M: lim X_ Xo_ lim 1=1:
x! Xp X Xo x! Xo X Xo X! Xo

igy fqx) = 1 (x 2 R).

3. Azf :R! R; f(x)=x"(n2 N) figgvéry di erencialhatd, mert

. f(xX) f(xo D ¢
jim LX) TO0) oy X Xp
X! Xo X  Xop x!'xo X Xp
= lim (x" T+ x" Ixo+ x5 ) =nxg
X! Xo

igy f 4x) = nx" 1 (x 2 R).
4. Az f (x) = jxj (x 2 R) fuggvéry nemdi erencialhaté az xo = 0 pontban,
mert

8X
XG0 _ xS x- i hax>0s
x0)==—5 =% 7>

igy
0 — H 1 . — . 0 — H 1 - — -
£9(0) = x!'”élo (x;0)=1; f0(0) = X!nry . (x;0)= 1;

azazf2(0) 6 f2(0).

Ha xo 6 0, akkor 8

< 1; haxg> 0;
9 f Yxo) = .
' 1; haxg< 0;
mert lim ' (X;Xg) = lim 1= 1, haxg> 0,
x!' Xo x! Xo

mig Xl!irr)1(o' (X; Xp) = Xl!irr)1(O 1= 1, haxp<O.
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2. Di erencialhatésag és folytonossag

Tétel. Haazf :h;bi ! R flggvéry dierencialhaté azxp 2 ha;bi pontban,
akkor folytonos is xp-ban.

Bizonyitas. xg torl6dasi pontja ha;hi-nek, igy elegend®megnutatni, hogy
9XI|in)1( f (x) és= f (Xp).
' Xo

f(x) f(xo)
X  Xp

(X Xo) =

lim (f () f(xo) = lim

X! Xo X  Xop
igaz, ami adja, hogy Xllin}( f(x) = f (Xo), ésezt kellett bizonyitani.
' Xo

lim (x Xo) = fqxo) 0= 0
X! Xo

Meg jegyzés. A fenti tétel nem fordithatd meg. Hiszenpéldaul f (x) = jxj
az xg = 0-ban folytonos, de nem di erencialhato.

3. Di erencidlhatosadg éslinearis appro ximalhatdésag

Denici6. Azf :ha;bi ! Rflggvenyt linearisanapproximalhaténak mond-
juk azxp 2 ha;b pontban, halétezik olyan A 2 R konstansés! :ha;bi! R
fuggvéry, hogy xl.inl F'(x)="!(xp) = 06és

' Xo

(L) f(xX) f(Xo)=A (X Xo)+!(X) (X Xo) (x 2 ha;bi)
teljesdl.

Tétel. Azf :ha;bi ! R flggvény akkor, éscsakisakkor di erencidlhaté az
Xo 2 ha;bi pontban, ha linearisan approximéalhatd. Tovabba A = f {xq).

Bizonyitas.
a) () ) Haf dierencialhaté xg-ban, akkor legyen
< (¥ f(xo)
F(x) =, X  Xop
"0 X = Xp .

fAx0) ; x 2 ha;binf xoQ;

Nyilvanval6, hogy x'.i”)‘( 1(x) = 1 (Xg) = 0, ésA = f{xp)-lal kapjuk
1 Xo
(L)-etis, azazf linearisan approximalhato.
b) (( ) Haf linearisan approximalhaté xg-ban, akkor (L)-b®Ij6n, hogy

F(x) f(xo) _ A+ 1(x) (x 2 ha; binf x0Q)
X X0
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igy le I (x) = 0 adjaf dierencialhatésagat éshogy f {xo) = A is
' Xo
teljesdl.

4. Di erenciadlhatésag és mfYveletek

1. tétel. Haazf;g:ha;bi ! R flggvények differencialhatdk az xq 2 ha;bi-
ben, akkor azf + g; f gésg(xg) 6 0eseténaz g fuggvéry is di erencialhat6

Xo-ban, és

a) (f + g)qxo) = f Axo) + g4x0);
b) (f Q)O(Xo) = fqx0) 9(xo) + f (xo) 9Ux0);

f fqx0) 9g(x0) f(Xo) QO(XO)
0 g o= P(x0)
Bizonyitas.

a) Az allitas az
(f+9(x) (f+9x)_ F(x) flxo) 9(x) 9gxo)
X Xp X Xo X  Xo

egyenI®ségll, f Yxo) ésgixo) Iétezésamiatt, azx ! xg hataratmenettel
kovetkezik.

b) Az
(f o) (f gxo) _ f(x) f(xo) 9(x)  g(xo)
o o = X XOO o(x) + f (xo) = — = XOO

egyenI®ségf {xo) ésgdxo) létezése hataratmenettel adja az allitast.
(Felhasznaljuk azt is, hogy g folytonos xg-ban.)

¢) A bizonyitds hasonldaz el®bbiekhez.

K 6vetk ezmények.
1. Haf :ha;b ! R dierencialhaté xg-ban, ¢ 2 R, akkor ¢ f is differen-
cialhaté, és
(cf)qx0) = ¢ fYxo):
2. Haf;g:ha;bi ! R dierencialhaték xg-ban, akkor f gis, és

(f 9%x0) = fIx0) gYxo0):
3. Haf :ha;bi ! R olyan, hogy f (xo) 6 0, és9 f {x¢), akkor

1° %0,

9 f (Xo0) = m-
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4. Haazf;:m;bi! R (i = 1;:::;n) fuggvernyek di erencialhatok
P
Xo 2 ;bi-ben, {2 R (i = 1;:::;n), akkor i fi is di erencialhato
i=1

Xo-ban, és |

X 0 X
i fi  (Xo) = i filxo):
i=1 i=1
P
5. Azf :R! R; f(x)=  a xK (a2 R) fliggvéry di erencialhato, és
k=0

X
f4%) =k a xK
k=1

6. Legyenek P,(x) ésQm(x) polinom fuggvéryek és Qmn(xp) 6 0. Ekkor

fiR! R f(x)= g”(();))

di erencialhaté xg-ban.

Példa. Az
5x2+ 2x + 3

f)=Saaert

x2R)

fuggvéry 8 x 2 R eseténdi erencidlhatd. A szamlalé mint az x%; x; 1
di erencialhaté fliggvények lineéaris kombinacidja di erencialhat6, tovabba
hasonlé okok miatt a nevez®is di erencialhatd és0-t6l kilonb6z®8 x 2 R
esetén,igy az 1. tétel miatt f val6ban di erencialhatd, és

(10x + 2)(x*+ x2+ 1) (Bx2+ 2x + 3)(4x% + 2x)
(x4 + x2+ 1)?

fx) =

(x 2 R):

2. tétel (az Osszetett fuggv ény di erencialhatésaga).

Legyenekg:hc;di ! R; f :ha;b = g(hc;di) ! R olyan figgvények, hogy g
di erencialhatd az xo 2 hc;di-ben, f dierencialhatd azyo = g(xo) 2 ha;bi-
ben. AkkorazF = f g fuggwery is di erencialhatd xo-ban, és

(OD) Fx0) = (f  9)%x0) = fYa(x0)) gYxo):

Példa. Az F(x) = (3x*+ 5x? + 8)190 (x 2 R) fiiggvéry 8 x 2 R esetén
di erencialhatd, mert F = f g, ahol g(x) = 3x*+ 5x?+ 8 (x 2 R) és
f(y) = y% (y 2 R) dierencidlhaté fiiggvéryek, azazteljesiilnek a 2. tétel
feltételei. Tovabba F (x) = 100(X* + 5x2 + 8)%9(12x3 + 10x) (x 2 R).

3. tétel (az inverz fuggv ény di erencialhatésaga). Haf :ha;bi ! R
szigortian monoton, folytonos ha;bi-n ésxo 2 ha;hi-ben Iétezik f {xq) és
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f Axo) 6 0, akkor f ! di erencialhatd f (xp)-ban és

(ID) (f H%F (xo) =

illetve

1 .
f Axo)

(f H%0) = (Yo = f (x0)):

__t
FAf 1(yo))
5. Hatv anysorok di erencialhatdosaga

P
Tétel. Legyena a, x" hatvanysor konvergenciasugara% akkor az
n

=0
R
1) f(x) = an x"; x2( %%
n=0
szerirt de nialt f : ( %% ! R fuggvéry di erencialhaté és

R
(2) f4) = na, x"1; x2( %%

n=1
teljesdl.
A hatvanysor 6sszegfliggénye a konvergenciatartomanyanak belsejélen dif-
ferencialhat6, és a derivaltja a hatvanysor tagonkéni derivalasdal szamit-
hato.

Bizonyitas.

a) A n a, x" ! hatvanysor konvergenciasugarais % Ugyanis a sor
n=1

konvergenciatartomanyaban
R 1 R
n 1_ n
n a, x' == n a, X
n=1 X n=1

. . P . : ;
teljesdl, igy a n a, X" hatvanysor konvergenciasugarat kell megha-
n=1
tarozni, melyre

0/8=__p1 : 1
lim ™

SO (=Y

Jan]

b) (1) di erencialhato és(2) teljesul. Ehhez elégmegnutatni, hogy

f(x) f(xo)
X  Xo

inaj Tmhn "ja,j fim

lim

x! Xo

fd%g) =0 8x02( %% :
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Felhasznaha az (1) és(2) hatvanysorok abszolut konvergencigat
8 X;X02 ( %N eseténéshogy 9r > 0, amire jxoj < r < %igy jxj<r
esetén:

f(x) f(xo)
X Xp

fqxo) =

p n p n
- an X S an XO )4_
= n= . )?‘ na, xj ! =
0 n=1
X x" XB n 1
= an X NXg =
n=1 0
R 1 2 3,2 2 1 1
= an X" T+ X" Xo+ x" g+ +xx§ T+ X( nxg
n=1
: F 1 n 1 2 n 2 n 1 F—
janj X" T xg T+ xo (X" 7 xg )+ +xg - (1 1=
n=1
R PR X ' n k 1 Jk 1
= Jan] X Xo] k X Xo
n=1 k=1
X... .nle , .)4..n(n1)nz
janj jX  Xof 1 k=jx Xoj ] ——— 1" "=
n=1 k=1 n=1
_ . X Xof
2 )

P

ahol s a janj n(n 1) r" 2 (a gyokkritérium alapjan konvergens)
=1

sor ('jsszgge.

Ebb®IXI'irr)1< ; X Xoj = 0 miatt adodik az allitas.
: 0

n

P
Példa. A % hatvanysor konvergenciasugara%-= +1 ,igyaVI1.3.1.de-
n=0 .
n

- P
niciéban altala de nialt exp(x) = % (exponencialis)fiiggvény di eren-

. n=0
cialhato és
R’ xh 1 X yn1 Rooyn
expdx) = n R e expx) (x2R)
n=1 ) n=1 ' n=0
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teljesul.

6. Elemi flggveények di erencialhatosaga

1. tétel. Az exp; sin; cos sh; ch fliggvények di erencialhatdk és
exp’= exp; sin’= cos; cof= sin; sh’=ch; ch®=sh:

Bizonyitas. A hatvanysorok di erencialhatosagi tétele adja a di erencialha-
toésédgot és a derivalt fliggvényeket is (a szamoldsegyszery,ahogy azt az
el®bbipélda mutatja).

2. tétel. Az exp,; log,; In; x fuggvéryek di erencialhatok és
a) expd(x) = expy,(x) Ina (x2 R);
b) logd(x) = +hz (x2 Ri);
o) indx)= 1 (x2 Ry);

X

d x)°= x ! (x2 Ry):

Bizonyitas. _

a) Az exp,(x) = exp(x Ina) de nicio, exply) = exp(y) és(x Ina)°= Ina,
valamint az 0sszetettfuggvery di erencialhatésagaravonatkozoététel ad-
ja az allitast.

b) A log, = exp,! de nicid, az exp, fiiggvéry di erencialhatésaga, szigoru
monotonitasa, az inverz fuggvéry di erencialhatésagi tétele alapjan:

1 _ 1 _ 1

[log,(x)]  expyflogy(x)] Ina  x Ina’

06300 = o0

c) a=e=) logea=Ine=1=) InYx)= %

d) Az x = exp( Inx) de nicio ésaz 6sszetettfuggvery di erencialhato-
sagaravonatkozo tétel alapjan

(x )°= [exp(  Inx)]°= exp( Inx) =X % = x 1
Meg jegyzés. f(x) = F”)Y =y 2 exp(% Inx) (x > 0) ésa 2. tétel adja,
1 ., E 10 1 1
hogy9f0(x)—HXn = oX -nﬁﬁ(x> 0).

Specialisanaz f (x) = P X (x > 0) fggvéryre 9 f {x) = EéL_Y (x> 0).
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Ugyanakkor a g(x) = F”JY (x 0) figgvérny nem di erencialhaté az xg = 0-
ban, mert

. 1
o~ A R3on =+l

(ugyanis g folytonossagamiatt Ii'm0 R X = 0, igy Ii'mo(p x)" 1= 0).
X! X!

7. A sin és cosfluggveény tovabbi tula jdonsagai

1. tétel.
si?(x) + co(x)=1 (X2 R);
jsin(x)j 1; jcodx)j 1 (x2R):

Bizonyitas. Gyakorlaton.

2. tétel.
cogx) cody)= 2 sin HTy sin Ty B8xy2R);
sin(x) sin(y) = 2 cos X -; y sin % B8x;y2R):

Bizonyitas. Egyszerfaz addiciostételek alapjan.
3. téetel. A [0; 2] intervallumban egyetlen x szamvan, melyre cosi) = O.
De nici6. Jeldljuk -vel (pi-vel) azt a valés szamot, melyre 0 < > < 2és
cosz = 0.
4. tétel.
sinzz 1; cos = 1; sin =0; sin2 =0; cos2 =1,
sin(x+ 2 ) = sin(x) ; cosk+ 2 ) = cogx) (x 2 R):

Bizonyitas. Gyakorlaton (pl. sin? > + cog > =1 =) sinE = 1).
h [

5. tétel. A sin figgverny monoton névekv®a E; > intervallumon.
A cosfliggvény monoton csoklen®a [0; ] intervallumon.

Bizonyitas. Gyakorlaton.
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8. Tovabbi elemi fliiggvények

a) A tg ésctg figgvények. A

1 : sin(x)
- _ . I . = .
tg : Rnf(k + 2)  k2Zg! R; tg(x) cogx) ’
. cogXx)
. . ' . =
ctg:Rnfk ; k2 2Zg! R; ctg(x) sin(x)

szerirt de nidlt fuggvényeket tangens, ill. cotangensfliggvényeknek ne-
vezzik. Legfortosabb tulajdonségailat gyakorlaton vizsgéljuk.

! y H | y 1
----- . \
— X I DN
i i Pl !
JRTE. AR P R E .
! 1 i !
! ; P01 R
y i
2 ;
0 X X
2| 2
TN .

8.1. dbra. Az arcus fiiggvények
b) Az arcHstggyéryek de nicidja.
i
Az f : E; — | R; f(x) = sin(x) folytonos ésszigorGanmonoton no-
veked®fuggvery inverzét arcsin (arkusz-szirusz) figgvenynek nevezzuk.
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Ez folytonos, sziggrdanmonoton noveked®és

arcsin: [ 1;1]! 515
Ag:[0; 1! R; g(x) = coqx) folytonos ésszigordianmonoton cstklen®
flggvéry inverze az arccos (arkusz-koszirusz) fliggvény, mely folytonos,
szigoruanmonoton csoklken®és

arccos: [ 1;1]! [O; 1.

Az F: E; > I R; F(x) = tg(x) folytonos ésszigorGanmonoton no-

veked®fluiggvery inverzét arctg (arkusz-tangens)fiiggvenynek nevezzuk.
Ez folytonos, szigoruanmonoton noveked®és

arctg : R'! 515
AG:(0; )! R; G(x) = ctg(x) folytonos ésszigoritan monoton csok-
ken®fuiggvery inverzétarcctg (arkusz-cotangens)figgvenynek nevezzuk.
Ez folytonos, szigoruanmonoton cstklken®és
arcctg: R! (0; ).

1. tétel. A tg; ctg; arcsin;, arccos arctg; arcctg fliggvények di erencial-

hatok és

1
tgqx) = gx) = ——— ;
g0 = co§(x) ctgx) sin?(x)
arcsin{x) = pl: (x6 1); arcco(x) = 1917 (x6 1);
1 x? 1 x?
1
arctgqx) = iy arcctgd(x) = T
Bizonyitéas.
sin(x)

tg(x) = codx) (x 2 Rnf(k+ 3) jk2 Zg), asin éscosfiiggweryek
di erencialhatok, cogx) 6 0, hax 2 Dyy , igy a korabbantanult tételeket
felhasznaha

tg9x) = sindx) cogx) cogx) sin{x) _

co(x)
_cof(x) +sin’(x) 1
coZ(x) coF(x) -
ctg(x) di erencialhatésaga ésctgqx) meg#atérozlésajgyanigy megy
Az arcsin: [ 1;1]! R fuggwery azf : E;E I R; f(x) = sin_(x)

fluggvéry inverze, mely szigorlan monoton és folytonos -n

N |

2’
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h i

2'2
igy az inverz fuggvery di erencialhatésagara vonatkozo

9 fqx) = ﬁos(x) 8 x 2
i
2 — =
X, 2.1 2 H
tétel szerirt

esetén, tovabba f {x) 6 0, ha

1 —
cogarcsin(x))
1 1

= DN = D

~ "1 sinfarcsin(x)) 1 x2'

9 arcsin{x) =

hax 2] 1 1[(itt felhasznaltukaztis, hogy cogt) > 0, hat2 5,5 ).
Belathatd, hogy az arcsin fuggvery nem di erencialhatdé, ha x = 1,
vagy x = 1.

Az arccos arctg; arcctg figgvények di erencialhatésaga és derivaltjuk
meghatarozasaaz el®bbihezhasonléantérténik.

c) Ertelmezhet®kath = (S:h—h; cth = (S:h—htangens—hiperbolikusz éscotangens-

hiperbolikusz fliggvények, ésvizsgalhatdk tulajdonsagaik.
d) sh; ch; th; cth inverzeiként értelmezzikaz arsh; arch; arth; arcth area-
fuggvényeket ésvizsgalhatjuk tulajdonséagailat.

Meg jegyzés. A th; cth ésaz area fuggveryek di erencialasi szabaly is
egyszerferbizonyithato (lasd gyakorlaton).

9. Magasabbrend{ deriv altak

Az f fuggvéry f°= (D) derivaltfliggvényét is derivalhatjuk, ekkor meg-
kapjuk az f %= f®@ masalik derivaltat. Ezt pedig derivalva kapjuk az
f000= () harmadik derivaltat. Az n-edik derivalt (rekurzival tortén®)
portos de nicié ja az alabbi.

De nici6. Legyenf :ha;bi ! R adott fuggvéry. f O-adik derivaltja:

fO =f Han2 Nésf(™ D :habi ! R értelmezett ésdierencialhatd

figgvéry, akkor f n-edik derivalja azf ™ = 0 D %fuggvény.

Ha 8 n 2 N-re 9 f (M, akkor azt mondjuk, hogy f akarhanyszor di eren-

cidlhato.

Példa.

1. f(x)=x?+3+2(x2R) =) 9fqx)=22x+3(x2R) =) 9f%x) =
2(x2R) =) 9f%)=0(x2R) =) 9fMx)=0(x2R)8n2
N; n 4-re=) f akarhanyszordierencialhato.



106 VI Il. DIFFERENCIALSZAMIT AS

2. Teljesindukcioval bizonyithatd, hogy k;n 2 N esetén
xM® =nn 1):::(n k+xkK "x2R) hak<n;
(x")™ = n! (x 2 R);
xM® =0(x2R) hak> n:

3. 9 exp™ = exp (azaz(e*)(M = &; x 2 R) 8 n 2 N, tehat exp akarhany-
szor di erencialhato.

1. tétel. Haf;g:ha;b ! R n-szerdierencialhato, akkorc f; f +g; f @
is n-szerdi erencialhatd és8 x 2 ha;bi esetén

(c HVx) =c fV(x);
(F+ g™ x) = ) + gV (x) ;

X . .
f 9M(x) = T f(x) g™ Y(x) (Leibniz-szabaly).
i=0

Bizonyitas. Teljesindukcioval egyszerf.

Példa. A h(x) = (x?+ 2x)e* (x 2 R) fuggvény azf (x) = x2+ 2x (x 2 R)
ésa g(x) = € akarhanyszor di erencidlhaté fliggvenyek szorzata, igy a
Leibniz-szabalymiatt n = 100 esetén8 x 2 R-re

h(100) () = X ” (x2 + 2) D ()M D =
=0 |
100

_ 100  , 100 _
= (x°+ 2xX)e* + 1 (2x + 2)e* + 5 2" :

- P
2. tetel. Az f(x) = ae xK (x2] %) hatvanysor 6sszegfiiggénye
k=0
akarhanyszor di erencialhaté és

3
fMx)= k (k 1) (k n+1) a x*"  (x2( %%Y);
k=n

f (M (0)
!

tovabbaa, = (n=20;1;:::).

Bizonyitas. A hatvanysorok di erencialhatésagi tétele alapjan, teljes induk-
cioval, illetve x = 0 helyettesitésselegyszerf.
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10. Di erencialhaté  fluggvények vizsgalata

a) A lokalis széls@rték sziikségeseltétele

Példa. Az 8
<x?; hax2[ L1]
f(x)=
(x) : %; hax 2]1;2[:
fluggvery széls@rték helyei: 1; O; 1. Ezekkozul a 0-ban vizszirtes érit®je
van . Ezt apont, amelybenegyrésztdi erencialhatd, masrésztaz értelmezési
tartomanyanak bels®pontja.

Yy

1

T

10.1. &bra.

1. tétel. Legyenf :ha;bi ! R. Haf-nekazxo 2]a;b[-ben lokalis maxi-
muma (minimuma) van és9 f {x,), akkor f {xq) = 0.

Bizonyitas. Ha példaul f -nek xo-ban lokalis minimuma van, akkor
9 K(xo; ) Ja;b[, hogyf (x)8 f(Xo) 0(x2K(Xo; )),igy

f (x) f(xo):< 0; haxo < X< X

X Xo : 0; haxg< X< xg+
Ezért
8 9
3 10(xo) = 'nmow 02
f qxo) = X xo 0 =) %o = O:
TR O °
T 0)_xl|>5n+o X X ’
! 0 0

Meg jegyzés. A feltétel altalaban nem elégségesahogy ezt példaul az
f(x) = x3 (x 2 R) fliggvéry az xo = 0-ban mutatja. Ekkor 9 f {0) = 0, de
x3> 0, hax> 0ésx3< 0, hax < 0, igy @K (0; ), hogy 8 x 2 K (0; )-ra
x3 0vagyx® O teljesiiine, igy xo = 0-ban nincs lokalis maximuma és
minimuma sem.
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Példa. Az f(x) = x? (x 2 R) fiilggvérynek az xo = 0 pontban lokalis
minimuma van (hiszenx?> 08 x 2 R) és9 f {xq) = f40) = 0.

b) Kozépértéktételek

2. tétel (Cauchy). Haazf;g:[a;b! R flggvérnyek folytonosak [a;b]-n,

di erencialhatéak ]a;b[-n, akkor 9 x 2 ]a;b[, hogy

(CK) [f() f@ g)=[gb o@] fI%):

Bizonyitas. _
Ah:fa;b! Ry h(t)=[f(b) f(a) go(t) [g(b) og(a)] f(t) fuggvery
folytonos [a; b]-n, di erencialhatd ]a;b[-n, h(a) = h(b).
h folytonossagaés|a; b] kompaktsagamiatt h felveszi[a; b]-n széls@rte-
keit, igy 9 u;v 2 [a;b], hogy h(v) h(x) h(u) (x 2 [a;h]).
fu;vg = fa;bg eseténh(a) = h(b) ésaz el®bbiegyenI®tlenségdija, hogy
h konstans, ésigy hqx) = 0 (x 2 [a;h]). Ez pedig h di erencidlaséaval
adja az allitast.
Ha fu;vg 6 fa;bg, akkor u vagy v 2 (a;b), ezérthYu) = 0 vagy hYv) =
0, ami x = u vagy x = v mellett h di erencialasaval adja az allitast.

Az alabbiakban a Caudchy-tétel néhary kévetkezméryét targyaljuk.

3. tétel (Lagrange). Legyenf :[a;b]! R folytonos [a;b]-n, di erencial-

hat6 ] a;b[-n, akkor 9 x 2 ]a;b[, hogy

(L K) f() f@=fx)(b a):

Bizonyitas. Kovetkezik (C-K) -bdl g(x) = x valasztassal.

A Lagrange-tételgeometriaijelentése: az (a;f (a)); (b;f (b)) pontokat dssze-
kot® szel®el parhuzamosaz x-beli érint®.
y

A
f (b) szel®
érint®

f(a)
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Példa. Bizonyitsuk be ajsin(x) sin(y)j jx VYj (x;y 2 R) egyenl®tlen-
séget.

A sin: R! R fuggvéry 8 [x; y]-on teljesiti a Lagrange-tétel feltételeit, igy
9t 2]x; y[, hogy

sin(y) sin(x) = sinf{t)(y x) = coqt)(y x) ;
amib®ljcoqt)] 1 miatt kapjuk a
jsin(x) sin(y)j = jeogt)jjx yi jx yi;
illetve a bizonyitand6 egyenl®tlenséget.

4. tétel (Rolle). Legyenf :[a;b]! R folytonos [a;b]-n, di erencialhatd
la;b[-n, f (a) = f (b), akkor 9 x 2 ]a;b[, hogy f {x) = 0.

Bizonyitas. Kovetkezik (L-K) -bdl f (a) = f (b) miatt.

Példa. Az f(x) = 9% 4x fuggwery a  3;% intervallumon teljesiti a
Rolle-tétel feltételeit, mert (mint polinom fliggvéry) di erencéalhato,

f 2 =f 2% =0igy9x 2 2,2 hogyf{x) = 27x2 4= 0. Ez
akkor igaz, ha x = = = %52 Konnyen ellen®rizhet®hogy mindkeét

érték bennevan a : % intervallumban.

wIiNy

wWIN

10.3. abra.
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K 6vetk ezmény. Ha gqx) 6 0 (x 2]a;b[), akkor g(b) 6 g(a) (hiszen el-
lenkez®esetten (C-K) miatt 9 x 2]a;b[; g{x) = 0). Ekkor (C-K) irhatd

az
f qx) _f( f(a
gAx) g g(a

alakban.

5. tétel (a monotonitas elegend® feltétele). Haf :ha;bi ! R dieren-
cialhatd, akkor

a)f® 0 =) f monoton néveked®

by f© 0 =) f monoton csoklen®

c) f%= 0 =) f = ¢, azazkonstans

Bizonyitads. A Lagrange-tétel segitségésl.
Legyen x1;X2 2 ha; b tetsz®legesAz f [x1;X»]-re valo leszfkitéseteljesiti a
Lagrange-tételfeltételeit, igy 9 x 2 [x1;X2[, hogy

f(x2) f(x1)=(x2 x1) F9%);
igy barmely fenti x1; X»-re
a)f® 0 =) f(x) f(x1) =) f monoton néveked®

by fO 0 =) f(x2) f(x1) =) f monoton csékien®
c) f9=0 =) f(xp)=1f(x1) =) f = c, azazkonstans

6. tétel (a monotonitas szikséges és elegend® feltétele). Legyen
f :ha;bi ! R dierencidlhato fuggveny, akkor
a) f monoton névekv® (csokken®)ha;bi-n () f° 0(f° 0);
b) f szigordanmonoton névekv® (csOkken®)ha; bi-n ()
fO 0(f% 0)és@rc;di ha;bi, hogyfqx) =0, hax 2 hc;di.

Bizonyitas.

a) Az elégségessén a 4. tételb®l. A szikségességhdegyen példaul f
novekv®ésx 2 ha;b tesz®legedy olyan, hogy x + h 2 ha; bi, akkor

f(x+h) f(x)
h

b) ElégségességHa példaul f© 0, akkor a) miatt f névekv®. Tegyiik fel,
hogy nem szigoranmonoton névekv®,akkor 9 x;y 2 ha;hi; x <y, hogy
f (x) = f (y), de akkor (f monotonitasa miatt) f (t) = ¢, hat 2 [x;V]
ha; b, ami elletmondas.

0=) f9 o0:

SzikségességHa példaul f szigortan monoton névekv®, akkor a) mi-
att fO 0. Ha 9 hc:di ha;bi, hogy fqx) = 0 (x 2 hc;di), akkor
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f (x) = const (x 2 hc;di), igy f nem szigordan monoton névekv®, ami
elletmondas.

Példa. Az f(x) = 2+ x x? (x 2 R) fiiggvéry di erencialhato, f qx) =
1 X (x2R),igyfqx)=0 () x= 1 Tovabbafqx)=1 2x>
0 () x< % ezértf szigordan monoton névekv® 1 ;% -en. Masrészt
fqx) = 1 2x < 0 () x > % gy f szigortan monoton novekv®
3;+1 -en.
7. tétel (a széls®eérték egy elégséges feltétele).
Legyenf :]1xg r;xo+ r[! R dierencialhaté fliggvéry. Ha
a)fqx) 0 (x2]xo rxeD; fAx) 0O (x 2]xe;xo+ r[), akkor
f -nek xo-ban lokalis maximuma van;
b) fdx) 0 (x2]xo r;xoD; fAX) 0O (x 2]xo;Xo+ r[); akkor
f -nek xg-ban lokalis minimuma van.

Bizonyitas. Az 6. Tétel miatt f néveked®az |xo r;x[ intervallumon, vi-
szort csoklen®az | xp;x r [ intervallumon, igy Xg-ban maximuma van. A
minimum hasonléanbizonyithato.

Példa. Az el®bbipéldaf(x) = 2+ x x? (x 2 R) di erencialhaté fliggvé-
nyéreazt kapjuk, hogyfq{x)= 0 () x= 3ésfqx) Ohax2 1 ;1,
fqx) 0, hax?2 %;+1 , igy a tétel miatt f -nek lokalis maximuma van

—1
azx = 5 helyen.

c) Taylor-sorok, Taylor-polinom
De nici6. Legyenazf :]p;q[! R fuggvéry akarhanyszor di erencialhato.
A
X1 0(q)
k!

(TS) k

a) (x;a2]p;al)
k=0

hatvanysort az f fliggvérny a-hoz tartozo Taylor-soranak, mig n-edik rész-
letdsszegéta

X K(a
™ = @ o af (cazlpa)

k=0 '
polinomot azf fliggvéry a-hoz tartozo Taylor-polinomjanak nevezzuk.
Ha 0 2 ]p;q[, akkor az a = 0-hoz tartozé Taylor-sort f Maclaurin-soranak
nevezzuik.
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Meg jegyzések.

1. Minden konvergens hatvanysor ¢sszegfliggé#nyének Taylor-sora (lasd:
exp; sin;:::).

2. Fontos kérdés: Mikor allithatd el®egy fuggvery Taylor-soraval?

Tétel (Taylor). Legyenf : K(a;r) R! R; n2 N és9f™ akkor

8 x 2 K(a;r) esetén9 (x) 2 K (a;r)nfag, hogy

f(M( (x))
n!

(T) f(x)=Th 2(x) + x a"  (x2K(ar)):

Meg jegyzések.
1. n = l-re a Taylor-tétel a Lagrange-tétel.
2. Az -
n
Ro() = D a (x 2K (@)

szerirt de nialt Rp, ngg\}éry a Taylor-formula Lagrange-félemaradék-
tagja.

3. Ha 9 M, hogy 8 x 2 K(a;r); n 2 N eseténjf M(x)j M, akkor
nI'i{n Rn(x) = 0, ezért

k
f(x) = X f(lil(a) x af  (x2K(@r):
k=0 '
igy azf fuggvéry Taylor-sordnak dsszege.
4. Az 8
< exp 1 ; x6 0
f(x)=, x2
"0 ;x=0

fuggvéryre 9 f(M(@©0) = 0 (n 2 N), igy az f fiiggvéry 0-hoz tartozé
Taylor-sordnak dsszege 0 fliggvény, ami nyilvan 6 f .
5. A Taylor-tétel alapjan becsilhet®f ésT, ; eltérése,példaul:

3 x2n 1
sin)  x o FE o+ ( oyt ol -
sin® () oy X
(2n)! @n)! -
6. AzInl+x)=1(x) (x2( 1;,1)) fuggveryre példaul
x? X3 x" 1 xn+t
nd+rx)=x Z+3 +( " l)FJr( b’ @+ ) n+i’
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amib®lx = 1 valasztassalés hataratmenettel

G

1
t 3 ;
3 n

n2=1 =
n 2
ahol a jobboldal az ismert Leibniz-féle sor.

d) A széls@rték altalanosfeltétele

Tétel. Haf :K(a;r)! R (k 1)-szerdierencialhatdo (k 2),
fQa)= =f&k D@ =06és9f&(a)6 0, akkor

a) ha k pératlan, ugy f (a) nem széls@rték;

b) hak paros,ugy f (a) széls@rték, tovabba
f () (a) > 0 eseténf (a) szigoru lokalis minimum,
f (K (a) < 0 eseténf (a) szigoru lokalis maximum.

Példa. Az f(x)=x3 6x2+ 9x 4 kétszerdi erencialhatd, és
fqx) = 3x? 1+ 9 f%)=6x 12 fqx)=0 () x=1lvagyx= 3,
igy e két helyen lehet lokalis széls@rtéke:
%)= 6<0 =) f-nekx = 1-benlokalis maximuma van, értéke
f(1) = 0
f093) = 6> 0 =) f-nekx = 3-ben lokalis minimuma van, értéke
f3) = 4

10.4. &bra.
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e) Konvex fuggvenyek

1. denici6. Azf :ha;bi ! R fliggvényt konvex nek (illetv e konkav nak)

nevezzikha;bi-n, ha8 x1;x2 2 ha;bi és8 p;q2 [0;1]; p+ g= 1 esetén

(K) f(p xa+tq x2) p fx)+a f(xz)

(illetv e (K)-ban ) teljesul. f szigordankonvex (konkav), ha (K)-ban szigor(

egyenl®tlenségvan.

Meg jegyzés. Ha x; < Xz, legyen (K) -ban
X2 X X X1

p_Xz X1’ q_Xz

(x 2]x1;%20) 5

akkor p;q2 [0;1], p+ q= 1, px1+ X2 = X, igy

@ 0 P2 et x2lxixeD:
vagy mas elrendezésbkn

@ 1o P2 et x2lxixD
kovetkezik.

Ez azt jelenti, hogy egykonvexf flggvery grafjanak pontjai az(x1;f (x1)) és
(X2;f (x2)) pontokon athaladd szel®alatt vannak (8 x1;X2 2 ha;bi; X1 < Xz
esetén).

Y,

f (X2) ------------------

09 E—

f(x)| =

i
1
i
1
. L
0] x1 X Xy X

10.5. abra. Konvex fliggvény
(1) és(2) adja, hogy
f(x) f(x1) fx2a) f(x1) fx2) F(x).
X X1 X2 X1 X2 X ’

(3)

Mésrészt, ha (3) teljesll 8 x1;X2;x 2 hajbi; x1 < x < X, esetén,akkor
legyent;s2 ha;bi; t<'s; 2 ]0;1[ adott.
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Hax; =1 xp=5s;x=t+(1 )s, akkor egyszerferadddik (3)-bol, hogy

f(t+(@ )s) f(t) f(s) f(t) f(s) f(t+(@ )s)
@ s 9 s t (s t) '

amib®l pedig

f(t+@ )s) f@®)+@ Hf()
kovetkezik, mely = 0és = 1 eseténis teljesll, tehat f konvex.

8. tétel. Az f :ha;b ! R dierencialhatdo fliggvérny akkor éscsak akkor
konvex, haazfO: ha;bi | R fuggvény monoton névekv®.

Bizonyitas.

a) Haf konvex, akkor (3)-bolx! xqill. x! x, hataratmenettel jon, hogy
fqx2) fUx1) 8 x1 < x, esetén,azazf ® monoton névekv®.

b) Ha f ©monoton ndvekv®, akkor 8 x; < X < X, esetén(a Lagrange-tétel
miatt) 9 z; 2 (X1;X); z2 2 (X; X2), hogy

100 100) _ gy = 102 10

X1 X2 X
melyb®l az el®z®negegyzésmasadik részeszerirt kovetkezik, hogy f
konvex.

Meg jegyzések.
1. Hasonlédllitas igaz konkav fuggvényekre is.

2. f szigorbankonvex () f 9szigorGanmonoton névekv®.
3. Ha9f%ugy: f konvex () 9 0; f konkav () % 0.

2. denicio. Az f :hb ! R fuggvernynek az x 2 ]a; in exios helye,
(x; T (x)) pedigin exios pontja, ha9r > 0, hogyf konvex(konkav) ]x r;x]-
en éskonkav (konvex) [x; x + r[-en.

Tehat az in exiés helyen a figgvéry vagy konvexb®l konkavba valt, vagy
konkavbdl konvexbe.

9. tétel. Azf :ha;b ! R dierencialhaté figgvérynek az x 2]a; [ akkor
éscsak akkor in exios helye, ha széls@rtékhelye f “nek.

Bizonyitas.

a) Hax 2]a;b[ in exiés hely, akkor a de nici6é szerirt 9r > 0, hogyf kon-
vex (konkév) ]x  r;x]-en, konkav (korvex) [x; x + r[-en=) f ®monoton
novekv® (csokken®)]x  r;x]-en, csoklen®novekw®) [x; X + r[-en=) x
széls@rtékhelye f Lnek.
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b) Ha x 2]a;b[ széls@rtek helye f Lnek, akkor 9 r > 0, hogy f névekv®
(csokken®)]x  r;x]-en, csoklen®(ndvekv®) [x; x + r[-en=) f konvex
(konkav) Jx r;x]-en, konkav (konvex) [x; x+ r[-en=) X in exiés helye
f -nek.

Példa. Az f(x) = 3x? x3 (x 2 R) fuggvéry kétszer di erencialhato:
fqx)=6x 3x% f%)=6 6x. Igyf%%)=0 () x=1

f%x)=6 6x 0 () x 1 Tehatf szigorGankonvex] 1 ;1[-en.
f%%)=6 6x 0 () x 1 Tehatf szigorGankonkav [1;+1 [-en.

X = 1-ben konvex és konkav iv talalkozik, igy x = 1 inexios hely, (1;2)
pedig in exiés port.

y
P(1;2)
0 1 2 3 X
10.6. abra.

f) L'Hospital-szabaly

Alapprobléma.
Haf;g:K(a;r)! R adottak és)l(i'maf x) = XIilmag(x) = 0, akkor létezik-e

iilma%, éshogyan szamithaté ki? (Lehet egyldali hatarérték is.)
10. tétel (L'Hospital-szabaly). Legyenekf;g:Ja;a+ r[! R dierencial-
hat6 fliggvérnyek, hogy XIilmaf x) = )!i'mag(x) = 0; g(x) g¥x) 6 0. Ha létezik

a lim fo(—x) hatarérték, akkor létezik a lim @ hatarérték is, ésa kett®
x!"a g{(x) x!"a g(x)
egyenl®egymassal.

Meg jegyzések.
1. Hasonldigaz Ja r;a[-ra vagy K (a;r)nfag-n értelmezett fuggvernyek
esetén.
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Haf (a) = g(a) = 0; f ;g di erencialhatok a-ban, ésg¥a) 6 0, akkor

im £00 _ £99)

xagx) oY@
Ha f ésg értelmezésitartomanya felulr®l, illetve alulrél nem korlatos,
akkor példaul

: _ 1 . , o 1
Xlllrplf(x)— 'Ilrglf y illetve x!“lm g(x)-y!llr(p Y y

miatt a L'Hospital-szabaly végtelerben vett hatarértékre is érvéryes.

4. A L'Hospital szabdlyakkor is érvényes, ha
Iim f(x) = Iim g(x)=+1.
5. Ha I|m f(x) =0 I|m g(x) = +1 , akkor azf (x) g(x) = Q egyenl®ség
g(X)
jobb oldalara alkalmazzuk a L'Hospital-szabalyt.
Példa.
1. Az f(x) = sin(x) ésg(x) = x (x 2 R) fuggveryek di erencialhatok,

f4x) = cogx); g%9) = 16 0(x 2 R), 9 Iim % lim Cosl(x) =1

sm(x) Z 1

X
Az f(x) = x ésg(x) = e 6 0 (x 2 R) fliggvéryek di erencialhatok,

1 ]
—_ . —_ X H —_ A
fqx) = 1, g4x) = 2> 6 0 (x 2 R), 9 )|(I!m0—2 > = 0. Igy a 3. és

igy a L'Hospital-szabaly szerirt 9 )I(ilm

4. megegyzésekmiatt 9 I|m @ =0.

g) Fuggweryek vizsgalata, abrazolasa

Egy f fuggwvery teljes vizsgalatanal meghatarozzuk:

1.
2.
3.
4,
5.
6. f derivalt fuggvényét (figgvérnyeit): f S f 99
7.

8. f széls@rtek helyeit ésszéls@rtékeit;

a D; értelmezésitartomanyt;

hogy f paros, paratlan, periédikus fliggvény-e;

f zérushelit, D¢ azonrészhalmazait,ahol f el®ele allando;
f hatarértékeit D¢ hatarpontjaiban;

f szaladasihelyeit, folytonossagiintervallumait;

D¢ azonrészirtervallumait, ahol f monoton néveked®(cstkken®);
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9. Ds azonrészirtervallumait, aholf konvex (konkav), azin exios helyeket
(pontokat);

10. az esetlegesaszimptotakat olyan y = ax + b egyenlet] egyenesekt,
melyekre Xllilm (f(x) ax b =0, iletve X'Iilm (f(x) ax b =0

a= lim @; b= lim (f(x) ax);
x! 1 X x! 1
_x! 1 _x! 1

11. abrazoljuk azf fuggvényt (megrajzoljuk a grafjat);
12. f Rs értékkészletét.

Példa. Végezzikel a teljes fliggvenyvizsgalatot ésabrazoljuk az
f(x)=3x x3(x2R) fuggvenyt!

1. D; = R;
2. f( x)=3( x) ( x)®= [ x°]= f(x),tehatf paratlan;
3. 3% x3z x(3 x?)=0 () x=0_ x= 3, tehat f zérushelwi
plp_
X =0 3 3

f(x)>0hax2] 4; p§[ B xalo;p§[,

f(x)<0,ha x2] ~30[ _ x2] 3+1 [
4. D¢ hatarpontjai: 1 ;+1 ;

i 3y = i 3 3 - .

X!Illm (3x x)-xllllm X e+tl =+1;

im B3x x3= Ilim x3 33+1 =1 ;
x!+1( ) X!l +1 xZ :

5. f folytonos R-en (mert két folytonos figgvery kilénbsége),igy szakadasi
helye nincs;

6. f dierencidlhatd R-en(mert di erencidlhatd fuggvények kiilonbsége),és
fqx) = 3 3x? (x 2 R), tovabbaf %¥x) = 6x (x 2 R);

7.fqx) =3 3% 0 () 1 x%2 () jxj 1, tehatf szigorGan
monoton ndvekv®a [ 1; 1] intervallumon;
fqx) 0 () jxj 1,tehatf szigortanmonotoncséklen®a] 1 ; 1]
és[1;+1 [ intervallumokon;

8. fqx) =0 () x= 1 _ x = 1, tehat ezenhelyeken lehet lokélis
széls@rtéke:
x = 1-benfCel@elet valt, negativrol pozitivra, tehat x = 1 lokalis
maximum hely,
x = 1-ben f Cel@elet valt, pozitivrél negativra, tehat x = 1 lokalis mini-
mum hely,
(a lokalis minimum ésmaximum értéke 2, illetve 2); globalis széls@r-
téke nincs;
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9. 9f%¥x)= 6x: f%) 0 () x O f%) 0 () x O tehat
f konvexa] 1 ;0], konkav a [0;+ 1 [ intervallumokon, x = 0 in exiés
hely (a (0; 0) in exiés pont);

10. aszimptota nincs;

11. y
2
p_=
Y3 1 1 X
2
10.7. abra.

12. Ry = R (mert f folytonos ésxllilm f(x)=+1; X!Iirpl f(x)=1 ).
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area-figgveények, 105
aritmetik ai kézép, 31
asszeiativitas, 12
aszimptota, 74

balodali hatarérték, 73
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Bernoulli-egyenl®tlenség,31
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sorozatokra, 44
Cauchy-Hadamard-tétel, 85
Cauchy-sorozat, 44
Cauchy-szorzat, 57
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D'Alem bert-féle hanyadoskritérium, 54
de Morgan-féle azonossag,12

derivalt, 93

Descartes-szorzat,13
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di erencialhan yados, 93
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Diric hlet-figgvény, 66
diszjunkt halmazok, 12
disztributivitas, 12
divergencia, 38
divergens

sor, 49

sorozat, 38

egészszamok, 24

egymasbaskatuly azott intervallumok, 28
egységelem,22

ekvivalens halmazok, 19

exponencidlis fuggvény, 87

fuggvény, 17

folytonosséaga, 64

konkav, 114

konvex, 114
figgvény hatarértéke, 72
figgvénysor, 81
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aja, 83

felllr®l korlatos, 16
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Heine-Borel-tétel, 36

hip erbolikusz fiiggvények, 105
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hely, 115
pont, 115
intervallum, 27
inverz
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kontin uum szamossagthalmazok, 33
konvergenciatartomany, 81
konvergens

fuggvénysorozat, 81

sor, 49

sorozat, 38
korlatos

fuggvény, 62

sorozat, 37

L'Hospital-szabély, 116
Lagrange-féle kozépéertéktétel, 108
Leibniz-féle kritérium, 53
Leibniz-féle sor, 113
Leibniz-szabaly, 106
leképezés,14
leszfkités
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limesz inferior, 44
limesz szuperior, 44
linearitds (relacioé), 16
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metrik a, 27
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nyilt lefedés,36
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Peano-féleaxiomak, 24
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részletésszeg49

részsorozat,43
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relacio, 14
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sinus fiiggvény, 87
sinus hip erbolicus flggvény, 87
sorok szorzata, 56
sorozat, 37
Cauchy, 44
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szaladas
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tavolsag

két valés szamé, 27
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Taylor

-polinom, 111

-sor, 111

tétele, 112
telijes halmaz, 17
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természetesszamok, 24
testaxiomak, 21
tizedestort, 59
torl6 dasi pont, 34
tranzitivitas, 16
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végtelen halmazok, 32
végtelen sor, 49

valos fliggvény, 61
valos szamok, 21
Venn-diagram, 11

zaréjelezett sor, 56
zart halmaz, 33
zéruselem, 22



