Tematika

Természetes számok, Peano-axiómák ,teljes indukció, műveletek, rendezés, számrendszerek. A racionális egész számok gyűrűje. A racionális számok teste , valós számok. Komplex számok, konjugálás , trigonometrikus alak, gyökvonás, a kvaterniók teste.

Oszthatóság integritás tartományban, prímszám fogalma maradékos osztás, lnko. Euklideszi algoritmus, euklideszi gyűrű, a számelmélet alaptétele. Maradékosztály gyűrűk, homomorfizmus, izomorfizmus kompatibilis osztályozás. Az Euler-féle -függvény, Euler-Fermat-tétel, test karakterisztikája. Lineáris diofantoszi egyenletek és lineáris kongruenciák megoldása. Szimultán kongruenciák. 

Egyhatározatlanú polinomok gyűrűje, oszthatóság és maradékos osztás , euklideszi algoritmus, legnagyobb közös osztó . Polinomok felbontása irreducibilis tényezőkre, a racionális, a valós , a komplex számok teste fölötti polinom gyűrűben . Irreducibilis polinomok a racionális egész együtthatós polinomok körében.  Magasabb fokú algebrai egyenletek `megoldhatósága`, az algebra alaptétele. Polinom formális deriváltja, többszörös gyökök. Interpolációs polinomok. Racionális tört függvények teste, parciális törtekre bontás. Többhatározatlanú polinomok, szimmetrikus polinomok alaptétele.
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"Legyen világosság!" És lett világosság.(Genezis I,3)

 Alapfogalmak, jelölések

Halmazelméleti alapfogalmak

E fejezetben a számunkra legszükségesebb halmazelméleti fogalmakat ismertetjük. Szóhasználatunk sokkal inkább az ún. naiv halmazelmélethez áll közelebb mint sem valamely axiomatikus felépítéshez. A naív halmazelméletnek az előnye a szemléletessége, könnyen érthetősége, hátránya, hogy a pontatlan „halmaz, számosság stb. fogalmak” miatt egymásnak ellentmondó állításokat lehet bizonyítani. Az axiomatikus felépítés segítségével meg lehet mutatni, hogy az ellentmondások kiküszöbölhetők oly módon hogy a „naív halmazelmélet” lényeges elemei, módszerei, ötletei megmaradnak. A halmazelmélet megalkotójának Cantor G.
 (1845-1918) tekintik.Egy halmazt adottnak tekintünk, ha el tudjuk dönteni, hogy valami eleme-e vagy sem. Természetesen nem foglalkozunk azzal, hogy a fenti értelemben valamely halmaz mennyire jól meghatározott. Például annak az eldöntése, hogy egy természetes szám amelynek a 1O-es számrendszerben 2OO2 számjegye van, - prímszám-e vagy sem -, alkalmasint meglepően sok időt igényelhet. Másik példaként azt említhetnénk, hogy ma sem ismert az hogy az 
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. Mégis- mind ennek ellenére -a matematikusok nagy többsége jól definiált halmaznak tekinti a prímszámok halmazát is és a racionális számok halmazát is, s reméljük, hogy a Tisztelt Olvasó is jól definiáltaknak tekinti azokat. Másképpen fogalmazva a halmaz fogalmát, s az x eleme H tulajdonságot nem definiáljuk. E fejezetből igen fontos a descartes ( vagy direkt) szorzat, illetve a hatványhalmaz fogalma. Mind a két konstrukció lényegében „kevésből csinál sokat”. Ugyancsak fontos a számosság fogalma. Cantor munkássága előtt a filozófusok számára a végtelen csupán a potenciális illetve aktuális végtelen jelentette, azt is igen zavaros formában. A számosságfogalmának a gondos vizsgálatával belátható, hogy végtelen sok különböző végtelen létezik.

A továbbiakban halmazok jelölésére a latin ábécé nagy betűit fogjuk használni, ha csak mást nem mondunk. A következő szimbólumokat a megszokott értelemben fogjuk használni:

 - az üres halmazxe "üres halmaz", az a halmaz amelynek egy eleme sincs 

hH - h eleme H-nak

hH - h nem eleme H-nak

AB - A-nak valódi részhalmaza B

AB - A-nak részhalmaza B

AB - A nem részhalmaza B-nek

AB - A és B unióxe "unió"ja, A és B egyesítése

AB - A és B metszetxe "metszet", A és B közös része

A-B - A-ból levonva B, A azon elemeinek a halmaza, amelyek nem elemei B-nek
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 - az A és B halmazok szimmetrikus differenciája, az 
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 halmaz elemei ( az azonosság jobb oldala indokolja a szimmetrikus differencia elnevezést).

 - az univerzális kvantorxe "univerzális kvantor", bármely, mind, az összes

 - az egzisztenciális kvantorxe "egzisztenciális kvantor", van olyan, létezik.

Ha A ill. B. logikai állításokat ( ítéleteket) jelöl, akkor

AB - az implikációxe "implikáció" jele, A implikálja B-t ( ha A akkor B ), A-ból következik B

AB - A és B logikailag ekvivalensek, (  A akkor és csak akkor, ha B ) 

Definíció: Az A halmaznak részhalmazxe "részhalmaz"a B, ha B bármely eleme A-nak is eleme. Jele:  
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Definíció: 
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 halmazok descartes szorzatxe "descartes szorzat"án a (h1,h2,...,hn) rendezett elem n-esek H halmazát értjük, ahol 
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      Példa: Legyen a 
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Definíció: A 
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-t binér megfeleltetésxe "binér megfeleltetés"nek nevezzük.

A binér megfeleltetés fogalma igen általános sok fajta példa adható rá. Példa: 1. Legyen A az öt oldalú konvex sokszögek P5 ( konvex ötszögek )halmaza, s B a valós számok halmaza. S a 
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-akkor és csak akkor,ha P5–nek van olyan belső szöge, melynek mértéke radiánban pont á-val egyezik meg. 
2. Legyen A a 2004.IX.1.napján élő férfiak halmaza,s B a 2004.IX.1.-én élő nők halmaza. S legyen 
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 akkor és csak akkor, ha az”a”-val jelölt férfi legalább egyszer házasságot kötött a „b”-vel jelölt nővel,még 2004.IX.1. előtt. Vegye észre, hogy az előbbi reláció érzéketlen arra, hogy valamelyik pár esetleg többször is házasságra is lépett,ami ritka de nem példátlan a polgári házasságok történetében
Definíció: A 
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-t binér relációxe "binér reláció"nak nevezzük.

Példa:1.Jelölje A valamely iskolának egyik osztályába járó tanulók halmazát.Az „ai” tanulót relációban állónak mondjuk a „aj” tanulóval, ha „ai”matematikáról beszélt „aj”-nek. Ha az osztálylétszám 20 fő volt, azaz 
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. S ez mutatja, hogy adott halmazon értelmezett bináris relációk igen sokfélék lehetnek. Véges sok elemű A halmazon adott binér relációt lehet  úgy tekinteni, mint egy írányított gráfot, amelynek a csúcspontjai A-nak elemei és az „ai”-ből fut él „aj”-be, ha a
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. Azaz, ha „ai” relációban van „aj”-vel.Persze fordítva nem megy a dolog, ha valamely írányított gráfnak többszörös élei is vannak, akkor azt nem szokás binér relációnak tekinteni.

2. Legyen Z az egész számok halmaza. Legyen 
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 osztható 2005-tel. Mutassa meg, hogy ekkor bármely 
[image: image25.wmf]Z

z

Î

 egész szám relációban áll a 
[image: image26.wmf]{

}

2004

2003

3

2

1

0

,

,...,

,

,

,

 számok közül eggyel és csak eggyel.

Definíció: A 
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Megjegyzés: A relációk elnevezése ( nómenklatúrája ) távolról sem egységes. Van ki a fenti binér megfeleltetést mondja binér relációnak, s a binér relációt homogén relációxe "homogén reláció"nak említi. A két változós relációkat szokták valamilyen relációjellel jelölni ( például: =, , , , , vagy ). Az a1a2 azt jelenti, hogy az a1 -ra nézve relációban áll a2-vel, azaz (a1,a2)P. Az n-ér relációra elterjedten alkalmazzák a 
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 jelölést. Az egy változós relációt szokás unér relációxe "unér reláció"nak, s a nulla változóst konstansnak mondani. 

Definíció: A P binér megfeleltetést, az A halmazon értelmezett B értékű f függvényxe "függvény"nek nevezzük, ha 

(i) bármely aA  elemhez létezik olyan 
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(ii) bármely 
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Gyakran fogjuk használni az f(a)=b jelölést az (a,b)P helyett. Az A halmaznak  a B halmazba való f leképezésxe "leképezés"én rendszerint egy olyan 
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-t binér megfeleltetést értünk, melyre teljesül, hogy bármely 
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, melyre (a,b)P. E szóhasználat szerint a függvény egyértékű leképezés, bár a matematika több területén a függvény fogalmát nem feltétlenül a fenti definíció értelmében használják,. 

Megjegyzés: Az A halmazt az f függvény értelmezési tartományxe "értelmezési tartomány"ának hívjuk. A 
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 halmaz a P leképezés érték készletxe "érték készlet"e, ha bármely 
[image: image36.wmf]b

B

P

g

Î

 esetén létezik olyan 
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Definíció: A 
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 az A-n értelmezett B értékű függvényt injektívxe "injektív"nek   mondjuk, ha 
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 olyan hogy 
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. ( Különböző elemek képei, különbözőek, azaz egyértelmű a leképezés. )

Definíció: Egy f  függvényt , mely az A halmazon értelmezett és értékei a B halmazból valók szürjektívxe "szürjektív"nek mondunk, ha értékkészlete azonos B-vel. (Röviden rá-képezésnek is mondják.)

Definíció: Ha egy leképezés injektív és szürjektív is, akkor bijektívxe "bijektív"nek mondjuk.

Megjegyzés: A bijektív leképezéseket kölcsönösen egyértelmű leképezéseknek is szoktuk nevezni.Ha most A egy bálteremben lévő férfiak, B a hölgyek halmazát jelöli, s feltételezzük, hogy a teremben lévők páros táncot táncoltak, s csak férfi, hölgy párok voltak, akkor az este folyamán táncolt párok halmaza megad egy P binér megfeleltetést. Ha bármelyik férfi csak egy hölggyel táncolt ( a szíve választottjával), akkor a megfeleltetés függvény. Ha bármelyik nő is csak egy férfivel táncolt, akkor injektív (egyértelmű) a leképezés. Ha bármelyik hölgy táncolt, akkor szürjektív volt a megfeleltetés.

Definíció: Az A halmaz hatványhalmazxe "hatványhalmaz"án a részhalmazainak a halmazát értjük. Jelölése: P(A). 

Megjegyzés: Könnyű megérteni, hogy egy-egy részhalmazát A-nak megadhatunk egy A-n értelmezett O, 1 értékű függvénnyel is. Megállapodás szerint a részhalmazba azon elemek tartoznak, melyeken az adott függvény 1 értéket vesz fel. Szokás az előbb említett függvényt a hozzá tartozó részhalmaz karakterisztikus függvényxe "karakterisztikus függvény"ének is nevezni. A karakterisztikus függvény fogalma némi fogódzót adhat a halmaz  halmazra való hatványozásának a megértéséhez. Az előbbiek szerint ugyanis az A halmaz bármely A részhalmazához kölcsönösen egyértelmű módon (bijektven ) hozzá rendelhetjük az A-nak az f  karakterisztikus függvényét.

Példa: Legyen az 
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 függvény értelmezési tartományát leszűkítjük az 
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halmazra, akkor függvényünket táblázattal is megadhatjuk a következő módon 
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. Az 
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 halmaz elemeinek a sorrendjét rögzítettnek tekintjük akkor fölösleges leírogatni a táblázat első sorát. Lényegében elegendő az 
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 karakterisztikus függvények a táblázat második sorával megadni. Azaz az
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 karakterisztikus függvénye megegyezik az 
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 Vegye észre, hogy az A halmaz különböző karakterisztikus függvényeinek a halmazát lehet úgy tekinteni mint az A halmazt a 
[image: image74.wmf]{
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-ba leképező függvények összességét. Itt említjük meg, hogy a továbbiakban az A halmaz  számosságxe "számosság"át ( véges esetben az elemeinek a számát) |A|-val jelöljük. Nem nehéz bizonyítani, hogy n elemű halmaz hatvány halmazának az elemeinek a száma pontosan kettő az n-ediken, azaz |P(A)|=2|A|. Az A és B halmazok számosságát egyenlőnek mondjuk, ha létezik A-nak B-re való bijektív leképezése. A naiv halmazelmélet felfogása szerint az egyforma számosságú halmazok közös tulajdonságát mondjuk számosságnak. Nem különösebben nehéz megmutatni, hogy bármely A halmazra teljesül, hogy |A|2|A|  azaz bármely A halmaznak a P(A) hatványhalmazának a számossága nagyobb az A számosságánál. A bizonyítás indirekt úton történik. Az indirekt feltevés akkor az, hogy az A halmaz a elemei és az A-n értelmezett 0,1 értékű f függvények között létezik kölcsönösen egyértelmű fa leképezés. Azaz bármely f-hez hozzá rendelhető( bijektiven ) valamely a elem, jelöljük ezt a hozzá rendelést ( az előbbi fa jel helyet) fa-val. A bizonyítás lényege az, hogy megadunk egy olyan f' függvényt, amely nincs hozzá rendelve egyik a elemhez sem. S ez mond ellent az indirekt feltevésnek. Az f'-t bármely a esetén definiálja az f'(a)=1, ha fa(a)=0 és f'(a)=0, ha fa(a)=1. Nyilvánvaló, hogy f' nem egyenlő semelyik fa-val sem hisszen f' konstrukciója miatt az a helyen felvett értékeik különböznek. Az |A|2|A| egyenlőtlenségből rögtön adódik, hogy akármilyen nagy számosságú halmaznál is van nagyobb számosságú halmaz. 

Definíció: A B halmaz A-adik hatványán az A-n értelmezett B-értékű függvények halmazát értjük. Jele: BA. Nyilván |BA|=|B||A|, s ezt véges halmazokra nem nehéz bizonyítani. Gondolja meg a Kedves Olvasó,hogy BA elemeit lehet reprezentálni, olyan rendezet elem n-esekkel, ahol 
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 és az elemek B elemei. 
Megjegyzés: 1. Az A halmazon értelmezett 2 értékű függvények száma megegyezik az A halmaz hatványhalmazának P(A) elemeinek a számával. Ha A elemeinek a száma 
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, akkor a hatványhalmazának P(A)-nak az elemeinek a száma 
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, ami n növekedtével igen gyorsan nő. A magyar konyhában gyakran csinálnak ( legalább is a szorgos menyecskék) hajtogatott tésztát. Ha a 10 mm vastag tésztát 10-szer hajtogatják ( spersze minden hajtogatás után újra 10 mm-re lapítják), akkor a 10 hajtogatás után egy réteg vastagsága 
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 mm. lesz mindössze. Jobb minőségű szamuráj kardokat a régi japánban vas, réz, és ezüst lemezekből oly módon készítettek, hogy felhevítették azokat, összehajtották, majd az eredeti vastagságukra vékonyították kalapálással. 90-100 hajtogatás után már az egyes rétegek vastagsága az atomi méretek közelében volt. Azaz a vas, a réz és az ezüst atomok gyakorlatilag rétegenként egymás után következtek, különösen jó tulajdonságot adva az anyagnak.

2.Legyen például B0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 és az 
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, akkor egy A-n értelmezett B értékű f függvényt egyértelműen megadhatunk egy legfeljebb 4 jegyű tízes számrendszerbeli számmal. Azaz 1998-tal jelölhetjük azt az A-n értelmezett B értékű f függvényt, amelyre f(I)1,f(II)9,f(III)9,f(IV)8, vagy 0306-tal jelölve I. Constantinus uralkodásának kezdetét azt az A-n értelmezett B értékű g függvénynek is tekinthetjük g(I)0,g(II)3,g(III)0,g(IV)6. S nyilván mindenki számára könnyen hihető, hogy a legfeljebb 4 jegyű tízes számrendszerbeli számok száma 
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Tedd jóvá magad, ahogy csak tudod.

Az élet rút, de mégis a húgod.

( Va Ton Chemin, Paul Verlaine )

Műveletek

E fejezetben az algebra igen általános „algebrai struktúra”, „algebrai művelet” fogalmáról esik szó. Az algebrának az „univerzális algebra” névvel illettet fejezete az 1900.-as évek első évtizedeiben indult fejlődésnek. Hasznossága a matematika számos területén felmérhetetlen. Itt csak annyit említenénk meg, hogy az univerzális algebra nyelvezete lehetővé teszi például a részstruktúra, homorfizmus, izomorfizmus, struktúra tételek egységes megfogalmazását, tárgyalását. Az univerzális algebrával sok szegedi és budapesti matematikus is foglalkozott. A debreceni matematikusok közül Dömösi Pálnak véges automatákkal, véges atomaták által elfogadott nyelvekre vonatkozó munkáit említhetjük. Az érdeklődő olvasó figyelmébe ajánljuk S. Burris-H.P.Sankappanavar: Bevezetés az  univerzális algebrába 
c. könyvét.

Definíció: Azt mondjuk, hogy az A halmazon adott egy k változós algebrai műveletxe "algebrai művelet", ha adott az A  önmagával vett k-szoros descartes szorzatán értelmezett A-értékű függvény. (Más szóval, bármely a1,a2,...,ak A-ból való elemekhez hozzá van rendelve egy ugyancsak A-ból való a elem.)

Példák: A valós számok szokásos összeadása kétváltozós algebrai művelet. A valós számok abszolút értékét lehet egy változós algebrai műveletnek tekinteni. A O-t , s az 1-t, mint bizonyos  értelemben kitüntet elemeket O változós műveletxe "O változós művelet"nek nevezzük. n darab valós szám számtani közepe lehet példa n változós műveletre. Jegyezzük meg, hogy az egyváltozós műveleteket unér , kétváltozós műveleteket binér műveletxe "binér művelet"nek is szokták mondani.

Definíció: Az (A,F) párt algebrai-struktúráxe "algebrai-struktúra"nak, vagy röviden algebrának nevezzük, ha A egy nem üres halmazt jelöl és F pedig A-n értelmezett algebrai műveletek, véges vagy végtelen halmazát jelöli.

Megjegyzés: Ha az F véges halmaz, akkor általában csak felsorolják az elemeit. Például: (Q,+,.)-val is lehet jelölni, hogy a racionális számok Q halmazán értelmezve van az összeadás, ill. a szorzás. Elterjedtebb azonban a Q(+,.) jelölés, vagy sokszor használják a Q(+,-,.,/) jelölést, mikor is külön műveletnek tekintik a kivonást és az osztást is. A magyar nyelvű algebra irodalomban az elterjedtebb, hogy a kivonást az összeadás, s az osztást a szorzás inverz műveletének nevezik. Ugyanis a kivonás az a+xb, az osztás az a.yb (a0 )egyenletek megoldásaival megadható. S ekkor az a+x0 egyenlet megoldást (-a)-t az a elem additív inverzének, s az a.y1 (a0) egyenlet (1/a) ( ill. a-1-t) megoldását multiplikatív inverznek nevezzük.

A következőkben olyan halmazok közötti műveleteket definiálunk, amelyeket a Kedves Olvasó korábbi tanulmányaiból már jól ismer. Itt azonban feltesszük, hogy a szóban forgó halmazok mindegyike valamely előre megadott A halmaz ( szokás A-t alaphalmaznak, vagy univerzumnak is mondani ) P(A) hatványhalmazának az eleme.

Definíció: Az A1 és A2 halmazok unióxe "unió"ján azt az A3 halmazt értjük, amelynek az elemei A1-nek vagy A2-nek elemei. Jele:A1A2.

Az unió két változós művelet. Az A1 és A2 halmazokhoz hozzá rendeltük az 
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 halmazt. Természetesen itt is le kell fixálni valamilyen A alaphalmazt. S értelemszerűen ekkor, az 
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 azaz A1,A2és A3 a fixált A alaphalmaz P(A) hatványhalmazának elemei. S ekkor mondhatjuk azt, hogy az unió a P(A) halmaz feletti kétváltozós algebrai művelet. A következő „hagyományos” magyarázattal illusztráljuk, hogy ha mindent halmaznak tekintünk (lsd. Nem minden papsajt.), akkor az ellentmondásra vezet

Az axiomatikus halmazelmélet tárgyalásának az elején megszokták mutatni, hogy ha mindent halmaznak tekintünk, akkor az ellentmondáshoz vezet. Például az összes halmazok halmazának fogalma ellentmond a logikában szokásos „harmadik kizárása” törvényének. A harmadik kizárásának a törvénye azt jelenti, hogy valamely 
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 állítás és tagadása 
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 közül vagy az egyik vagy a másik igaz ( itt a „vagy”-ot úgy nevezett kizáró értelemben használjuk). Más szóval csak  két lehetőségünk van. Az egyik az, hogy A igaz, a másik az hogy 
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 a tagadása igaz. Azaz kizárunk bármilyen harmadik lehetőséget. Például azt is, hogy A és 
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 mindekettő igaz legyen.  Jelölje például H az összes olyan A halmaz halmazát, amelyekre teljesül, hogy
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A

Ï

,nevezzük az e tulajdonsággal rendelkező A halmazokat normálisnak. S kérdezzük, hogy a H-ra, lehetséges két eset közü 1. H normális; 2. H nem normális, melyik lehet igaz?!

1.Az első esetben tegyük fel ,hogy H az összes normális halmaz halmaza, normális azaz
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. Másrészt azonban H-ba beleraktuk az összes normális halmazt, speciálisan H-t is mivel feltettük hogy ő normális volt,ezért 
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. Ez mutatja, hogy az a feltevésünk, hogy H normális arra kizárt harmadik lehetőségre vezet, hogy 
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és 
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is igaz.S ez ellentmondás.

2. Próbálkozunk most a másik feltevéssel nevezetesen azzal, hogy H az összes normális halmazok halmaza nem normális. H nem normálisága azt jelenti, hogy nem igaz az, hogy  
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. Annak a tagadása, hogy H nem eleme H-nak az, hogy H eleme H-nak , azaz
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. Ez utóbbi viszont pontosan azt jelenti, hogy H normális, mivel a H-ba pontosan a normális halmazokat gyűjtöttük. Azaz H-ban lévő A elemekre 
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 teljesült, speciálisan az A=H estén 
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is teljesedik. S imét arra a megnem engedhető harmadik esetre jutottunk, mely szerint 
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 és 
[image: image98.wmf]H

H

Î

 is igaz. Ez is ellentmondás.

A Kedves Olvasó figyelmébe ajánljuk, hogy vegye észre, hogy a hétköznapi nyelv s a matematikai logika nyelve eltér egymástól. Például a legtöbb barkóba játék esetén a nem és az igen válaszokon kívül megengedett az is válasz is. A hétköznapi nyelvben, például: Esik az eső. Nem esik az eső. Kifejezések melllett nagyon sok más lehetőség is szereppel.Szitál . Szemetel. Stb. A meteorológia tudománya például úgy is fogalmazhat, hogy 2005. VII.28.-án Debrecenben nagy valószínűséggel esni fog. S szakemberek számár az időjárás előrejelzésben az is szereppelhet, hogy a a csapadék mennyissége átlagosan 0.8 valószínűséggel 40 milliméter várható. Aelőbbi mondatban persze már a matematika egy másik fejezetének a valószínűségszámításnak a terminológiája bukkan fel. 

Definíció: Az A1 és A2 halmazok metszetxe "metszet"én azt az A3 halmazt értjük, amelynek az elemei A1-nek és A2-nek is elemei.

Jele:A1A2..

Definíció: Az A1 halmaz komplementerxe "komplementer"én azt az  A2, halmazt értjük amelynek elemei A1-nek nem elemei,de elemei A-nak.Jele: 
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, de elterjedten használják az 
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 szimbólumot is (kinek-kinek izlése szerint).

Vegye észre a Tisztelt Olvasó, hogy az A alaphalmaz, az 
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 üreshalmaz, illetve a 
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 és a komplementer műveletek segítségével le lehet írni a korábbi halmazelmé-leti relációkat,műveleteket ( általában többféle módon is). Például:
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5.
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. Mivel ezek az átfogalmazások elégé nyilvánvalóan elvégezhetők, ezért és helytakarékosság címén csupán a az alaphalmazra, üreshalmazra, és a komplementerképzés, unió, metszet műveletek alapvető tulajdonságait sorolják fel.

Természetesen több halmaznak is tekinthetjük az unióját, metszetét, ez esetben érdemes az alábbi egyszerűbb jelöléseket alkalmazni:

A1A2...An=
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 valamilyen indexhalmazt jelöl. Az indexhalmaz általában bizonyos értelemben jobban használható, mint az eredeti halmaz. Manapság divatos szóval mondhatnánk azt is, hogy kódoltuk az eredeti halmaz elemeit. Például emberek halmaza helyett a neveik halmazával dolgozunk sok esetben, vagy a neveket is "elkódoljuk" lsd. TAJ szám , adó szám, pin kód, hitelkártya szám stb. Az alábbiakban felsoroljuk az unió, metszet, komplementer műveleteknek a legfontosabb tulajdonságait.
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Az A alap halmazt érdemes esetleg 1-el az  üreshalmazt pedig 0-val jelölni  IV és az V-ös formulákban, emlékezve például arra, hogy az A alaphalmaz karakterisztikus függvénye azonosan 1 és az  üreshalmaz karakterisztikus függvénye azonosan 0. Itt kell megemlíteni a Boole
-algebra
xe "Boole-algebra" fogalmát. Ha a B halmazon értelmezve van kettő binér művelet(,), egy unér (`), s kettő null változós művelet(0,1), melyek rendre teljesítik az I-VII. tulajdonságokat, akkor a B(,,`,0,1)-t Boole-algebrának nevezzük. Reméljük, hogy az I.-VII. tulajdonságok formális átírását bárki könnyen megoldja, látván például, hogy itt, hogyan írjuk át a komplementaritásxe "komplementaritás" V.
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 Itt a b' a b elemhez hozzá rendelt elemet jelenti, a ' jel az a B(,,`,0,1)-ben szereplő egyváltozós műveletet jelenti. A valós számok halmazán például egyváltozós műveletnek lehet tekinteni bármely olyan egyváltozós valós értékű függvényt, melynek az értelmezési tartománya a valós számok halmaza. Mutassuk meg, hogy az I.-VII. tulajdonságok nem mind függetlenek, például az I./3 (
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 II./4 miatt a szögletes zárójelben álló kifejezés b1 ezzel a bizonyítás kész.

Nem nehéz megmutatni, hogy van olyan Boole-algebra, mely lényegesen különbözik bármely P(A)(,,`,,A)-tól (azaz bármely A halmaz hatványhalmazának a Boole algebrájától). Az igazsághoz az is hozzátartozik, hogy csak a végtelen Boole-algebrák között található ellenpélda. Az 5. feladatban szereplő P^(N)=Pv(N)Pkv(N)halmaz a szokásos ,,`,,N műveletekre nézve Boole-algebra, de nyilván nem hatványhalmaz. Valóban P^(N)=Pv(N)Pkv(N) nem lehet véges halmaznak a hatványhalmaza, hiszen akkor nem lehetne végtelen sok eleme. Másrészt meglehet mutatni, hogy Pv(N)-nek ( azaz a természetes számok véges részhalmazainak a halmazának) a számossága megegyezik a Pkv(N) ( a természetes számok azon részhalmazai, amelyeknek komplementere véges) számosságával, s mind kettő halmaz megszámlálhatóan végtelen. Könnyen láthaja kedves olvasó, hogy az a ö leképezés amely 
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 komplementerét rendeli ) az bijektív leképezés.

Templom a természet: élő oszlopai

időnkint szavakat mormolnak összesúgva;

(Correspondances, Charles Baudelaire)

Relációk,Particiók

A binér relációk közül az ekvivalencia ill. rendezési relációval foglalkozunk kicsit részletesebben. A rendezési reláció ártalmatlan fogalomnak tűnik. A gyakorlatban azonban már 50-60 elemű halmazokat is nagyon sokféle módon lehet rendezni.
Lényegében, ha valamilyen hétköznapi tárgyunkat szemüveg,kulcs stb keressünk akkor is rendezési problémáink vannak. Látni fogja a Kedves Olvasó, hogy ha valamely H halmazon megadunk egy ń ekvivalencia relációt, akkor az mindig létrehoz egy osztályozást az adott H halmazon, az adott osztályok lesznek elemei majd a . 
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 faktorhalmaznak jóval kevesebb eleme lesz, mint H-nak volt, sok esetben H-nak véggtelen sok eleme lesz, de 
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-nak már csak véges sok. Lényegében azt mondhatjuk, hogy az algebrában a faktorhalmaz képzése az a standard eljárás, amikor sokból keveset csinálunk. Természetesen rendkívül fontos lesz oly módon megválasztani az ekvivalencia relációt, hogy nyomon lehessen követni a H halmaz elemeinek , vagy az azokon értelmezett műveleteknek a tulajdonságait. 

Definíció; Az A halmazon adott  binér relációt ekvivalencia relációxe "ekvivalencia reláció"nak nevezzük, ha rendelkezik az alábbi tulajdonságokkal:

1;
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,( bármely a eleme A-nak önmagával relációban áll, ezt a tulajdonságot reflexívxe "reflexív"itásnak mondjuk,

2; ha a1 relációban áll a2-vel,akkor a2 is relációban áll a1-el, azaz szimmetrikusxe "szimmetrikus"
3; ha 
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 ez utóbbi a tranzitívxe "tranzitív"itás.

Eddigi tanulmányai során a Kedves Olvasó bőségesen találkozott már ekvivalencia relációval. Reméljük nem tekinti udvariatlanságnak, ha itt felsorolás szerűen emlékeztetjük néhányra, s azt javasoljuk, hogy ellenőrizze valóban rendelkeznek -e?  a fenti tulajdonságokkal: síkidomok egybevágósága, hasonlósága; legyen két síkbeli alakzat  ekvivalens , ha területük megegyezik ( ha nincs területük, azaz nem mérhetőek,akkor egymással ekvivalensnek tekintendők ) ; emberek halmazán a vér szerinti rokonság relációja, N.N relációban van X.Y.-al, ha van közös ősük; egy iskola valamely osztályának tagjait mat.-doli. ekvivalensnek mondjuk, ha a mat. dolgozataik érdemjegye megegyezik.

Definíció: A H halmazon adott egy osztályozásxe "osztályozás" (particióxe "partició"), ha az adott halmaznak megadjuk 
[image: image154.wmf]H

g

g

,

(

)

Î

G

 nem üres részhalmazait , melyekre teljesül az alábbi két tulajdonság:

1;
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2;
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, a H halmazok páronként diszjunktxe "diszjunkt"ak. 

Az osztályozás fogalma nagyon közel áll az emberi gondolkodáshoz. A kereskedő osztályozza az áruját jóra és még jobbra, a vevőt fizetőképessége szerint. Az orvos embertársait egészségi állapotuk szerint csoportosítja. A hallgató az előadót érthető, s érthetetlenre minősíti. A mat. tanár a diákjait  jeggyekkel osztályozza. Valójában már bizonyos egysejtűek is csinálnak osztályozást a környezetükön pl. mikor a fénnyel megvilágított folt felé igyekeznek. Végül említsük meg a klasszikus esetet, mikor is egy iskola diákjait osztályokba sorolják.

Tétel: Ha a H halmazon adott egy  ekvivalencia reláció, akkor az indukál a H halmazon egy partíciót, s fordítva is.

A tétel `fordítva` szava azt jelenti, hogy megadva H-n egy osztályozást, ahhoz egyértelműen hozzá lehet rendelni egy ekvivalencia relációt.

Bizonyítás: Bármely hH  esetén Hh jelölje az olyan h` elemeit H-nak, amelyekre a hh` teljesül, a   reflexív volta miatt 
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 teljesül. A második tulajdonságot indirekt bizonyítsuk. Tegyük fel, hogy HhHh` és Hh nem egyenlő Hh`-vel. Létezik közös eleme Hh és Hh`-nek, jelöljük azt például h``-vel, ekkor nyilvánvaló, hogy h``  relációban áll h-val és h`-vel is. Megmutatjuk, hogy ekkor h és h` is relációban állnak amiből már adódik, hogy Hh és Hh` ugyanaz. Valóban 
[image: image159.wmf](

``

(

))

((

``),

.

.

(

`

`

`

)

)

'

h

H

H

h

h

é

s

h

h

h

h

Î

Ç

Þ

r

r

 a szimmetria miatt, ekkor h``h` is teljesül, s a 
[image: image160.wmf](

``),

.

.

(

`

`

`)

h

h

é

s

h

h

r

r

-ból a tranzitívitás miatt adódik, hogy hh`. A szimmetria miatt nyilván h`h is teljesedik azaz 
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. A formulákban szereplő  jel a logikai "és" jel, mely  az jelenti, hogy 
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 állítás akkor és csak akkor igaz, ha A is és B is igaz.

Fordítva legyen most adott a H halmazon egy osztályozás, mutassuk meg hogy az indukál egy ekvivalencia relációt. h-t és h`-t definíció szerint  ekvivalensnek mondjuk, ha van olyan  melyre teljesül, hogy h ill. h` is eleme H-nak.  reflexív az osztályozás 1; tulajdonsága miatt , a szimmetria abból adódik, hogy ha h ill. h` is eleme H-nak, akkor h` ill. h is eleme H-nak. A tranzitívitás az osztályozás 2. tulajdonságából adódik.

Döntő fontosságú fogalom a faktorhalmazxe "faktorhalmaz" fogalma. A H halmaz  ekvivalencia relációja által indukált Hh osztályok az elemei a H/() faktor halmaznak.

Definíció: Az A halmazon adott binér 
[image: image165.wmf]£

 reláció rendezési relációxe "rendezési reláció", ha rendelkezik az alábbi tulajdonságokkal:

(i) 
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,( a reláció reflexívxe "reflexív")

(ii) ha a
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b és b
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a, akkor a=b ( antiszimmetrikusxe "antiszimmetrikus" ) 

(iii) ha a
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b és b
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c, akkor a
[image: image171.wmf]£

c ( tranzitívxe "tranzitív"itás )

(iv) az a
[image: image172.wmf]£

b , b
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a, relációk közül legalább az egyik teljesül (dichtihómxe "dichtihóm" ).

Szokás sok esetben az  élesen kisebb reláció jelet alkalmazni, akkor a fenti definíció értelemszerűen a következő módon változik meg:

Definíció: A halmazon adott binér  reláció rendezési reláció, ha rendelkezik az alábbi tulajdonságokkal:

(i) nem létezik olyan aA, melyre 
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 teljesedne, (a reláció irreflexívxe "irreflexív")

(ii) a<b és ba, sohasem teljesedik ( antiszimmetrikus ) 

(iii) ha a<b és b<c, akkor a<c ( tranzitívitás )

(iv) az a<b , b<a, és a=b relációk közül egy és csak egy teljesül ( trichotómxe "trichotóm" ). 

Nem fogjuk itt precízen elmagyarázni, de a két definíció bizonyos értelemben lényegében ekvivalens, szokás a fent definiált rendezést lineáris rendezésxe "lineáris rendezés"nek is mondani. Ha a (iv) feltétel nem ,de az azt megelőző három tulajdonság teljesedik, akkor félig rendezésxe "félig rendezés"ről beszélünk. Félig rendezésre példa a következő: Legyen A valamely n kettőnél nagyobb szám pozitív osztóinak a halmaza, s a d1<d2, definíció szerint akkor teljesüljön, ha d1 valódi osztója d2-nek. Az n=12 esetet az itt látható ábra szemlélteti.  [image: image175.wmf]1
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"Régen hallottatok sok paraszt példákat,

Azkik elbízzák dolgokba ő magokat,

Gyakorta csalatnak elvesztik dolgokat,

Ő tiszteségöket, fejöket jószágokat."
Erdéli História Eted Része /1553./, Tinódi Sebestyén,

XVI. századi költőkből, Unikornis Kiadó, Budapest,1994.
Feladatok

1; Jelölje A,B a valós számok tetszőleges részhalmazát. Mutassa meg, hogy az alábbi állítások, páronként ekvivalensek: (i) AB ; (ii) AB=A; (iii) AB=B.

2; Legyen A ill. B a valós számoknak m ill. n számosságú véges részhalmazai és tételezzük fel, hogy mn. Becsülje meg a következő halmazok számosságát felülről és alulról is lehetőleg pontosan!: 

(i) AB ; (ii) AB; (iii) AB; (iii) A-B 

( (A-B) azt a halmazt jelöli, melynek elemei A-nak, de B-nek nem); (iv) A
[image: image176.wmf]D

B ( ahol azon elemek A
[image: image177.wmf]D

B halmaza amelyek elemei AB -nak, de nem elemei AB-nek.

3; Döntse el, hogy a következő állítások igazak-e vagy sem , válaszát indokolja is. Jelölje A,B,C a racionális számok tetszőleges részhalmazát: 

(i)(
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(iii) (AB)((B-A));    ( iv ) (AB)((A-B)=); 

(v)((A-B)=)(AB);   (vi) ((A-B)=)((AB)=);

(vii) ((A-B)= és (B-A)=)(A=B);

4; Ha P(A) jelöli az A halmaz hatvány halmazát,akkor sorolja fel P(A) elemeit, ha ; 

(i) A=P(P()); (ii) A=P(P(P())).

5; Legyen P^(N)=Pv(N)Pkv(N), ahol Pv(N) az N véges részhalmazainak a halmazát jelöli, Pkv(N) az N olyan részhalmazainak a halmaza, melyeknek a komplementere véges. Mutassa meg, hogy P^(N) algebrailag zárt az unió, metszet, különbség és a komplementer képzés műveletére, valamint teljesednek az alábbi tulajdonságok:
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6; Mutassa meg , hogy a B Boole-algebra VI. és VII. tulajdonsága következik az azt megelőzőkből.( Szorgalmi)

7; Mutassa meg, hogy bármely B Boole-algebrában 

A1A2= és A1A2=1-ből

 következik, hogy A1=A2`. ( Szorgalmi ).

8; Legyen adott a B Boole-algebra, definiáljuk 
[image: image196.wmf]£

 relációt B elemei között az alábbi módon : A1
[image: image197.wmf]£

A2, ha A1A2=A1. Mutassa meg , hogy  
[image: image198.wmf]£

 reláció félig-rendezés B-n.( Szorgalmi )

9; Vizsgálja meg, hogy az alábbi binér relációk rendelkeznek e a reflexív, szimmetria, tranzitív, irreflexív, antiszimmetria, dichtihom, trichotom tulajdonságokkal:

(i) (a,b)P akkor és csak akkor, ha (a/b)
[image: image199.wmf]£

(b/a) és 

a,b{R-{O}} itt R a valós számokat jelenti,

(ii) ab ha |a|=|b| ( itt a és b is irracionális)

(iii) ab ha a-b páros szám ( itt a és b is egész),

(iv) ab ha a2+b2=25 ( itt a és b is valós ) .

1O; Legyen A={a,b,c}, definiáljon A-n olyan relációkat, melyek az ekvivalencia reláció 3 tulajdonságából 2-t teljesítenek, de a 3.-t nem ( függetlenek ).

11/A; Vizsgálja meg, hogy az egész számok körében a kivonás, a pozitív racionális számok között az osztás, és a természetes számok szokásos hatványozása asszociatív-e vagy sem!

11/B; Jelöljük a 2 elemű 
[image: image200.wmf]G

2

1

 halmaz elemeit 0-val ill. az 1-el s közöttük az " összeadást " és a "szorzást" definiálják a következő táblázatok 
[image: image201.wmf]÷
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, vizsgálja meg e műveletek tulajdonságait.

12; Definiálja a  műveletet az egész számok halmazán az 
[image: image202.wmf]a
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 formula. Vizsgálja meg e művelet tulajdonságait!

13; Definiálja a  műveletet a racionális számok halmazán az 
[image: image203.wmf]a
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 formula. Vizsgálja meg e művelet tulajdonságait!

14; Definiálja a  műveletet a valós számok halmazán az 
[image: image204.wmf]a
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 formula. Vizsgálja meg e művelet tulajdonságait! 

15; Vizsgálja meg : 

(i) a kivonásnak mint algebrai műveletnek a tulajdonságait a valós számok R halmazán,

(ii) az osztásnak a tulajdonságait az R-{0} halmazon,

(iii) a hatványozásnak a tulajdonságait a nem negatív egész számok halmazán,

(iv) a hatványozásnak a tulajdonságait az egész számok halmazán.

16; Jelölje 
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 az olyan  valós számokat, melyeket 
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 alakba lehet írni és a,b tetszőleges racionális egész, melyekre 
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 elemeinek szorzata ismét eleme 
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-nek.

� �Georg Cantor 1845.-ben született Oroszországban Szentpéterváron, apja sikeres kereskedő volt.11 éves korábban családja Németországba költözött, felsőbb iskolai tanulmányait Zürichben ill. Berlinben végezte. Tanult Kummernél, Weierstrassnál, és Kroneckernél.1867-ben doktorált számelméletből. Halle-ben volt egyetemi tanár 1869.-től 1913.-ig nyugdíjba vonulásáig. Matematikus kortársai közül sokan rendkívül magasra értékelték munkáságát, többek között David Hilbert is szuperlatívuszokban nyilatkozott róla.


1874.-ben megnősült öt gyermeke született. Bár apjától komoly vagyont örökölt, szeretett volna Berlinben lenni jobban fizetett egyetemi tanárként , mint Halle-ban. E törekvését Kronecker blokkolta, aki nem értékelte túl sokra Cantor halmazelméletét. 1918.-ban halt meg egy pszichátriai klinikán. Kertész Andor debreceni algebra professzor, aki az 1960-70-es években több éven keresztül vendég professzor volt a Hallei Egyetemen, könyvet írt G. Cantor munkásságáról.


� S. Burris-H.P.Sankappananavar: Bevezetés az  univerzális algebrába,Tankönyvkiadó, Budapest,1988.


� �George Boool (1815-1864) 1815-ben Angliában született.”The Laws of Thought” ( A gondolkodás törvényei) c. könyve 1854.ben jelent meg.Könyvének a jelentőségét az adja, hogy megmutatja az Aristoteles nevével fémjelzett formális logikai törvényei, melyeket évszázadokon keresztül tanítottak az egyetemen számolás tárgyai lehetnek.Lényegében egy új logikai algebra iskolát alapított,melynek a célja a matematika és a logika egyesítése volt.Közvetelen hatása kimutatható Gottlob Frege ”Die Grundlagen der Arithmetik”(1884) ill. Bertrand Russel és Alfred N. Whitehead „Principia Mathematica”(1913)c. művére is, továbbá d. Hilbert-W. Ackermann „Grundzüge der theoretischen Logik”(Berlin, 1928) c. könyvében. A digitális elektronikus számológépek tervezői, gyártói, illetve felhasználói közül kerülnek ki azok, akik „apró” ( ez az „apró” sok esetben dollár milliárdokat jelent a computer technikával foglalkozók számára) pénzre tudták váltani a logika formális számolásokra való redukálását. 


� �Arisztotelész(Kr.e. 384-322) Athénban működő görög filozófus. Platón tanítványa és Nagy Sándor nevelője volt (343-tól). A formális logikának az ún. szillogisztikának a megtermtője volt. Filozófiája, tanítása Aquinói Szent Tamás (1224?-1274)tevékenysége révén szervesen beépült a középkori skolasztikus filozófiába.


� Knuth D.: A számítógép programmzás művészete ( Műszaki Kiadó, Bp. 1988.) c. könyvének a III. kötetét teljes egészében a keresésnek és a rendezésnek szenteli. Az említett kötett 756 oldal.
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